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ОПЕРАТОРОВ И ИХ РАСШИРЕНИЙ

§ 1. Введение
1. Пусть А—замкнутый симметрический оператор с плотной 

областью определения О (Л) в сепарабельном гильбертовом простран
стве Н, имеющий равные дефектные числа (и, п), п -С со. Характерис
тическая функция оператора А в случае п<С °о была построена 
М. С. Лившицем [1—3], в общем случае — А. В. Штраусом [4, 5].

Напомним определение А. В. Штрауса. Положим

Ж, = (А-гЕ) О (А), К, = М2 (Л) = Не ЭЪ
(Е—тождественный оператор, 1тг=£0).

При любом невещественном X обозначим через Л>. расширение 
оператора А, заданное равенствами:

£>(Лл) = О(Л)-ЬЫг,
Лх(/4֊?) = Л/ + )<Р (/^£>(Л), ?СХг). (1)

Как показано в [5], при 1тХ^>0 (1тХ<^0) Лх является максимальным 
диссипативным (аккумулятивным) оператором*.

Зафиксируем произвольное невещественное число и обозначим 
через П открытую полуплоскость (верхнюю или нижнюю), содержащую 
)0. Из результатов работы [5] следует, что существует линейный 
оператор Со (X): >Мх, такой, что £> (Л ).)=£)( Л) + [Со (X)— и

А(/+ Со (X) |-*)=Л/  -Ь >-о Со (X) ф-М (Я О (Л), ф 6 И;7).
Оператор-функцию Со (X) (X £ П) мы будем называть характеристи
ческой функцией Штрауса оператора Л. Отметим, что всякий эле
мент однозначно представим в виде:

Л=/+ф—Со (X) ®, (2)
где /££>(Л), причем, когда Л пробегает все Ыг, ® пробегает
все

В работах [4, 5] показано, что Со (Х)Д 1 (Х£П), и оператор- 
функция Со (>-) аналитична в П. Если оператор Л прост, то он опре
деляется по Со (X) с точностью до унитарной эквивалентности.

* Оператор В в Н называется диссипативным (аккумулятивным), если при 
всех (В) (Вд, 0 ((В1, 5г)/у < 0). Диссипативный (аккумулятивный) опе
ратор называется максимальным диссипативным (аккумулятивным), если он не имеет 
в Н собственных диссипативных (аккумулятивных) расширений.
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Как видно из приведенного определения, вычисление характери
стической функции Штрауса дифференциального оператора и, в осо
бенности, применение ее к исследованию спектров граничных задач 
вызывает значительные трудности. В настоящей работе введено но
вое определение характеристической функции оператора А, обладаю
щее в этом отношении определенными преимуществами. Это опреде
ление основано на построенном в статье автора [6]*  описании расши
рений симметрического оператора в терминах абстрактных граничных 
условий. Характеристическая функция Штрауса оказывается по су
ществу частным случаем характеристической функции, вводимой ниже. 
Следует, однако, заметить, что результаты А. В. Штрауса [4, 5] 
использованы при доказательстве основных теорем настоящей работы.

2. Приведем некоторые результаты из [6].
Определение. Тройка (Н, Гх, Г2), где Н—сепарабельное 

гильбертово пространство, Гх и Г2—линейные отображения (Л*)  
в Н, называется пространством граничных сначений оператора 
А, если-.

1) для любых у, г££>(Л)*

(А*  у, а)н — (у, А*  г)н=(Гг у, Г2г)н—(Г։’$, Гх г)н;
2) для любых Ух, Уг £ Н существует такой вектор у£О (Л),  

что Т1у—У1, Г2у=У2.
*

Как показано в [25], у (Л) тогда и только тогда, когда Гх у= 
= Г2 у=0. Если (Н, Г1։ Г2)—некоторое пространство граничных зна
чений оператора Л, то, каково бы ни было сжатие К в Н, сужение 
оператора Л*  на множество векторов у(^ (Л*),  удовлетворяющих 
условию

Л’(Г1 + гГ2)у = (Г1 —гГ2)у (3)
или

^(Г1 — г‘Г2)г/ = (Г1 4֊/Г։) у, (4)
представляют собой соответственно максимальное диссипативное (ак
кумулятивное) расширение оператора Л. Обратно, всякое максимальное 
диссипативное (аккумулятивное) расширение оператора Л представляет 
собой сужение оператора Л*  на множество всех у^О (Л*),  удовлетво
ряющих [3] ([4]), причем сжатие К определяется однозначно. Эти рас
ширения мы будем обозначать через А к и Ак соответственно.

Из тождества

(Л*  /, - (/, л* 1 {«Гх/Г,) /, Г,- гТ2) Я)Л-

֊((Г1 + гТ2)/, (Гх4-гТ2) Я)н) (5)

(/, ?€^(-^*))  нетрудно полупить сэотношепие

 (ЛА)*  = Л'Л • • (6)

И независимо — в статье В. М. Бруха [25].
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В [6] построено следующее пространство граничных значений, 
которое мы будем обозначать (Н°, Гр Г'2): Н°-=Н_/ (со скалярным 
произведением, индуцированным из Н),

Г?=Р_/ + ИЛ, Г« = —1Р-1 + <ИР/, 
где
Р-1 — проектор О (А*)  на 1Ч_/ параллельно £(-4) + И/,

* Здесь и ниже мы полагаем в определения характеристической функции 
Штрауса Со (X) 10 = I.

Р/—проектор 7) (А*)  на 1Ч( параллельно £>(Л)-гЫ_/, 
И—изометрическое отображение 14/ на Ы_/ .

§ 2. Определение и свойства характеристической 
функции

1. Пусть А-,. — расширение оператора А вида (1) (1тХ=^=0). Со
гласно (3), (4), оператор Л  равен сужению Л  на множество у £ 
£7) (Л),  удовлетворяющих условию

* *
*

с (X) (Гх + /Г,) у = (П - /Г2) у (1т X > 0),
с ()■) (Гх - Л՜,) у = (Г, + А՝,) у (1т Х<0),

где С (л) — сжимающая (||С(Х)|<1) оператор-функция в Н. Оператор- 
функция С (X) называется характеристической функцией оператора 
А.

Из (6) следует, что С (Х) = [С(Х)]*.  Введенная выше характе
ристическая функция зависит, очевидно от выбора пространства гра
ничных значений оператора Л. Рассмотрим, в частности, простран
ство граничных значений (Н°, Г“, Г2) (см. § 1).

Имеем Г? +/Г՞ = 2 Р_/, /Г?— гГ° = 2ИР/. Пусть
Тогда у=у0-\- ф -р (у0 (Л), <р£Ы_/, |£М|), откуда

(Г? + /Г?) у = 2 ?, (Г?֊ /Г°з) у = 2
Если С° (X)— характеристическая функция оператора Л, соответствую
щая (Н", Г?, Г°) и 1т Х^>0, то С° (X) ф = Ир. Но в силу (2)*  ,р=С'0(Х) <р 
Из произвольности находим

С°(Х)=ИС0(Х), 1тХ>0. (7)
Таким образом, С° (X) лишь несущественно отличается от харак

теристической функции Штрауса. Из результатов А. В. Штрауса 
[4] и формулы (7) получаем, что |С° (Х)||<^ 1, и С° (X) аналитична при 
1т Х^>0.

2. Выясним, как связаны между собой характеристические функ
ции С1^) и СТ3(X) оператора Л, соответствующие пространствам гра-



222 A. H. Кочубеи
---  ■—=- - - - - ■ .л

ничных значений (Н1, rl, rb и (Н‘, Г?, Га). Заметим прежде всего, что 
dim H։=dim Н2. Действительно, отображение Г} ф Г’: D (Д'*)  — Н1 ® 
Ф Н1 индуцирует биективное отображение D(A9)/D (Д) —»Н1 ф Н* , 
откуда dim (Hl®H1) = dim [О (Д*)  /D (Д)], и аналогично dim (Н2Э 
®H’) = dim [D (Д*)//)(Д)],  откуда dim (H1®H1) = dim (Н2 ф Н2) и 
dim Н՝ = dim Н։. Пусть 47 — изометрическое отображением2 на Н1.

/ Е 0 \
Обозначим / оператор в Н1 ф HJ вида ( 1 •

\ 0 — Е /
Теорема 1. Имеет место соотношение

С1 (X) =[ЛИ + Х22 UC*  (X) U-1 ] [Х։1 + Jf12 СТС3 (л) U-' ]֊։, Im л>0, (8)

(X X \у11 у S ) — J-yкитарнъш оператор в Н1 ф Н1.
Ад Х22 /

Доказательство. Определим пространство граничных зна
чений (Н1, П, Гг), полагая Г՛ = (/Г?, Га=6/Г։. Построим в прост
ранстве Н1 ф Н1 линейный оператор X следующим образом. Если (Y', 
У") £ Н1 CD Н’, выберем у(^Е(А*)  так, чтобы

(г1+я%,= г| (9)
(г! -/гЬ у=У", ’

Положим Д'= (Г{ -НТр у, Д"=(Г{ — ։ГРу. Эти векторы не зави
сят от выбора у, удовлетворяющего (9), так как последний опреде
ляется однозначно с точностью до слагаемого из /)(Д). Положим 
X ( У, У") = (Д', X"). Очевидно, X — сюръективный линейный опера
тор в Н1 Э Н1. Из формулы (5), примененной при {=3 к каждому из 

пространств (Н1,^!, Гг) и (Н1, Г1 Гг), следует, что оператор X являет
ся /-унитарным. В частности, X ограничен [7], и следовательно, пред-

У-Х X \ставим в виде Х=( 11 12 ), где Хщ (], к = 1, 2) — ограниченные 
\*̂21  ****22  /

операторы в Н։.

Теперь Г}, Г2 выражаются через Г՛, Г1 по формулам:

Г? +/ Г^Ла (Г1+։ Г1) + (Г} -г И);

Г}- г Г5 = Хп (Г}^։Й) + Хм (Г1-гТ.]).

Пусть —характеристическая функция оператора Д, соответствую
щая пространству граничных значений (Н։, Г{, Гг). Тогда для всех 
У Мг (Г՛—/Гг) у=Сх (X) (Г։+ / Г։) у, откуда

(Г1 + /г£) у = [Хг1 + 2Г12 С1 (>.)](?}+/ Г$) у;
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(Г}-г Г1) у = [Ха+Х„ С1 (X)] (Г1+г Н) у.

С другой стороны, (Г] — I Гр у = С1 (>.)(Г{ 4֊ ։ Г‘) у. По теореме 
М. Г. Крейна—Ю. Л. Шмульяна [8] из /-унитарности оператора X 

следует, что при каждом л оператор [А + Ххг С1 (/.)] имеет в Н։ ог
раниченный обратный. Таким образом

С1 ().) = [А + А С1 (}.)] [А + А с1 (>.)]-*.

Замечая, что С1 (>) = 6/ С2 (л) 6/՜1 , приходим к (8).
Теорема доказана.
Полагая (Н2, Гу, Г2) = (Н°, Г,, Г£), получаем такое следствие.
Следствие 1. Каково бы ни было пространство граничных 

значений (Н, Г1։ Г,) оператора А, соответствующая характери
стическая функция С (X) аналитична при 1т Х=/=0, причем ЦС'^(>.)|]<^1.

Аналитичность С (X) очевидна. Неравенство ЦС 0֊)И'\1 следует 
из того, что, согласно [8], дробно-линейное преобразование [Лх + 

А Хг։ 
А А

водит множество всех операторов К, для которых |]К|<^1, в себя.

§ 3. Характеристическая функция и унитарная 
вквниалентность

-}- ■А Л] [А + А Л՜1 с /-унитарным оператором

Цель данного параграфа—доказательство следующей теоремы.
Теорема 2. Для того чтобы простые симметрические опе

раторы Ах и А2 в пространстве Н были унитарно эквивалентны, 
необходимо и достаточно, чтобы для Ах и Ая существовали соот
ветственно пространства граничных значений (Н, Г}, П) и (Н, 
Г2, Г2) (Н одно и то же), такие, что соответствующие характе
ристические функции совпадают՝. С1 (Х) = С՛2 (К).

Доказательство. Необходимость. Пусть и — унитар
ный оператор в Н, такой, что IIАх и՜1 = Аг. Тогда (см., например» 
[9]),

Пусть (Н, Г}, ГД)— произвольное пространство граничных зна
чений оператора Ах. Положим Г2 = Г} Сг~х , Г£ = П и՜1 . Непосред
ственно проверяется, что (Н, Г2, Г,) — пространство граничных зна
чений оператора Аг (нужно только учесть, что II՜1 переводит О (А2) 
на £> (Лх) и О (А]) на О (Л*)).

Если А\у = \у, то А‘ Иу = ИАху = ).Цу. Аналогично, если 
А\г = \г, то А’ II՜1 г = }.Ц~Х г. Таким образом, II переводит 
на Нл_(/4։). Теперь из сопоставления равенств
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(Г} — г Гр у = С1 ()) (Г{ + / Г* ) у, 

(г?—/ гр и у = С3 (>•) (Г? + / гр иу

(у^Нг(ДР, 1т>֊ >0) и определения отображений Г(г Г| следует, что՝ 
СЦХ) = С«(Х).

Достаточность. Построим сюръективное отображение 
7.: Л (Др/£>(ДР — О (Лр/£ (ДР следующим образом. Пусть ух^ 

€ У1 € О (Д? )/£> (ДР (Уг По классу ух построим вектор
(у7, у") (НОН, полагая у' = (Г{ + /Гр уг, у" = (Г*  — / Гр уг. Выбе
рем у,€^(А) так, чтобы у'= (Г? 4֊/Гр у„ У"= (Г? - / Гр у2. Пусть 
уг— класс из Л (Аг).՜' Л (А2), содержащий у3. Очевидно, у2 опреде

ляется по у2 однозначно с точностью до слагаемого из Л (Др, т. е. 
имеет смысл определение 7. формулой /. Уг = у2.

Очевидно, отображение / линейно. Пусть М,՜ (Др — образ 
Nг (Ду) (/ = 1> 2) при естественном отображении О (Др —* 

—► Л (Д/) /Л (Ду). Покажем, что отображение X переводит 14՜ (Др в՝ А
Г4Г" (Да). Пусть, например, 1т Л^>0 (случай 1т) 0 рассматривается

аналогично). Если У16№г(ДР, то для любого представителя Ух^уг 
(г',-/гру1=с1е֊)(Г}4-/гру1.

Л А

Если у2 ^У2=7.Ум то из построения х видно, что

(Г? —/Гру, ==С‘(л) (П + /гру„

и поскольку С1 (л) = С2 (X), получаем
(Г?֊ г Гр у, = (?().) (Г? 4- /Гр у„

а это означает (см. § 2), что у, £ Л (Д,)+Ы~ (Д2), т. е. у2£Йг (Д2> 
и, следовательно,

/: ЫГ (Д։) - 1ЧГ(Д,).

Если у(1)(;М- (Д2), то Я(1,=у^1) 4-уЩ-Ьу}1’, где у.^б^СДр. 
У-1 £ (ДР, уР’ £ 14/ (Др. Переходя к образам в Л (А*̂/Л  (Др, 
имеем

;՛՛> -43 + й՛, 
где

у(П 6 * о) (Л1)> (Л1)> ^(1) (АК

А А
Пусть у(а)—Ху(,). Имеем

й'-4-(”+х1'>- <10՛)
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При любом /.(1т /.=#=0) отображение //Ы/—(Лх)-^ (Аг) индуцирует
отображение : 1Уг(Л1) —՛ Иг (А։) следующим образом. Пусть / С 
С;Мг(Лх), Выберем так, чтобы ^^Ыг(Ла).

Очевидно, такой вектор у существует и определяется однозначно 
(если у1։ 7.{, gv g։€N-(A3), то € ЩЛа) П’ЫГ (Ла) = [0]).
Положим 7->. /= #• Отображение 7->. линейно и сюръективно. Покажем, 
что оно изометрично.

В самом деле, пользуясь (5), для любого / £ Ыг(Лх) получим:

]/Гн = ֊— [(А; /, /)„ - (/, А] /М =
2.11т л

= - ֊ (КГ’ - /Г’) /Гн-1 (И 4- /гр Лк)= 
41т /֊

— Т,~ вг? - Я1> л/й -КГ,1 * * + /гр х,/й) =

1. Мы будем пользоваться классификацией точек спектра замкну
того оператора, изложенной в [10]. Если В—замкнутый оператор в Н,
будем обозначать его резольвентное множество, точечный, непрерыв
ный и остаточный спектры соответственно через р (В), зр (В), ас (В),
°г (В).

— Г [(А2 \ /> '/.у]},/ (Хх/> А2 7.)])н\ = (Х-хЛ^р
2пт А

и изометричность 7.\ доказана.
Пусть С՝, (/•) и (/-) — характеристические функции Ш трауса 

операторов Аг и А» соответственно. Из (19) следует, что для 
л?ч=7.;(п

где у^\О (Ай). По определению характеристической функции Штрауса 
у\1)^= С’ (1֊)у™1 и, с другой стороны, /.[ У " = (%(?՝) 7.-1 У-] или у(^ = 
= 7~1 С? (/ )7._1 У-г Из сравнения этих соотношений, учитывая про
извольность у(1) £ Ыг (Л!), находим

С} (А)=ХГ։ С? (/.)•/.-/, (И
причем в (11) изометрии Х/ и /—/ не зависят от Теперь утвержде
ние теоремы следует из результатов А. В. Штрауса [4]. Теорема 
доказана.

§ 4. Характеристическая функция 
и спектры расширении
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Пусть Ак — максимальное диссипативное расширение*  оператора 
А, заданное условием (3), и пусть )■— комплексное число с 1т). ^>0. 
Обозначим через С(р) характеристическую функцию оператора А, 
соответствующую произвольному пространству граничных значений 
(Н, Г1։ Г,).

Теорема 3. 1°. Для того чтобы ). было собственным значе
нием кратности ’֊чю оператора Ак, необходимо и достаточно, 
чтобы 0 был собственным значением кратности у оператора 
С ().)—К. 2°. Для того чтобы (Л*)  необходимо и достаточно, 
чтобы О&г (С ()֊)— А).

3°. Для того чтобы ^^е(Ак), необходимо и достаточно 
чтобы 0£ (С ())— А^).

Доказательство. 1°. Если Ак }=>■/, то /£14г(/1), т. е.

С(Х)(Гх4-/Г։)/-=(Гх-гТ։)/. (12)
С другой стороны, О (Ак), т. е.

^(Г1 + /Г։)/=(Гх-/Г։)/. (13)
Из (12) и (13) получаем

[С(Х)֊*](Гх  НТ։)/=о.
Обратно, если [С ().)— К] # = 0, то, выбираяО (А*)  так, чтобы 

(Гх + /Г։) /=я, (Гх ֊ гГ։) /= Л>,
находим, что }^О(АК) и С (1) (Гг + г’Г8)/= С ().) ^ = = (^ —
— /Г։)/, т. е./£Ыг (А) + О (А), и компонента / в 14՜— собственный 
вектор А к-

Таким образом, имеем отображение / — (Гх-(-։ Г։) / собственных 
подпространств, которое линейно и биективно.

2°. Пусть ). £аг (Ак). Тогда ((Ак)*)  = зР (Ак՛ ). Рассуждая, 
как в п. 1°, мы докажем, что 0 (С (>•) — Л?). Учитывая, что (см. 
§ 2) С (> )=[С (). )]*,  получим 0£аг (С ().) — К).

Обратное утверждение получается, если провести те же рассуж
дения в обратном порядке.

3°. Пусть Х£ас (Дя), но 0~ ос (С'.ф.)—К). Согласно 1°, 2\ в этом 
случае О£р(С(Х)—К). Покажем, что отсюда следует разрешимость 
уравнения

(Ак — УЕ)х = К (14)
при любом Л £ Н. Будем искать х в виде

*в/+Уг (15)
гДе/€։Мг(.Х1)—искомый вектор, §—фиксированное решение уравне
ния (Д*  — ).£) # = Л (такой вектор § существует, например, в области 
определения произвольного самосопряженного расширения оператора 
А).

Результаты атого и следующего параграфов легко переносятся на случай 
максимальных аккумуляторных расширений.
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Очевидно, для х вида (15) (А* * — IE) x = h. Обозначим G1 = 
= К'(Г1 +ZT2) g —(Г։—7Г2) g (Gj£H). Поскольку О С р(С (/.)— К), су
ществует вектор G2$H, для которого [С ()) — К\ GZ = GV Выберем 
f^D(A*)  так, чтобы

def . -
* ind (Ак — лЕ) dim Ker (Ак — Ä£) — dim Ker (AK — \E).

(Г\ + /Г2) /= G2, (Г,- гГ2)/= С (>.) G2.

Тогда ясно, что f(z D (Л) Nr (А). Пусть /—компонента / в 
N~ (Л). Тогда

(Г,- ։Г,)(/ 4֊ g) = С ().) G2 + К (Г, + /Г։) g- Gr =

= С (/.) G2 4- К (Г։ 4- /Г2) g - С (л) G2 4- KGt =
=K(ri+tTi)(f+g),

т. е. f 4՜ g k В (Лк) и х вида (15)—решение уравнения (14). Это озна
чает, что (Ал).

Обратно, пусть 0С3с(Ср)—К). Тогда, если ).£՜ ос (Лл')> то КР 
£ р (Ал). Покажем, что уравнение

[С (>■)֊*]  G=GX
разрешимо при любом Gj £ Н.

Будем искать решение в виде
С = (Г1 4-zT2)/, (16)

где fk Nr (Л).
Выберем d£D(A*)  так, чтобы

(Г։ ֊ ։Г2) d= G1։ (П + /Г2) d = 0. (17)
Пусть c(D (Лк) — решение уравнения

(АК — >Е) c = /.d~A*d.
Тогда (Л*  —X£)'c4-rf) = 0; т. е. с4"^€Мг(Л). Положим в (16) f— 
= с 4՜ d. Имеем

[С (л) -K\G= (Г\ - ։Т։) / ֊ К (Г, 4- Я՝,) /;
поскольку с^£*(Лл),  (Гх —7Г2) с = £ (Tj 4՜ 7Г2) с. Учитывая (17), по
лучаем

[С (>֊) — £] G=Gr
Теорема доказана.

Воспользовавшись известной теоремой о возмущениях фредголь
мовых операторов (см. [24], стр. 300), приходим к такому следствию.

Следствие 2. Если сжатие К таково, что для некоторого 
унитарного в Н оператора U оператор К—U вполне непрерывен, 
то невещественная часть спектра оператора Ак может состоять 
только из собственных значений конечной кратности, причем для 
любого X (Jm 1 0) ind (Лк — Х£) = 0*.
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Пользуясь теоремой 3, можно получить еще одно условие дис
кретности невещественной части спектра оператора Ак.

Теорема 4. Пусть выполнены условия՝.
1) оператор К имеет в Н ограниченный обратный;
2) в Н существует такое сжатие 5, что оператор КЕ + Е 

вполне непрерывен.
Тогда невещественная часть спектра оператора Ак может 

состоять только из собственных значений конечной кратности.
Если, кроме того, выполнено условие: 3) оператор Аь имеет 

в верхней полуплоскости регулярную точку, то невещественная 
часть спектра оператора Ак состоит из не более, чем счетного 
множества изолированных собственных значений конечной крат
ности, не имеющего конечных невещественных предельных точек.

Доказательство. Если Р—оператор в Н, а <2—операторе 
Н, имеющий ограниченный обратный, то точка 0 принадлежит точеч
ному, непрерывному или остаточному спектру оператора Р тогда и 
только тогда, когда то же имеет место для оператора ОР. Поэто
му утверждение теоремы 3 остается справедливым, если заменить 
С (X) — К на оператор-функцию

Ф (Х)=[Е -|- ЕС ().)]-> К՜1 [С (/.) - К].
При этом оператор

Ф (X) + Е=[Е+5С(л)]֊1 [Л֊> С ().)֊ В] + Е=

= [Е+ЕС (к)] ֊1 [Е + ЕС (X) + К֊' С (X) - £]=

= [£ + ЕС (X)]֊’ [5С (X) + К՜1 С (X)] =

= [Е + ЕС (Х)]-> К~х (КЕ + Е) С (X)

(1т Х>0) вполне непрерывен в Н. Это, в частности, означает, что 
О—либо регулярная точка, либо собственное значение конечной крат
ности для Ф (X), а значит, и для С (X)—К.

Если же выполнено 3), то соответствующее утверждение теоре
мы следует из аналитичности Ф (X) при 1т X 0 и теоремы о спектре 
аналитической оператор-функции [И, стр. 39].

Теорема доказана.
2. Проиллюстрируем полученные результаты на примере. Пусть 

Нх—сепарабельное гильбертово пространство, Н—Е„(НХ, а, Ь)) (—оо 
°°<Са<С6 < со), А—минимальный оператор, порожденный в Н диф-

сР • „ ференциальным выражением — — + В, где В— самосопряженный

положительно определенный оператор в Нх. Из результатов М. Л. Гор- 
бачука [12] следует, что пространство граничных значений оператора 
А может быть выбрано так: Н = Нх & Нх,

Г1У = {В՝*  (у' (а) + В1'2 у (а)), В1'4^ (Ь) - В՝12 у (6))),
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__1_ _ 1

Г^ = {5 ' у (а), — В 4 у (6)) (дЩА*)),

где оператор В действует в негативном пространстве, построенном 
(см. (13]) цо пространствам 1)(В) (с нормой графика) и Л/։, и равен 
сопряженному оператору коператору В:О(В\ -» Нг.

Максимальные диссипативные расширения оператора А описы
ваются формулой (3) (впервые это было доказано в [14]). Из след
ствия 2 и теоремы 4 теперь получаются результаты о спектрах рас
ширений оператора А. Пользуясь интегральным представлением век- 
тор-функции из Е)(А*),  доказанным в [12], можно найти явный вид 
характеристической функции С(а):

с (А)=[3' (>.) - /о ().)] (й' (л) 4- /2 ().)]֊՛
(формулы для оператор-функций 2().)։ 2х 0-)> действующих в 
приведены в [15]).

Аналогично можно рассмотреть дифференциальное выражение 
(Рп(—1)л------1- В (см. [16]) и другие дифференциальные операторы, для
Л2՞

которых известно пространство граничных значений, связанное с крае
выми задачами [17—19].

§ 5. Характеристическая функция расширения
1. Характеристическая функция максимального диссипативного 

оператора (как и всякого оператора с непустым резольвентным мно
жеством) была определена А. В. Штраусом [20].

Определение (см. [20]). Предгильбертово пространство Leo 
скалярным произведением [. , .] называется граничным пространством 
максимального диссипативного оператора Т в гильбертовом простран
стве Н, если существует линейный оператор Г, отображающий D (Т) 
на L, такой, что для любых /, gGD(T)

[Г/, rg]=-^{(7y, g)H-(f, Tg)H}. 
i

Оператор Г называется граничным.
Пусть 7/ — граничное пространство оператора — Т*  и Г' — соот

ветствующий граничный оператор. Для любого /^£)(7’) суще
ствует единственный вектор ( 7՛*),  такой, что —g),
1т/֊]>0. Обозначим ® = Г/, ф=Г'#. Тогда равенством Ь = Л’().)ф 
(1т). >0) определена характеристическая функция оператора Т.

Вычислим характеристическую функцию Сл (>.) оператора Ак в 
смысле приведенного определения, исходя из характеристической функ
ции С (а) симметрического оператора А. Обозначим Ек = -^= (Е — 

— АГ*  К’)1'2, Ек= (Е — КК*)* 12. Пользуясь тождеством (5), нетрудно 

675-5
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проверить, что, исходя из пространства граничных значений (Н, Г։, Г2) 
оператора А, можно определить граничные пространства операторов 
А к и՜ — Ла- формулами:

А=/?аН, Г=/?л-(Гг | /Г»),

А' = Е*Н,  = (Г, — 7Г2)
(скалярные произведения в А и А' индуцированы из Н).

Пусть /££>(Лл), (Л’.), Л^/-Л;.г = ).«-Я) (1т А>0). Эле
ментарные выкладки приводят к соотношению

(г֊/т։)г=[£- С().)^*]->[^-С(/.)](г1 + /г,)/. (18)
Если оператор К таков, что оператор Ед имеет ограниченный обрат 
ный (например, если ||АГ|| < 1), то из (18) сразу находим

С’л-М = Л;[«-С(МК*]-։ [/г- С(Х)] (19)
В общем случае из (18) видно, что

сгх(х)е„=е;[е-с<х)л*]֊’ (лг-С(Х)]. (20)

Заметим, что АГ-С(Х)=[Е—С(Х)Е*]/Г-С(Х)(Е —Е*Л)  = [Е- 
-С(х)к*]*-2С(х)я».

Подставляя в (20), получаем
Ск (X) Ек = КкК-2Кк\Е֊С(■/.) /Г*]֊« С(X) .

Известно [21, стр. 19], что №кК= КЕк. Отсюда

сА.(к)=(/с-2/?;[Е֊С().)^*]-՛  со.)^ц/гА.н. (21)

2. Пусть Т— максимальный диссипативный оператор, Ь и Ь' — 
граничные пространства операторов Т и — Т  соответственно. Пусть 
Аг и А, — еще одна аналогичная пара граничных пространств. Обозна
чим Х(՝к) и Хх (X) (1т X > 0) соответствующие характеристические 
функции оператора Т. Элементарно доказывается, что существуют 
такие изометрчиеские отображения и-.Ь-ь-Е^ и £/':А'-Ар  что

*

*

Х^)^и'Х(>}и֊\ , (22)
Возвратимся к оператору Т=Ак. Выше мы полагали А = ЕдН, 

А' = Еа-Н. Пусть ^ — преобразование Кэли оператора А к- В [20] 
показано, что, полагая

АГ=(Е- гк ткурн, А1'.= (Е - тк гку*н

(со скалярными произведениями, индуцированными из И),

Гг=/2 (Е — Т՝к Тк)^- (Е - Тк)-\

Г. = у-2(Е-ТкТкУЧЕ-Гк)֊\

мы получаем такую характеристическую функцию Хг (X) оператора
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Лк, что оператор-функция 9 (Q =— совпадает с

характеристической функцией сжатия Тк в смысле [22; 21].
Таким образом, формулы (19), (21), (22) приводят к явному вы

ражению характеристической функции оператора 7д- через С (>.) и К. 
Интересно отметить, что получающиеся формулы по виду в точности 
совпадают с известными формулами М. С. Лившица—В. П. Потапова 
] 23] для характеристической функции квазиунитарного оператора, хо
тя смысл характеристической функции С (>•) и сжатия К в [23] совер
шенно иной.
Киевский отдел института 
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Ա. Ն. ЧЛ9П1։РЬ9. Սիմետրիկ օպերատորների և նրանց լայնացման բնորոշող ֆունկցիա
ները (ամփոփում)

ներրևրվում Լ սիմետրիկ օպերատորի բնորոշող ֆունկցիայի նոր բնորոշում։
Օտարվել են տվյալներ . սիմետրիկ օպերատորի լայնացման սպեկտրի մասին, որոնք դի

ֆերենցիալ օպերատորի դեպքում բնորոշվում են սահմանային պայմանների տերմիններում։

A. N. KOCHUBEI. On characteristic functions of operators 
and their extensions (summary)

A new definition of characteristic function of a symmetric operator is intro
duced. Some results concerning spectra of extensions of symmetric operators are obtai
ned, which in case of a differential operator are formulated in terms of boundary 
conditions.
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