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Введение

Тонкие асимптотические свойства целых функций типа Миттаг- 
Леффлера

£р(г,р)=5’ ----- - ---- -  - (р >0, — °о < р < ос) (1)
*-о Г

\ Р /
послужили основой для построения гармонического анализа в комплек­
сной области и теории представлений целых и аналитических функций 
конечного роста [1].

В совместных с М. М. Джрбашяном статьях автора [2, 3] были 
получены новые результаты о свойствах и интегральных представле­
ниях функций Ер (г, р), позволяющие получить новые применения 
функций типа Миттаг-Леффлера [4].

Настоящая статья посвящена еще одному применению функций (1).
В § 1 статьи, имеющем вспомогательный характер, приводятся 

некоторые предварительные сведения, необходимые нам для дальней­
шего изложения. Здесь приводится также одна лемма, в которой на 
основании асимптотических свойств функций (1) устанавливается ко­
нечность величин некоторых интегралов.

В § 2 прежде всего устанавливается теорема 1, согласно кото­
рой любая целая функция Е(г) роста (р, о) (1 < р <С 4՜ °°, О^С3*՜^00) 
во всей комплексной плоскости представляется в следующем виде:

Г(2)= [/(г0Фр.н(0Л (-ос<р< -Но), (2)

о

где /.(я/) — целая функция порядка 1 и типа а Фр, р. (£) —известная 
функция, введенная в работах [2, 3].

Затем устанавливается основная теорема 2, с помощью которой 
при некоторых ограничениях на функцию Г (г) роста (р, о), 1<^ р<^2 в 
представлении (2), утверждается ограниченность функций / (г) на 
всей вещественной оси.

Эти две теоремы позволяют перенести известные факты из тео­
рии целых функций экспоненциального типа, ограниченных на веще.
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ственной оси, на случай целых функций конечного роста (р, а) (1 
<р<2), ограниченных уже в специальных угловых областях. В каче­
стве непосредственного применения этих теорем приводятся теоремы 
3 и 4, которые соответственно обобщают неравенство Бернштейна [5] 
и теорему Н. И. Ахиезера [6], а также строятся квазиполиномы типа 
Левитана, ассоциированные с функциями типа (1) и устанавливается 
их сходимость на всей вещественной оси.

§ 1. Предварительные сведения

1°. Приведем некоторые определения и сведения из монографии 
М. М. Джрбашяна [1] об интегральном и параметрическом представ­
лении целых функций конечного роста, осуществляемых посредством 
функции типа Миттаг-Леффлера

- г*
н) = \1 ~7----- 7-г (р > о, — со<(1< 4- оо), (1.1)

Г ( н+ —)
*-° \ Р /

которая, как известно, имеет порядок р и тип, равный единице. Пусть

Г — 2 а*г* 
4-0

— целая функция порядка р (0 < р < <х>) и типа а (0 < а < оо). Тогда, 
следуя [1], функцию

Л=2 г(и+— (1.2)
*~о ՝ ₽ /

будем называть обобщенным преобразованием Бореля или и-пре- 
образованием целой функции Р{г).

Будем говорить, что целая функция Г (г.) имеет рост (о, а), если 
ее порядок -<р, причем, если ее порядок равен р, то тип не превос­
ходит а.

Известна (см. [1], теорему 6.3).
Теорема А. Пусть Р (г)—целая функция роста (р, а), где

0<СР<С+о° и 0^а<^-|-со.
Тогда справедлива интегральная формула

ГЫ = гУ (гС' и) »(:> п Л (|г'< °°)։ 

£
где произвольная замкнутая жорданова спрямляемая кривая, 
внутри которой лежат все особенности функции (С, /■՝).

Для значений параметров ри а, 1<р<2, 0<а<^оо введен 
класс целых функций / (г) роста (р, а), удовлетворяющих усло­
виям
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У|/(/е-'°)|2Л< + оо 

о 
при

— ՛ — *4- ՛ О — — ՝— и —-г— — 0 — — — *
2 2? 2 2р 2 2Р ■ 2 2Р

Полное описание класса Са₽) дается следующей теоремой (см. [1],. 
частный случай теоремы 6.16 при р = 1, « =0).

Теорема Б. Класс СаГ> (1 -С ? 2» 3 > 0) совпадает с множе­
ством функций, /(г), допускающих представление вида

/ (я) = (*ЁР (ггх’/Р, и) ?0 (-с) Г£р (_ |х) (т) хн-։ ух>

и о
где

и = —+ ֊. Кй<2, Ф*е)€^а(О; а) 
2 2р

и единственным образом определяющихся из формул 
1 у (• е՜1^ 1?о(х)=Ат՜ /(<'(֊«)’*) —

2-р 6՜ J — ю

-Ь »

1 у Р е_/՜®_ 1
?1 (')=  -------/ (— I («01/р)------- ;— (М*-1 Ло

2"Р 6՜ и —IV
— со

почти всюду на (0, о).
2Э. В дальнейшем мы будем существенно опираться на некото­

рые основные результаты работ [2, 3]. С этой целью приведем эти 
результаты в виде одной теоремы.

Теорема В. а) Пусть
1 <0 <\ + з° и — < и < + °°.

Тогда во всей.

Е,(г, Н)=

конечной плоскости 
СО

(*е։՜ ФР, н (") б- при 1<р<о°, — <|а<оо
3 Р
о 

00

У ег- б Яр. (т) при р=1, 1 < + °°>

и

(1.3)՛
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— целая функция порядка р/р—1 типа я — (1 р 1 )р . обладаю­
щая свойствами

1°> +°°)’ фм(Ш(в. 4֊ со),

1-(1-^21
/ 7 Г <|1)

ар. ('֊) =
------- , 1< ' <Г 4- со.
Г(р)

б) Функция Фр, |1 (с) является решением следующей проблемы 
моментов Стилтьеса:

оо

Г/(1 + л)\- = [ ՛- л՜ (п=0» 2>- • •)• с1-5)
г(н+-) 
\ р /

в) 77ри условии 1< р <^ + 03, — -С Р’С + со справедливы нера­

венства

|£(л) (—«, ii)l< (1.6)

и все они достижимы в точке z = 0.
3°. Напомним некоторые сведения о характере роста в комплек­

сной области целой функции типа Миттаг-Леффлера.
Для любого е^>0 и ß (0<C?<j) обозначим через f (е, 3) беско­

нечный контур плоскости С, пребегаемый в направлении неубывания 
arg С и состоящий из следующих составных частей: двух лучей, arg' = 
= ±ß> e<|C|<-f-co и дуги окружности |arg С|< ß, |Q = s, соединяю­
щей концы еехр [±rß] этих лучей. Очевидно, что контур 7 (в, ß) служит 
общей границей двух взаимнодополнительных областей — (s, ß) и
Gt+) (е, ß), лежащих, соответственно, слева и справа от него.

Всюду в дальнейшем для любого р -֊■ мы положим, что па­

раметр ß удовлетворяет условию

2Р
к
Р

В этом случае справедливы (см. [1], стр. 127) следующие интег­
ральные представления: если г £ (а, 0), то

2к/
7 («■?)

Г»0’ 
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если ■z£(?+) (е, *), то
. Р С в:₽Г₽а-л) 

(z, и)=ргН1~А> + — J - у—;— Л.

Т'«.3)

Из этих формул вытекают следующие оценки: 
для |arg z| < Р, |z| > О,

М
1$ (», (1+ Ы)”-”-' ։'"'+(ГРн).’

для з < |arg z| < Т., |z| > О 

(1-7)

(1-8)

где Мг и М, не зависят от г, а £’ (г, р) — производная функции типа 
Миттаг-Леффлера.

С помощью оценок (1.7) и (1.8) легко устанавливается следую՜ 
щая

, 14՜ --- И р0 — произволь-
р

ный параметр. Если р0 2 — —» тпо
2р

2,1о<1
2 2Лемма. Пусть

J )£•; (te-։n, Ро)|։Л<+ 

и
(1-9)

Если н0>2---- -—1՜ Р. то
Р

УГ)(|‘о. p)s^-f (Т (—го)1/р, l‘o)H«||i 1cto<+°o. (1.10)
2^p J

Доказательство. Если —< |0| <• то из (1.8) следует, что 
2р

+<» ~
У |£; 0е֊« Но)|2 Л < м- у < + оо. 

о и

кПри 0=± — в силу (1.7) и выбора параметра р0 будем иметь. 
2р

* 4-«о
С|Е' ((е±г<։₽, Но)М<Л^ | (1 + ()4р-2^՜2 Л 4֊ С<4֊ 

о о
так как 4р — 2?1х0—2<^ — 1-
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Аналогичным образом, из (1.7) получим

у' ’(|1о, р)=у- [ 1ь;(+ (— «О1*» ։•»).'•1 И՜’ л' <
—> ■ •

+ "* 2—'(ч —
< ЛА Г (1 + |«|) РМ'л-’^4-С։<+°о,

2*Р 3 — «о

так как 2 — |10-------- Н1
Р

С другой стороны, поскольку 2—---- 1-р >2------ при рассмат-
Р 2р

риваемых значениях параметров р и р, то для одновременного выпол­
нения условий (1.9) и (1.Ю) достаточно потребовать, чтобы р.0^>2— 

----— + Р> например, если 110^>2,5, то утверждения (1.9) и (1.10) 
Р

имеют место одновременно.
4°. В заключение параграфа приведем некоторые хорошо извест­

ные сведения [6] об одном классе целых функций. Имеется в виду 
класс целых функций В, экспоненциального типа для которых

։ир |/(х)|<+».
—-<Х< +*

Если /(г)^Вя, то она допускает представление
а 

/(*)=/(0)+ -^=[>“Т(О) </а, 
з^

где ЧГ (и) С £’ (֊о, а).
Наряду с функцией /(я)^В։ часто рассматривается ([6], стр. 

183) сопряженная функция, которая определяется с помощью формулы

/ (я)= -т>= Г е,ги г 8£п и ЧГ (и) с/и, (1.11)
V3

— а

где 4՜ (и) £ £2 (— о, а).
Отметим, что сопряженная функция также является целой функ­

цией экспоненциального типа а.
Относительно класса В, С. Бернштейну [5] принадлежит одна 

замечательная теорема, которая гласит:
Если / (г) £ Ва, то

зир 1/'(х)|<° зир |/(х)|. (1.12)— — “<ДГ<4~
Следующая теорема Н. И. Ахиезера ([6], стр. 186) содержит нера­
венство С. Бернштейна в качестве специального случая.
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Теорема Г. Если / (г)£ В,, то при любом вещественном я и 
любом х £ (— со, 4՜ со)

a) (sin я /' (х) — = cos я / (х)| < я sup \f (х)|, (1-13)

б) Jsin я /' (х) + cos я /' (x)J < a sup |/ (х)|. (1.14)
—<х<+-

В своей заметке [7] Б. М. Левитан показал, что функции класса В„ 
являются пределами определенным образом сходящихся к ним триго­
нометрических периодических полиномов.

Позднее М. Г. Крейн [8] дал существенно иное доказательство 
теоремы Левитана.

Упомянутые полиномы Левитана строятся следующим образом. 
Для функции / (z) £ В, положим

5Л (/; х)=? h Eh (kh) е'к/,х, — ос х<^ 4՜ °°, (1-15)
Л——л

где при h = ?ln, п — натуральное число

Ей (х) = 0, |х|> а 4- Л.
Справедлива

Тео рема. (М. Г. Крейн [8]). Если / (г)£Ва, то тригоно­
метрические суммы 5п (/; х) (п -* со) сходятся к / (х), притом 
равномерно в каждом конечном интервале. Кроме того

Ел х) < зир И (х)| (— со < х < + со, п= 1, 2, • • ■),
—-<х<+~

и если / (х) всюду неотрицательна, то и суммы Зп (Л х) (п = 1 
2, • • •) обладают этим свойством.

§ 2. Основные результаты

Нижеследующая теорема устанавливает связь между целыми 
функциями любого конечного роста и целыми функциями экспонен­
циального типа.

Теорема 1. Каждая целая функция порядка р(1՝гСр<Сос՝) и 
нормального типа я представляется во всей плоскости в виде

F (z) = J f (zt) Фр, ,i (f) dt, — co -|-co, (2.1)
о

675—3
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где f (z) — целая функция экспоненциального типа а1/₽, а Ф?, (/) 
определяется из (1.4).

Доказательство. В силу теоремы А имеем

Г (z) = ^£₽ (zC, р) go. н ('•> П (Ы < ос), (2.2)

где L — произвольная замкнутая жорданова спрямляемая кривая, внут­
ри которой лежат все особенности —преобразования (1, 2) целой 
функции F (z).

С другой стороны, из (1.3) теоремы В вытекает следующее ин­
тегральное представление, имеющее место на всей комплексной плос­
кости

30

Е: (*С, I») = j е" Фр. „ р) Л. (2.3)

О
Подставляя (2.3) в (2.2) и меняя порядок интегрирования получим

00

F (z)=Ш*** ф”и(<) л и (с*Л)

4-со ао

= J I f е* Л. > Л ) <МИ» f / (zt) Фр, >л (/) dt,

О L о
где

f(zt)= р» gp.UC, /)dc. 

4
Для завершения доказательства нам остается вычислить порядок 

Ро и тип о0 функции/(г).
Пусть

00 00

F (z)= 2 a* Z*, f (z) = 2 bk Zk. 
*=C Jt-0

Подставив эти выражения в (2.1), почленно проинтегрировав и 
используя равенства (1.5) теоремы В, получим

00 
00 л 00

2 a* zk= I £ bk f Фр, и (0 dt= 
*-о J *-о

00 
зо эо

= 2 bkz* ՛ t* Фр, „ (f) dt = 2 bk - z*.
*-n J *-o rf|*+ —)

\ P /
Таким образом, между коэффициентами степенных разложений функ­
ций / (z) и /(z) мы получили следующую связь:



Обобщение неравенства С. Н. Бернштейна 199

-Г/ ** (А= 0, 1, 2,• • •), 1< р < ос. (2.4)
г/7+—) ֊-<><-

\ р /
Пользуясь известными соотношениями между коэффициентами

ОС

степенного разложения целой функции Л* а* и ее ростом (см.
»-о

(9], стр. 13)

Р„= 1^՜ —■֊" - , з„= — П^՜ к |Л*|,/* (2.5)
*--> 1 ре *-•>

П |Л*|
для функции / (г) соответственно будем иметь

Ро = НЙ о0=— Й’т к |6*|м*. - (2.6)
1п р0 е к՜*

М
Из (2.6) и (2.4) следует

Ро = ПтА—••
к\п к -р— к 1п к

г(1+*)_+,„д_ _1_г1+111 щар:
Г (н + <7р) |а*| |аА| [ Г (р 4֊ к/?) | |аА|

Пользуясь асимптотическими формулами

*+ 2՜ к
Г(1+*)~£ ' е՜4,

и
к р 2 р 

е (2-7)

а также формулой (2.5), простым вычислением получим, что р0 = 1 и 
_ / . к \

!о=Д ИтЛ|6*|։1*=
к-^ео

1 ___
— Ит ке

Г
Ы''‘=о։"

ввиду (2.7) и (2.5)
В связи с представлением (2.1) теоремы 1 отметим следующее. 

Пусть 

Г(г)= /(аОФр-ДО^. (2.1)
О

где / (г) £ В։1/р.
В этом случае целая функция Г (г) имее*г рост (р. а) (1 <р<оо, 

О < з < со) и, разумеется, будет ограниченной на вещественной оси 
— °° х + °° •
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Отсюда непосредственно следует, что все свойства для функций 
класса 50, т. е. теоремы о неравенстве С. Н. Бернштейна Н. И. Ахие- 
зера и полиномах Б. М. Левитана перенесутся на целые функции рос­
та (р, о) (р> 1, оо) и ограниченные на всей оси. Для этого до­
статочно в теоремах В и Г вместо х записать х1, 0^/<^со, умно­
жить на функцию ФР, и (0 и проинтегрировать по I вдоль промежутка 
(0, со).

Иначе говоря, если мы имеем некоторую дополнительную инфор­
мацию о функции /(л), то мы будем иметь соответствующую информа­
цию о Но интересно поставить обратную задачу. Если известна 
информация о /^(г), то что можно сказат ь о / (а)? Белее конкретно. 
При каких условиях, наложенных на Г(г), функция /(г) из (2.1) будет 
принадлежать классу Ва? Мы сейчас займемся решением именно этого 
вопроса.

2°. Пусть параметры ри? подчинены условиям

а М обозначает следующее множество:

Обозначим через Д (р) объединение угловых областей

Впредь всюду будем предполагать, что параметры р, |i-=——— и |х0 

лежат в пределах
Кр<2, Но>2֊— +р- (2.8)

Р
Определеннее. Целая функция F(z} принадлежит классу B<f>, 

если она имеет порядок р, конечный тип а и удовлетворяет условиям 
. sup IF (re~/8)| С, [0, + со). (2.9)

Ясно, что при р = 1 это известный класс В^ = Вя целых функций 
экспоненциального типа, ограниченных на вещественной оси. С по­
мощью теоремы 1, а также теоремы, которую мы сейчас докажем, 
устанавливается связь между этими двумя классами целых функций.

Теорема 2. Пусть F(z)£B\fK Тогда целая функция f (z) экс­
поненциального типа а1'Р, фигурирующая в представлении (2.1) фун- 
ции F (а), удовлетворяет на всей действительной оси неравенству 

sup |/(х)|<СК(р), • (2.10)—<х<+~ 
где — постоянная, т. е.
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Доказательство. Для значений параметров р и р0, удовлет­
воряющих условиям (2.8), введем в рассмотрение следующую вспомо4 
гательную функцию:

def ,
G (z)s= F(z) Ef (iz, p0), (2-11)

где F (z) удовлетворяет условию (2.9), a £' (iz, p0)— производная 
функции типа Миттаг-Леффлера, заданной формулой (1.1).

Используя асимптотическую оценку (1.8) для* £' (z, Pg), убежда­
емся, что в области Д (/) функция £' (iz, р0) имеет порядок О (—— .

\1«|։ /

Поскольку параметры р, р и р0 ’удовлетворяют условию леМмЫ, То 
вместе с (2.9) будем иметь

1°.
00

(iz;««-», м’<"<+", (2.։2)
i> 2f

2°. Интегралы
4*

Л f F (± (-*»)*) £;(+(- w)l/p; Но) e-'w (w?՜1 (2.13)

1 d C e~l'-v__ 1
ft(-)=;֊֊7֊ (-™//p) E' ((-iv)^, Po) —— (ivy-^ dv.2np d~ J p — iv

2~P J

(0, 4- co) 
абсолютно и равномерно сходятся и не превосходят CJ^ (pg, р) для 
указанных значений параметров.

Так как F (z) имеет рост (р, а) (1<^р<^2, 0<^ о -|՜ °°), а 
£’ (iz> Но) порядок р и тип 1, то G (z) имеет порядок р и тип а +1.

Из условий (2.9) и (2.12) следует, что функций G (z), опреде­
ленная формулой (2.11), принадлежит классу С1£г СледоваТельИо, в 
силу теоремы Б для нее имеет место.представление вида

G(z)=f (-г) Ff (iz, p0)=J Ef (iztilf, и) To (') <^ +

и

co

4- (— iz~4f, p) <px (t) th-i dx, (2.14)

где
+ rc

?o (’)-֊ — f F (։• (֊^)J/f) E' (-(-/«)’•'₽, di,,
2«P rft J r — iv— M
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Далее имеем

?0(т)=— Г (— го)։/₽) Е' р0)
2"Г- Л 

— ОО 

И 

+ *•

,?1 (т)= -1_у Е (— I (—го)1/₽) Е'։ ((— /«)՛'<’, Ро) е՜'” (й')'1՜* <к>. 
—»«о

Из (2.13) вытекает, что
|?0 (х)| < С/֊) (Но. р) и |Т1 (Т)| < С/<+> (|>0, р), (2.15)

при т £ (0, а + 1).
Теперь в силу представления (2.1) мы можем переписать равен­

ство (2.14) в следующей эквивалентной форме:

Г(х) е; (й, Ро)={/ (г/) £; (։*, Ро)} Фр. и (О л = 
о 

а+1 в+1

= £р (/«?’*, р) ?о £Р (—/гт։'Р, р) ?х (т) (2.14')
о о

Положив здесь г = х и используя представление (1.3) теоремы В, 
получим для — ос х 4֊ со

“ а + 1

{/ (х() Е'г (1'х, Ро)} Фр, р. (<) Л = у £р (гхт'/Р, р) <р0 (т) тР֊։ </с + 

о

р) Т1 (т) т^-1 (0Л
о о •

0 о

(0 (■=)

В последнем выражении, поменяв порядок интегрирования и 
объединив слагаемые, будем иметь

То (х) ,'*՜1 + е-/хт1₽< ^-1 (0 Л-
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Отсюда следует формула
а+Г

/ (х() % Цх, Ро)= Г е^։/₽,<Ро (’) * + Г е֊^Т1 (г) (2.16)

о о
ж /а / 1 \Для сколь угодно малого ։/0<^е\ —------- ■■ I мы можемI г<?+-Ш

выбрать такое 7 2> 0, что

|£ (± Й> Но)| > , 1 - в. (2.17)
г(Но+ —)
\ Р /

Положив в (2.16) х=±7 и используя последнее неравенство, сооТ* 
ветственно будем иметь

/( ±70= ,1----- Г" { Г 'Г’/Р ТоСО1^՜1 + С ет 'т'1") .■
£Р(±п> Но) и и )о о

(2.18)
Если оценить (2.18) сверху и учесть (2.15) и (2.17), то получим при
— ОО <_ 4֊ со

1/М1 < Г7------- ГУЯ-----  •(—1 + ^+)
1/(*)К|г(Ио + 2.)| _Е;. И

где Р=֊֊ + ■֊- • 
2 2р

Наконец, обозначив правую часть последнего неравенства через 
К (р), приходим к утверждению (2.10) теоремы.

В заключение отметим, что вопрос о точном определении конс­
танты К (р) в неравенстве (2.10), представляющий несомненный интерес, 
остается открытым.

Теорема 2 позволяет обобщить известные теоремы для класса В</ 
на классы № (Г<р<2), а именно, обобщить неравенство Бернштей­
на, построить обобщенные полиномы Левитана, ассоциированные с 
функциями типа Миттаг-Леффлера и т. д. Приступим к решению этих 
вопросов.

Введем понятие сопряженной функции роста (р, о) по формуле

Т՝ (*)= 7(«0 ФР, в (<) Л, 
о

где / (г) — сопряженная функция экспоненциального типа, определяе­
мая по формуле (1.11). Отсюда следует, что
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(рУ՞ e"“' ։sgnu«-(u)</«}*M.(0  ̂=

= -Д=- Ce? (izu, P) i sgn и ՝I; (u) du, 4՜ (u) £ £s ( — 3, 3),
V 2՜ J

—a

Обозначив через
m/= sup I/(x)|, C = sup |F(re"rt)|, r£(0, 4֊ oo),

докажем теорему, которая является обобщением теоремы Г на случай 
класса целых функций В<?\.

Теорема 3. Если F (z) (1<^р<^2, 0<^я<^оо), то при
Хюбом вещественном, i и — со х -f՜ со

,а) |sin a F' (jr) — a1/p cos a F (x)|<. o1/p —^al,p —> (2.19)
Г(р) г (p)

6) |sin a F' (x) + cos a F' (x)| < a։'p-^ <3i/p .CK<& , И=Л + A .
Г(р) Г֊(р) 2 2p

Доказательство, а) Легко видеть, что

Sin a F' (x) — oJ/₽ cos a F (x) = sin a j fx (xt) Фр. и (f) dt —
о 

00 »
— aV₽ cosaj/(xf)Фр, и (t) l«in a (xt) — aVf cos a/ (x/)] Ф?, и (/) Л. 

О (I
Отсюда имеем

|sin a Fx (х) — a’/p cos a F(*)|< J|sin a f'x (xt)— a։/p cos «/(xZ)l Фр, и (t) dt. 

о
Согласно неравенству (1.13) теоремы 1

|sin л f"r (xt) — a1/p cos a f (xf)[ <a։/P.ni/,

откуда следует, что на всей оси —• оэ < х < + оо
СО

|sin a F (х) — a’/p Cos a F (a)| -< a’/p m/ f |ФР, p. (f)| dt < s։/p mf— • 
oJ rW

Утверждение а) теоремы получено, J поскольку в силу теоремы 2 
т/<С*(р).
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Не останавливаясь на доказательстве пункта (б), поскольку оно осу­
ществляется аналогичным образом, рассмотрим частные случаи этой
теоремы.

Положив в (2.19) а =— будем иметь

|Г' (х)| < а»/Р , т/ =зир И ։>)|, р. = + ^֊ •
г (р) —<х<+- 2 2р

Далее из представления (2.1) следует, что при любом натураль­
ном к

90

(х) = у (х() 1к Фр, .л (/) (И, — со < х <^4- оо. 

о
Но так как

sup |/(*։ (xf)| a*l? sup |/ (х/)| = т/,
то, учитывая равенство (1.5) теоремы А, получим

СО

sup |/<*>(х)| Г «» Ф,.. (Orff—»W т/ ■ г <* + *) ■ (2.20)
—<֊ J г(н-~)

\ р /
Теперь покажем, что если некоторое семейство функций 
равномерно ограничено на вещественной оси, то оно равномерно огра­
ничено также в каждой конечной части комплексной плоскости. Это՛ 
следует из таких рассуждений ([6], стр. 183—184).

Из теоремы (2.20) и разложения в ряд Тейлора функции

f <’>= S ('»)*•
Г-о

Имеем
I^WI <"*/ 2 — 1+Д\7| = (3,/₽Ы, ri-

"о г (Н + typ) М

Отсюда следует также, что

£₽(<>* Ы, н). 
г (и)

3°. Также без труда мы можем построить обобщенные полиномы 
Левитана, ассоциированные с функциями типа Миттаг-Леффлера. Если 
в формуле (1.15) вместо z положить zf, умножить обе ее части на 
Фр, н (О dt и проинтегрировать вдоль промежутка 0<^/<^со, то, ис­
пользуя опять представление (1.3) теоремы В, получим

֊W; z) = £„(/; zt) Ф,. » (') dt =
о
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= 2 АЕл (ЛА) Г е'*А"Фр, р. (О <11 = 

к--п У

= 2 АЕл (ЛЛ) Ер (/ААх, р), (2.21)
Л— —л

причем Ей (&А) определяются из формулы (1.16),
Функции 5лр> (Е, г) будем называть полиномами типа Левитана, 

ассоциированными с функциями типа Миттаг-Леффлера.
Из определения (2.21) вытекает ряд свойств полиномов типа Ле­

витана.
1°. Если / (х)—вещественна (—со<^х<^со), то и полиномы ти­

па Левитана 5?’ (Г, х) вещественны.
2°. Если/(х) >0 (—со < х< со), то 5?։ (Е, х)>0, — •

Р
3°. Если /(х) = 1, то 5^’ (Е; х) == 1/Г (и).
4°. Если |/(х)| —оо х <С оэ), где А — не зависящая от х

постоянная, то |5'Р)(Е; х)|<Л/Г(н.
Таким образом, эти свойства являются следствием аналогичных 

свойств классических полиномов Левитана ([6], стр. 194—195) и ра­
венства (2.21).

Теорема, которую мы сейчас приведем, обобщает теорему Ле­
витана.

Теорема 4. Если Е(х) £ В?’(1 <^р<^2, а>0), то полиномы 
типа Левитана, ассоциированные с функциями типа Миттаг- 
Леффлера ^(Е, х) при п—* со сходятся к Р (х), притом равно­
мерно в конечном интервале.

Доказательство. Составим разность

Е(х) - х) = С/(хО ФР, и (<) Л - 2 АЕл (ЛА) ЕР (։ААх, и) =
У *- - п

е Фр. 40 Л=

[/(х0- 2 АЕл(АА)'4Ах']Фр. иО Л = 

= I/ — Еп (/; X/)] Фр, р. (0 Л;
О
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По теореме Левитана в каждой конечной части вещественной оси 
имеет место оценка

|/(х0֊5„(/; хОК«, п>^(в).
Следовательно

|Г(х)-5'» (Г; х)|<в/Г(|*), 
что и требовалось доказать.
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Ռ. Ա. ՐԱՂԻՅԱՆ. Ս. Ն. Ոեււնշտհյնի անհավասարության և P. Մ. Լնիաանի պոլինոմնհր]> 
լւնւյհանրացումլւ (ամփոփում)

Հիմնվելով Մ. Մ. Հրրաշյանի մի շարք ընդհանուր արդյունքների վրա ամրոդշ ֆունկցիա- 
ների տարրեր Լայն դասերի ինտեգրալ ներկայացումների վերաբերյալ, այստեղ ապացուց­
վում է ինտեգրալ ներկայացում ամրոդշ ֆունկցիաների B^(l<p<2, 0 >. 0) դասի համար, 
որոնք ունեն աճում և բավարարում են

sup IT"՜ (x)| Mf-ՀԼ 4֊ օօ

պայմանին որտեղ G? — հետևյալ անկյունային տիրույթների միավորումն է

iArs շ1 < y • 0—-y)և iArg z ՜ ՞։ y (1—՜) ՜
թույլ i տալիս ընդհանրացնել Ս. Ն. Բեոնշտեյնի լավ հայտնի անհավասարո՜ւթյանը վե­

րաբերվող B'^ դասին, այսինքն Ծ -էքսպոնենցիալ տիպի և սահմանափակ իրական առանցքի 
վրա ամրոդշ* ֆունկցիայի աեանցյալի գնահատականի մասինւ

R. A. BAGIAN. Generalized S. N. Bernstein inequalities and B. M. Levitan 
poltnomials (summary)

Bazing upon a number of general results of M. M. Jrbashian on integral repre- 
sentations of classes of entire functions, integral representations of entire functions 
meeting the requirment

sup |F (z)| -C Mf < + co

is found, where Gp is a colection of angular domains

|Argz| 1--- —%nd |Arg z— я|-< — (1----- — V
P / 2 \ P /

This enables to generalize a well known Bernstein inequality referring to the 
class B^\ i. e. to evaluation of the derivative of an exponential type entire fun-' 

ction bounded on the real axis.
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