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О СТРУКТУРЕ е-СТЕПЕНЕЙ

В настоящей работе рассматриваются вопросы, связанные с раз
биением произвольных е-стененей на степени неразрешимости. По
скольку е-сводимость является самой общей из сводимостей по пере
числимости, а Г-сводимость—самой общей из сводимостей по разре
шимости, то вводится понятие е Г-сводимости—конъюнкции этих сво
димостей, которое будет самым общим для сводимостей, являющихся 
одновременно и сводимостями по перечислимости и . сводимостями по 
разрешимости. Поэтому изучается структура произвольных е-степе- 
ней относительно е Г-сводимости. Рассматриваются также вопросы 
разбиения е-степеней относительно более сильной сводимости по пе
речислимости— рс-сводимости. Все эти сводимости, за исключением 
еТ-сводимости, изучаются в [1] и [2]. В дальнейшем мы будем поль
зоваться обозначениями, принятыми в [1].

Пусть ? и ВТ—стандартные нумерации частичнорекурсивных 
функций и рекурсивно перечислимых множеств, ф — стандартная ну
мерация частичнорекурсивных функций с оракулом X, а £> — канони
ческая нумерация конечных множеств [1].

Рассмотрим следующие отношения на множествах:

А В <-> — общерекурсивная функция Ух (х £ А<-> В/ (Х) С В),
А^тВ<~-՝^г (сА = т>В), где сА—характеристическая функция мно
жества А.

А ^.рС В<-> (х£ А <”>! (х)&£>?г(Х) В),

А В <-> ЗгУх (х £ А <=■■> Зи « х, И7, & с В)),
А -^еТ В <—> А В &. А I В.

Все эти отношения мы будем называть сводимостями. Пусть а—неко
торая сводимость. Тогда

А = а В .-> А <а в & В <а А

и множество с/а (А) = [В[В =а называется а-степенью множества 
А.

Пусть а и Ь—произвольные а-степени. Тогда
а Ь <-> 3Л3В (Л а & 5 Ь & Л <0 В).

Через О мы будем обозначать е-степень множества 0. Очевидно, что 
О совпадает с множеством всех рекурсивно перечислимых множеств. 
Заметим, что для произвольных множеств А и В
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А <е В •=) А СетВ, 
. А В = А -<рс В, 

А В =5 А <<■ В.

Определение 1. е-сТепень называется тотальной, если она. 
содержит график некоторой всюду определенной функции.

Определение 2. е-степень а называется квазиминимальной,. 
если а^О&уЬ (Ь — тотальная е-степень &Ь<',аоЬ = 0). Очевидно^, 
что любая квазиминимальная е-степень не является тотальной.

Пусть Фа [В] — 1 (< х, ы> £ 1Г» & £>и ?=. Б)] и
4Г։ [ В] = [х|! фа(.г) & £>,,(,) С В\, Т. е.

А <а В -֊ 3- (Л = Фа [В]) И А В -> (Л = Ч'։а [В]). 
Отметим, что произвольная е-степень а содержит наибольшую е Т— и 
рс-степень. Таковыми являются еТ— и рс-степени множества

« ж> У > (У € [Л]}., где Л £ а.

Предложение!, а) а.—тотальная е-степень =>дЛ(Л(; 
£ а & Л Л).

в) Пусть а—тотальная е-степень, А £а и Л <гЛ. Тогда В {В^ 
£а <-> Л В & В рекурсивно перечислимо относительно А).

Доказательство очевидно.
Предложение 2. Любая тотальная е-степень содержит 

наименьшую е Т-степенъ.
Доказательство. Пусть а — тотальная е-етепень. Тогда су

ществует множество Л£а такое, что Л <(.4. Нетрудно проверить, 
что бе (Л) и будет искомой е Т-степенью.

Предложение 3. Любая тотальная е-стгпень содержит 
бесконечную антицепь еТ-степеней*՜.

Доказательство проводится с помощью небольшого изменения в 
доказательстве теоремы Мучника—Фридберга (см., например, [1]) и 
предложения 1.

Предложен ие 4. Множество всех еТ-степеней, содержа
щихся в произвольной тотальной е-степени, является плотным.

Это утверждение доказывается с помощью небольшого измене
ния в доказательстве теоремы Сакса о плотности множества рекур
сивно перечислимых Т-степеней (см., .например, [3]) и предложения !•

Теорема 1. Существует квазиминимальная е-степень, со
держащая наименьшую с-степень.՜

Дока зательство. Мы построим множество Л, удовлетворяю
щее следующим условиям:

Определение понятия „антицепь“ имеется в [2] на стр. 6.
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1. <1е (/4)— квазиминимальная е-степень,
2. у/В (В=е А о А <СВ).

Построение множества А будет производиться по шагам. Параллель
но мы будем строить вспомогательное множество В такое, что В^ А. 
Для любого шага 5 множества А ։ и В5, полученные на этом шаге, 
должны быть рекурсивными и удовлетворять условиям

А3—1 Ал и В5—1 Вз.
Ш а г 0. Д0 = В0— 0. Переходим к шагу 1.
Шаг Зп 4֊ 1. Пусть п — <^к, з^>. Проверяем, выполняется ли 

условие:
З/пЗ' (ш < Дзл & П Взп =■ 0 &■ т £ Ф*Ф5 [£>/] & т ' Д|). (1)

Пусть т0 и /0 — наименьшие числа, удовлетворяющие этому условию. 
Тогда Лзл+1 = Азл 0 Пе„ Взп+\ = Дм II [т0| и переходим к следующе
му шагу.

Если таких чисел не существует, т. е.
(т ё՛ Алп & Д/ П Взп = 0 & т£ ФрФ^ [£)/] □ 2)/), (2)

то проверяем, выполняется ли условие:

Зр у“ * (£>р П Ам = 0 & (*ё ^зп о V« 1А] =>
=> ЯП (£>,11 Дм) == 0))). (3)

Пусть р0 — наименьшее число, удовлетворяющее этому условию. Тог
да Азл+1 — А3п, Взп+1 — В3пиОр, и переходим к следующему шагу.

Если такого числа не существует, т. е.

Ур 3“ * (ОрПАз„= 0 = ё А3л & Зи (£ £ Ф*Ф.< [£>„] &
& А П (£•„ и 53я) = 0))), (4)

то выбираем рекурсивно перечислимую последовательность (<^я/, и/^>} 
со следующими свойствами:

1. я/ Ф* Ф5 [£«;],

2. я/Лзл,

з. 2)»/ п Взп = 0,
4. я/ £ £)И/,

5. шах £>И/ ш1п

Существование такой последовательности следует из (2) и (4). В этом 
■случае положим Дз«+1 = Азл II (II (я0, ях, ■ • •}),

Взп+х =■■ N—Aзn У (и £>«։).
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Так как множества |г0, и Ощ, Азп и Взп рекурсивны, то и
множества 4 зл+1 и В3я+1 будут рекурсивными. Переходим к шагу 
Зл -р2.

Шаг Зл+2. Пусть т — наименьшее число, не принадлежащее 
4зл+1 У Взп + 1-

Если №п, то Л3л г։ == Лзл + 1 II {л։}, Взл+2=В3ч.ц и переходим к 
шагу Зп + 3.

Если то Л ։л+2 = Лзлц. Взл+2= Взпи О {т} и переходим
к шагу Зл-рЗ.

Шаг Зл •{- 3. Проверяем, выполняется ли условие: 
✓

з/ (О/ Л Взл+2 = 0 & Фл [В/]—неоднозначно). (5)՛
Пусть /0 — наименьшее число, удовлетворяющее этому условию.

Тогда 43я >з = Лзл+з11/Л»> Вз„+з = В3я+։ и переходим к следую
щему шагу.

Если такого числа не существует, то Дзлчз = 4зя+2> ВзлчЗ =Взл+2 
и переходим к шагу Зл4 4.

Пусть А — и А/. Покажем, что

а) А не рекурсивно перечислимо. Действительно, для каждого л 
на шаге Зл4-2 выполняется условие: глр <—> 4зя^2. где т —
наименьшее число, не принадлежащее 43я+: II Взлд-ь

в) <1е(А)—квазиминимальная степень. Так как множество А не 
является рекурсивно перечислимым, то нам нужно только показать, 
что для любого л

Фя [4] — всюду определенное, однозначное о ФЛ [4]—рекурсив
но перечислимо. (6)

Рассмотрим шаг Зп-рЗ. Если выполняется условие (5), то мно
жество Фя [43л+з], а, следовательно, и множество ФЛ [4] окажется 
неоднозначным. Таким образом, условие (6/ выполняется.

Пусть на шаге Зл-рЗ условие (5/ не выполняется и существует՜ 
всюду определенная функция / такая, что Фя[4]=-/. Покажем, что 
в этом случае ФЛ [4]—рекурсивно перечислимо. Заметим, что Фя[В3я+2] — 
однозначное множество. В самом деле, допустим противное, т. е. для 
некоторых х, ух, уг (ух+уг) <.х, ух>£А>п [Взл+г] и<х, у2> £ Ф„[В3,+2]. То
гда в силу непрерывности Фп, существуют такие конечные множества 
Ок^.Взп+г и £>л1^.В3я+:, что <х, Фл [В*] и <х, уг> £ Ф„ [Вя] • 
Но тогда, в силу монотонности Фл, Фл [В* II Вт]— неоднозначное мно
жество, причем (В* и Вт) Л Взл+2 = 0,-что невозможно, так как усло
вие (5) не выполняется. Итак, Фп [В3я+2]—однозначное множество. Так 
как В3л+2 £4, то4С Взп+2 и, следовательно, У=ФЯ [4] Сф„ [£3,+2]. 
Но, очевидно, график всюду определенной функции / не имеет одно
значных надмножеств, отличных от поэтому Ф„ [Взл^з] — -:/=Фя[4].. 
Однако В3я+2— рекурсивное множество, поэтому В3я+2 также ре
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курсивно и, следовательно, ФЛ [А] — рекурсивно перечислимо. Таким 
образом, и в этом случае условие (6) выполняется

с) (С =е А => А С). Пусть С=г А, т. е.

35Я/г(С=ФЛ[Л]&Л = Ф*Ф^ [4]).
В этом случае на шаге 3n+l(n = <^Ar, s >) выполняются условия (2) 
и (4).

Действительно, если выполняется условие (1), то А=^=Ф*ФЛ[А]. 
Допустим выполняется условие (3). Тогда Ф*Ф3 [А] — Азл = * 0 (А =* 
=# В означает, что симметрическая разность множеств А и В конеч
на). Так как Ф* Ф։ [А]=А и Азя £А, то А —(А — АЗЛ) U Дзл = * Азл. 
Множество Азл— рекурсивно и, следовательно, А также будет рекур
сивным, что противоречит а).

Пусть функция / определяется следующим образом* 
каноническому номеру 0, если х^А'зя+1

f 1Х) — каноническому номеру {а}, если х£Взя-н 
'/t (г՛ £ Ф* [£>/ ] & Z)/ с ф։ [Д<։], если х = zi 
для некоторо го i.

Здесь а—некоторое число, не принадлежащее ФЛ[А|. Такое число су
ществует, так как А не рекурсивно перечислимо и А=ФдФУ [Д].

Символ v определяется в [4], § 65.
Очевидно, что функция /общерекурсивна. Покажем, что А-СсФДА] 

с помощью /. Если х £ Азя+1 U Взя+i, то это очевидно. Пусть х = zi 
для некоторого i. Тогда

г, € А =>(Da/c Д) => (ф, [DeJ с Ф, [A])=>(Dr w с ф, [Д]) .
и
(£>/ (,ос ФДА]) => (ф* [D, t։/)] СФАФ, [Д])о(Ф* [Dt U/)] с Д) =j2< £ А.

Следовательно, dc (А) и будет наименьшей с-степенью е-степени 
de(A).

Следствие 1. Существует квазиминимальная е-степень, содер
жащая наименьшую еГ-степень.

Следствие 2. Существует квазиминимальная е-степень, содер
жащая наименьшую рс-степень.

Теорема 2. Существует квазиминимальная е-степень, не 
содержащая наименьшей е Т-степени.

Доказательство. Мы построим множества А и В, удовле
творяющие следующим условиям:

1. А и В не рекурсивно перечислимы,

2. А =е В,
3. уС (С-Сг А & С -СгВ э С рекурсивно).

Покажем, что de (А) удовлетворяет условиям теоремы. Действитель
но, пусть с —тотальная е-степень и с de (А). Следовательно, суще
ствует множество С£с такое, что С<«Си С <г А. Тогда А И
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С В. Из условия 3 вытекает, что С рекурсивно и, следовательно, 
с = 0. Таким образом, (Д)—квазиминимальная е-степень.

Допустим, что существует такое множество С, что С dr (Д) и 
dei (С) — е7-степень, наименьшая в de (Д). Тогда С^тА и С-^.тВ 
и, следовательно, С рекурсивно, что противоречит условиям 1 и 2.

Прежде, чем перейти к построению множеств А и В, определим 
некоторые вспомогательные множества и функции. Пусть <?, ф, а и 
0—некоторые функции. Определим функцию Л»4 (х, у) следующим 
.образом:

Л?ф (х, 0)= X,
(х, 1) = <х, |tf (Ф «х, t» *0) >,

{х, 2п+1) = <А^ (х, 2л), (<р «Л?Ф (х, 2л), f» 0)>,
Л.Ф (х, 2л+2)= <АГ{, (*> 2п4֊1), И* (? «А-и- (х, 2п + 1), t» ¥= 0)>.
Обозначим через (О (х, y)j последовательность следующих множеств: 

G (ж, °)= I*).
G (х, п + 1) = {<у, z>\y£G (х, л) &z£A|.

Тогда
f (Т, ф, a, 0) = (<AfV(x, 2л), 1>|а(х) = 1 & и £ А] U

U|<A+V(x, 2п+1), 1>|0(х) = 1 &n£JV)U(U G (х, 2л)Х{0}) U а (х>=0 Лб/V
и (и G(x, 2n+l)x(0))U и {<«?л+1 (х), 1>|а (х)=1}иР ( г>=0 лелгле/v

U U (<к’л(х), 1>|0(х) = 1},

где «Хр---, хп»==х1> <(>'==։?и а и ф' = ф113.
Заметим, что если графики ©, ф, а и 0 рекурсивны, то множество 

f (ф, ф, а, 0) также рекурсивно.
Пару функций а и 0. назовем совместной, если она удовлетво

ряет следующим условиям:
1. Vx (а (х) =0э U G (х, 2л) П [у|а (у) =֊■ 1) = 0 & л£Л'

& и G (х, 2л -ь 1) Л (у? (у) = 1] = 0), лбЛ՜
2. ух (0 (х) = 0 =» U G(x, 2л) П !у|0 (у) = 1J= 0 & 

n^N

& и G (х, 2л -ь 1) п (у|а (у) = 1) =0). n£N
Пара конечных функций а и 0, принимающих значения 0 и 1, назы
вается конечным приращением пары функций ։р и ф, если тф U и 
*ф U 70—однозначные множества. Заметим, что если и ту и тф рекур
сивны, то и множество пар канонических номеров всех совместных 
конечных приращений ф и ф рекурсивно.

Вместо множеств А и В мы построим всюду определенные функ
ции f и g такие, что Д = {х|/(х) = 1) и В= [х|# (х) = 1}.



О структуре е-степеней 171
■    -  —  " I ' -1֊ - - - ՛ — ■    ■      - ■ «

Построение будет производиться по шагам. Для каждого s необ
ходимо, чтобы построенные на шаге s функции fs и gs имели рекур
сивный график, были совместными и удовлетворяли условиям: ~fs-\Ç± 
£ •=/.» и •£*-։ — 'gs-

Шаг 0. /0 — go = 0. Переходим к шагу 1.
UIar2s+l. Пусть s = О, у^>. Проверяем, существует ли 

совместное конечное приращение а, Р функций Д, и g2S такое, что длй 
некоторого z чУ24''՞1 (г) и 31 (х) были бы определены и не сов՝“ 
падали. Если такие продолжения существуют, то пусть а0 и р0— одна 
из них. Тогда берем

fis+1 —fis U F (fist g2s> ао> ?о) #2j+i = g^ U F (g2s, fis, Po, a0)
и переходим к шагу 2s F 2.

Если таких я и ? не существует, то fis+i — fis, gis+t = gis и пе
реходим к шагу 2s+2.

Шаг 2s 4֊ 2. Пусть и—наименьшее число такое, что Д»+1 (а) не 
определена. Рассмотрим два случая:

1. uC IF,. Тогда/j,+2=/2J+i U F(/jj+j, ^,+1, |<и, 0>), 0) и 
gis+2 — gis и U F(gisn, fis+i, 0» (O. 0»). Обозначим через ? функ
цию с графиком {< х, 1 >|x<s & gis+г (х)т^0). Тогда

Д*+2 = Д։ ♦ 2 U F(fosï2, fls+i, 0> ₽) И gls-\ 2 = gis+i U F(gis+2, fis +2» 0).
Переходим к следующему шагу.
2. uÇ У*. Тогда '₽ - |<х, l>|x<s& gîs и (х) =#0], 

fis+2 = fis+l U F [Д։+Ь #2J+b « U> 1>}> ?) И gis+2 = gis+l LF
и / (^2î+i, Д*+1, ₽, (<«, 1»).

Переходим к следующему шагу.
Нетрудно убедиться, что А не рекурсивно перечислимо, Д-С, В 

и В А с помощью множества {<х, d (х, <?)» х, y£N], где d (х, 
у)— канонический номер множества « х, у > ).

Покажем, что уС (C-f^rA & С В э С рекурсивно).
Пусть с—характеристическая функция некоторого множества С, 

С-<г А и С^т В. Тогда существуют такие числа х и у, что с'—И 
с = Пусть s = < х, у ^>. Тогда на шаге 2s -}-1 выполняется условие։

ya уР yz (а и ? — совместное конечное приращение для
fis И gis &! ?^U։| Д) &1 (х) = ?^U։1 (z) = ®^4UPI (z)).

Пользуясь этим условием и рекурсивностью графиков Д, и gin мЬ։ 
можем рекурсивно перечислить te. Следовательно, С— рекурсивно. 
Теперь перейдем к рассмотрению структур произвольных е-степеией 
относительно рс-сводимости. Мы уже показали (следствие 2), что су
ществует квазиминимальная е-степень, содержащая наименьшую ре-сте
пень. Теперь мы докажем теорему, аналогичную теореме 2.
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Теорема 3. Существует квази минимальна я е-степень, не 
Содержащая наименьшей рс-степени.

Доказательство. Так же, как и в теореме 2, мы построим 
Лва множества А н В такие, что

1. А и В не рекурсивно перечислимы,
2. А =, В,

,3. (Д)— квазиминимальная е-степень,
4. у С (С -<рс А & С В => С рекурсивно перечислимо).

Вместо множеств А и В мы построим их характеристические 
функции / и #, пользуясь при этом функциями и множествами, вве
денными в теореме 2.

Шаг 0. /о = 8о = 0- Переходим к шагу 1.
Шаг Зз֊|-1. Пусть з = <7, у. Проверяем, выполняется ли 

условие:

(РяП|х|/з, (х) = 0) = 0 & £ £ [{лс|/а, (л:) = 11 и £)„] &
& *ё 'ым (х) = 1}] & [ад.

Допустим, что оно выполняется и Ло и п0 — наименьшие числа, 
удовлетворяющие этому условию. Тогда та={<х, 1 > | х £ В„,} и 
'0=0. Допустим, что это условие не выполняется. Тогда проверяем 
условие:

ЗЛЯпЗтЗ/ (£>„ П (х|/з,(х) = 0| - 0 & £ £ Чг/[)х|/зз (х)=1) и/>я] &
& Л ё ф/ [(х|#зз (х) = 1)] <6 Л£ Ч?-у [От] & Вт & gзs (1) =^=1 &. «/, о>| 

и [<х, 1^> | х £ Оп] совместны).

Допустим, что оно выполняется и Ло, п0, тп0, и /0 — наименьшие 
числа, удовлетворяющие этому условию. В этом случае та={<^х, 
1>|х -ф = [< (0,- 0». Если и это условие не выполняется, то 
та = т₽ = 0. Берем 1 = /зз и ^(/зз, gз,> а, ?), £з,+1 = £зз И (gз^, /зз, 
0, а) и переходим к шагу Зз 4՜ 2:

Шаг Зз + 2. Проверяем, выполняется ли условие:

Зп (Ря П {х| /зз+1 (х) = 0} = 0 & Ф, [/)„] ^неоднозначно).

Пусть п0—наименьшее число, удовлетворяющее этому условию. Тогда

'« = [<х, 1>|х££>/и}, /зл-։ =/зз+1 и А (/з»+ь Язз+ъ а-, 0),

^33+2 = ^4-10 ^"(ЯЗз+Ь /зз + ь 0, «)•
Переходим к шагу Зз 4֊ 3. Если такого числа не существует, то бе
рем /зз+2 =/зз+1, ^8з+2-^зз+1 и переходим к шагу Зз 4֊ 3.

Шаг Зз 4՜ 3. Пусть и—наименьшее число такое, что /з։+2 (п) не 
определена. Рассмотрим два случая:
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1. и£ И5',. Тогда /зт+з = /зл-2 и Г (/а»+а» £зл-2, [< и, 0 >),- 0) и 

£злз = £з։+2иВ (#з։+։» /зз+г> 0» (<^и> 0>]).
Обозначим через ° функцию с графиком {<х, 1> | х < з<Й£зл-з (х)=£> 

=£0). Тогда

/з։тЗ = /з։+3 и/^(/злз. £3з+3։ 0, ?) И £3л + 3 = 83з+3 С

и Г (^Зт I з, /зл-з, 0).
Переходим к шагу Зе 4֊ 4.
2. и՜^ V?,. Тогда тр = {<х, 1>|х<5&£зт+2 (х) =/=()},

/злз =/зл2 и/г(/зл2> £з«+2» (<п, 1», ₽) и Яз$+з = £зл-2 Ц!
0/• (#3^+2, /зл-2, ₽, [<И, 1»). •

Переходим к шагу Зз + 4.
Пусть /= и Л, ? = и ёз, А — [х| /(х) = 1) и В(х|#(х) = 1|.- 

. * ■*
Нетрудно убедиться, что А не рекурсивно перечислимо и А=е В. 
Доказательство квазиминимальности <7, (А) проводится также, как и 
в теореме 1.

Покажем, что уС (С Срс А&.С-^.рс В^ С рекурсивно перечисли
мо). Допустим С = ^[Д] = ^[В] и э = <С/, />• Тогда на шаге 
Зб-)-! условие (1) не выполняется, иначе не было бы ЧТ/[Д] = Ф/ [В]. 
При этом у к [Д] Зи (£ £ [(х|/зз (х) = 1) II £>я] & Оп П
П |х|/з* (х) = 0] = 0)), а отсюда следует, что уЛ (&£Ч?г[Д] э к£

[{х|^Зт+1 (х) = 1}], т. е. Ф՜/ [Д] С Ф, [{х|#зл-։ (х)= 1}]. С другой- 
стороны, ЧТ, [(х|Яз։ + 1 (х) = 1)] = V, [5]= Ф/[Д].

Таким образом, Ч7՜/[Д] = ЧГ/ [{х|^а։+1 (х) — 1}] и, так Лак 
{х| и (х) = 1} рекурсивно, то 4՜/^]= С рекурсивно перечислило. 
Учитывая, что А и В не являются рекурсивно перечислимыми, заклю
чаем, что <1е (Д) не может содержать наименьшей рс-степени.

Пусть а — некоторая е-степень. Введем следующее обозначение 
В <г а <-> уД (Д £ а зэ В а).

Тогда из предложения 2 следует, что если а—тотальная е-сте-' 
пень и множество Д£а таково, что Д-<^Д, то

у В (В ^.т а <—> В -Ст Д).
Т е о р е м а 4. Для произвольного множества С существуют мно

жества А и В, удовлетворяющие следующим условиям-
1. С^еА и С,з^.еВ,
2. у/? (В -< рС А&В -^рсВ В рекурсивно перечислимо),
3. 0" ^гС^Д и В рекурсивно перечислимы относительно С.
Доказательство.
Шаг 0. /0 = £0 = {<£ х, у^>, 0>|х^С<£^Л'). Переходим к ша

гу 1.
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Шаг 2 s 4-1. Пусть s = <r, />• Проверим, выполняется ли ус
ловие:

3[.t3n(Drtn (x|/u (х) =0) = 0& k^i [(х|Д (x)~lj U £>„]] &
& (х) =1!]). (1)

Пусть к0 и п0— наименьшие числа, удовлетворяющие этому усло
вию, а т такое число, что к0 1огда берем

/25 + 1 = [О> 1 >1 x£Dn,\, gu + l = g2.U {<|tf (/££%& gb (0¥=1).0>]
и переходим к шагу 2s 4՜ 2.

Если такого т не существует, то берем f2s+l = Д,и |<л, 1>|xÇ 
£ Оп,}, g^+i = gis и переходим к шагу 2s 4-2-

Если условие (1) не выполняется, то берем /г., + | =/21, g2S+i = g2S 
ц переходим к шагу 2s 4֊ 2.

Шаг 2s 4՜ 2- Рассмотрим два случая:
1. sf С. Пусть х и у — наименьшие числа такие, что /25+1 « s, 

*»¥=0 и #2л+1 «s, р»=Д0. Тогда берем

/ъ+2=/25 + 1 U (<C<Cs» -О’» 1>J U («s, г^>> z ¥= х &.f js и «7» х ^>)#=
=/=!}» ^21+2 — ?-’5+i U s> 1>1 U s» г>> 0>| z у&.

&g25+i «S» z» ¥= 1}

и переходим к шагу 2s 4՜ 3.
2. s ç՜ С. Тогда fu+2 — fu+i и gisJ-2 = g>»+i. Переходим к шагу 

2s 4-3.
Пусть / = U/j, g = U gs, А = {х|/(х) = 1 и В = [х|^ (х) = 1( 

Нетрудно убедиться, что все условия теоремы выполняются.
Следствие 3. Если а—тотальная е-степень такая, что 0’<та, 

то а не содержит наименьшей рс-степени.
Доказательство. Так как а—тотальная е-степень, то су

ществует такое множество С^а, что С<,С и, следовательно, 0"< 
<^7- С. Применив теорему 4, мы получим множества А и В, рекур
сивно перечислимые относитёльно С и удовлетворяющие условиям 
1 и 2. Отсюда следует, что А и В принадлежат а, и а не содержит 
наименьшей рс-степени.

Теорема 5. Пусть множество А таково, что А А и 
0' -Сг А. Тогда существует множество В, обладающее следующи
ми свойствами։

1. А <ре В,

2. В/-^рС А,
3. В <7 А.

Доказательство. Пусть В= [2/|2։£ ^,[.4]] (J (2г 4- 1| i^A\. 
Нетрудно убедиться, что все условия теоремы удовлетворяются.



О структуре е-степеней 175

Следствие 4. Если а—тотальная е-степень такая, что 0'-Сг Аг 
то а содержит бесконечную цепь рс-степеней, упорядоченную по типу 
натуральных чисел.

Доказательство следует из теоремы 5 и предложения 1.
Теорема 6. Если а—тотальная е-степень такая, что 

0,-^уа, то а содержит бесконечную антицепь рс-степеней.
Доказательство. Легко убедиться, что если множество В 

таково, что 0' <г В, то VА (А ^рс В о А В). Пользуясь этим 
условием из предложения 3 получаем требуемый результат.
Вычислительный центр АН Армянской ССР 
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M. J. KHODJAIANTS. On ttructure of e-degreet (summary)

in the article the structure of «-degrees with respect to some types of reduci՜ 
bility is considered.
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