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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ЗАМКНУТОСТЬ НЕКОТОРЫХ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Еще Винер и Пэли в своей знаменитой монографии привели не­
сколько интересных приложений следующего простого, но важного 
положения:

Свойства замкнутости и ортогональности инвариантны при лю­
бом линейном преобразовании всего /., в себя, которое сохраняет ве­
личину интеграла от квадрата модуля каждой функции (см. [1|, гл. II).

Настоящая статья посвящена дальнейшим систематическим при­
ложениям указанного рода подхода к исследованию вопросов пред­
ставления и замкнутости ряда важных систем аналитических функций 
Именно с этой точки зрения здесь излагается ряд результатов авто­
ра, анонсированных им без доказательств в двух его ранних замет­
ках ([2|, [3]). Кроме того, с той же точки зрения, излагаются неко­
торые давние результаты и других авторов, по возможности в наи­
более общей формулировке, начиная от классической теоремы Мюнца- 
Сасса ([4], [1]) и кончая некоторыми результатами Поллачека о поли­
номах, ортогональных с весом на всей вещественной оси ([5], [6]).

Что касается результатов, установленных ранее другими автора­
ми, то в данной статье их изложение, в основном, значительно отли­
чается от первоначального.

Поскольку, таким образом, данная статья частично имеет обзор­
ный характер, то мы сочли необходимым в конце параграфов 1 и 2 
привести подробные литературные ссылки, освещающие историю во­
проса н хронологическом порядке. Не претендуя на полноту в этих 
ссылках, мы постарались, иногда довольно подробно, останавливаться 
также на сущности и методах, примененных в предшествующих ра­
ботах и их взаимосвязи.

В § 1 сначала приводятся формулировки ряда общеизвестных 
результатов гармонического анализа, которыми мы будем системати*  
чески пользоваться но всем дальнейшем изложении. Здесь приводятся 
также определенные ортонормальные на нсей оси ( 4- эо) систе­
мы рациональных функций Мальмквиста и Такенака (теорема 1). На 
основе отмеченного выше общего положения об инвариантности 
свойств ортогональности и замкнутости при линейных преобразова­
ниях в £2, сохраняющих норму, теорема 1 по существу является ос­
новой при установлении ряда теорем, приводимых в последующем 
изложении.
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В § 2 приводится интегральное представление ортогонализиро­
ванной на (0, 4՜ о) системы Мюнца-Сасса \e~'k' ՛ ’ (теорема 2),
а также критерий замкнутости этой системы н /.2 (0, 4՜ °°) и эквива­
лентной ей системы ; uJ (Jog u)'jj !о в L., (О, 1) (теоремы 3 и 3')-

В § 3 устанавливается эффективная ортогонализация систем

функций вида (/) е '''>*  ]", где

(/I — Г ее ин-

те1рального представления (теорема 4). Критерий замкнутости этой 
системы с весом сЬ 1 в £2 (— оо, г со) является существенным 
обобщением одной известной теоремы Винера и Пэли (теорема 5).
1ринодимые здесь же специальные случаи этих теорем — об интег­

ральном представлении и замкнутости систем полиномов \Рп (/) , 
ортонормальных на (— со, 4֊ -о) с весом сЬ՜’ — имеют самостоя­
тельный интерес (теоремы 6 и 7). Они по существу служат основой 
для последующих важных результатов такого же рода, излагаемых 
дальше.

Наконец, заключительный § 4 посвящен 'изложению теории сис. 
тем полиномов Ф. Поллачека (/; ?)’*»  ортонормальных на (— о , 
-р ос) с весовой функцией нида

ш|։) (/; ?) 2’’
— (sin ?)'4 “

где «£( — 1, 4- ) и ъ С (0, “)—произвольные параметры.
Отметим, однако, что Поллачек построил теорию своих полино­

мов совершенно отличным от приводимого нами методом, позволив­
шим ему установить лишь их замкнутость (теорема 9), производящую 
Функцию (теорема 11) и рекуррентные уравнения (теорема 12).

Развитый здесь метод построения теории полиномов Поллачека, 
анонсированный автором в его заметке [2], позволил установить но­
вый важный факт интегральное представление этих полиномов (тео­
ремы 8 и 10). Кроме того, в конце мы приводим также построение 
родственных ортогональных полиномов для полуоси (0, 4- оо) с уста­
новлением всех соответствующих результатов для них (теоремы 13, 
14, 15 и 16).

§ 1. Предварительные сведения

1.1. (а). Как обычно, обозначим чер^з £.(а, 6) (— зо а < Ь < 
) класс измеримых на промежутке(а, 6) комплекснозначных функ­

ций, для которых существует конечный интеграл Лебега
г>

1՛ |/(х)|։ dx, 

а
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Ш—в—езны л тгт ха ь; т=^г=: , «-. .՛■■ 1~=ЖДСЕ*»

при этом число

V ( х )В^> (<». Ь) —
1/2

называется нормой элемента / (х) £ До (а, Ь).
Если понятно о каком промежутке идет речь, то будем пользо­

ваться более краткими обозначениями /_2 и Г/[|.
Элемент / (х)^Ь2 (а, 6) называется пределом последователь­

ности элементов /„ (х) £ А., (а. 6) по норме, если

Пт
Л ■*  х

и—/л = о.

Этот предел / (х) называется также |предглол< в среднем последо­
вательности элементов (/-։(•*))*,  и применяется также краткая запись

(л Ъ)

функции(6) Для произвольной 
Фурье

г(/) =

/ 4- Ж) интеграл

/(/) е~1и,б(

в смысле Лебега, вообще говоря, не существует.
Как известно, Планшерель впервые построил оператор Фурье 

Р |/| для класса Л2 (—оо, +оо), доказав теорему, устанавливающую
полное равноправие между функцией и ее преобразованием урье.

1 еорема А (Планшерель). Пусть / (х)—произвольная функ­
ция из класса £։ ( — со, 4- ос). Тогда

1°. Преобразование Фурье /'(«)—Р [/| и его обращение /(х) 
= Р *[/1  могут быть определены предельными соотношениями

причем имеет

Р («)
— 9

ао. ♦ ж)
/ (х) = /• /' т

9 > ОС

9
(-30 , + 00 ) 1 Г’

Ы т —= / (Ое֊'“- <//,
* Ч зо |

би,

место равенство Парсеваля

(1.1)

(1.2)

(1.3)би = 1/(х).’ бХ.

2°. Для любого нары функций / (х) и К (х) из ( — оо, о ) 
и их преобразований Фурье Л (и) = Ь (/| и П (и) = р [^] имеет место 
обобщенное равенство Парсеваля
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(в) Следующее предложение о преобразованиях Меллина в клас­
сах А2 непосредственно следует из теоремы Планшереля.

Теорема Б. Пусть у (х) — произвольная функция из класса 
(0, -*■  оо). Тогда

1 . Преобразование Меллина

(+«•+,) Г ~ Г
Ф(/) = Л/[?]-■ ֊֊= I- г'т « (х) х бх (1.5) 

| 2“ а- + « 3
I 1/»

и ею обращение 
в I

1 (О. х» ֊2֊֊«

(х) = Л/“‘[Ф] = -И I Ф (/) х * (// (1.6)
12՜ + 00 2

— 9

осуществляют взаимно-однозначные отображения семейств функ­
ций (О, то) и Ь2(— з, -р х>) друг на друга с сохранением норм

(х)|= <Л = | |Ф(0|։л. (1.7)
_ ас

2е. Для произвольных пар функций «։ (х), (х) из £2(0, ֊*֊  )
и их преобразований Меллина Ф։ (/) = М [?։], Ф, (0 = М [?2] имеет 
место равенство

Ф։ (0 ф, (/) ф. (18)

(г) Напомним теперь определение класса аналитических 
функций Харди-Тамаркина. А именно, класс Н2—суть множество ана­
литических в верхней полуплоскости

(7( *>=  х: 1т г > 0) 

функций / (г), для которых

1/1 = яир Н I/ (х -г /1/)12 бх [ < 4- со.
0<У<та ’ I

— »
(1.9)

Отметим, что, как впервые было установлено в совместной с 
А. Е. Аветисяном работе автора (см. [7], стр. 417, а также [8], 
стр. 448), класс Н\ совпадает с множеством аналитических в области 
и функций / (г), для которых
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о
| / (те1՛ 1|* (1г' (1.9)

Как известно, если /(г)^//՜, то почти для всех дг£(—со, ) 
существует предельная функция

Нт /(х 4՜ п/) = / (х) ££2(—°°» 4՜°°).
у-*  + О

посредством которой сама функция /(г) представима интегральной 
формулой Коши (см., например, [16])

(1.10)

Для функций класса Н*  справедлива следующая фундаменталь­
ная

Теорема В (Винер-Пэли). 1 . Для граничных 
любой функции ${г)£Н2 почти всюду

Г (и) — Г [/] = 0, — оо<^и<^0.

значении /(х)

(1.11)
Обратно, если функция /(х)£Д2(—оз, ф- со) обладает] свойством 
(1.11), то она почти всюду на (—со, -)-оо) совпадает с гранич­
ными значениями некоторой функции

2Э. Клдсс Н\ совпадает с множеством функций представи­
мых в виде

/ (?) — е" ч (/) <11, <С< + >, (1.12»
и

где % (/) — произвольная функция из Л2(0, -Т со), причем

р։(0|։Л = 
и

4֊ае

|/(х)|=</х.
— X

(1.13)

Отсюда и из формулы (1.4) теоремы А вытекает
Следствие. Пусть-, =■ 1, 2) и Г, (и) =

г (/>] (/ = 1 ■ 2)— преобразования Фурье ах <ранинных значении 
/,(х) (/=1. 2).
То։да справедливо равенство

<-Г)/,(Ж> /։(и) Г,(и) би. <1.14»

Отметим, что значительно позже »тот же результат был понторен н работе (9|.



11редставденне и замкнутость некоторых ортогональных систем 451

(д) Система функций {/„ (х)}[ , /я (х)££2(а, 6) ( — оо а<Ь <+ ) 
называется замкнутой в Ь, (а, 6), если из условий

ь
/ (*)  С (а» 6). ^/(х) Л (х) </х =0 (*»  « 1» 2,- • •) 

• а

вытекает, что / (х) = 0 почти всюду на (а, 6).
Если для любой функции / (х)££։ (а, 6)

ь

где Рл — всевозможные „полиномы“ вида

то система функций (х)| * называется полной в £,(а, 6).
Общеизвестно, что как в случае ортонормальной системы функ­

ций

। <рл(х) рт (х) </х •- Олт —
V
Ь

1, т — п
0, т А п

(т, п = I, 2,- • •), (1.15)

так и в общем случае произвольной счетной системы функций 
свойства замкнутости и полноты эквивалентны.

В заключение сформулируем следующее предложение, которое 
непосредственно следует из обобщенных равенств Парсеваля (1.4), 
(1.8) и (1.12) теорем А, Б и следствия теоремы В.

Теорема Г. Нижеследующие последовательности функций в 
соответствующих классах обладают , одинаковыми свойствами
полноты и замкнутости, а также ортонормальности.

!/п (х) I ։ , /п (х) £( ՛',

Ля(и) = Е[/„К£2(-оо,

и)1 ?п(х)££։(0, +«),

|Фя(П}։х.Фл <0 = Л/1?«]££3(—«ъ 4- ֊о),

|шя(х) /, 0>я(г)^//;',

(и) - Е [<%] 6 £2 (0, 4֊ о).

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(е) Наконец, о функции Бляшке для верхней полуплоскости.
Пусть {//!*  —произвольная последовательность комплексных чи­

сел, расположенных в верхней полуплоскости +

(и)} 7,

I м Г.
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Как известно, условие

(119)

необходимо и достаточно для сходимости произведения Бляшке

ВШ֊ П—-'«у. «;=֊Ц4 (1-20)
/ ։ г ֊ '•/ 1 4*  Ч

к аналитической в функции В (г) 0, обращающейся в нуль в
точках последовательности р7]Г.

Функция Бляшке В (г) обладает свойствами:

1) |Я(г)| < 1. (1.21>
2) почти всюду на (— оо, -]-эс) существуют ее граничные значения

В (х) = Нт В (х 4- /у), причем \В (х)| = 1. 
у-+о (1.22>

Отметим также, что если для любого к (1 < к 4֊ а ) обозна­
чить через рц — кратность появления числа л*  во всей последова­
тельности то при условии (1.19) всегда будем иметь 1 р*

4՜
Поэтому для любого к (1 к 4՜ °'֊') точка г = ).*  для функ­

ции В (г) будет нулем кратности р* 4՜
1.2. (а) Пусть {'/}*,  ' / £ — произвольная последовательность

комплексных чисел. Впредь для каждого к (1 к <С 4՜ °о ) мы будем 
обозначать через з*  > 1 кратность появления числа на отрезке 
(// *,  а через р* — кратность его появления во всей последователь­
ности {///Г. Очевидно, чго, вообще говоря,

1 < я*  < до < - оэ (1 к < 4- ).
причем, как отмечалось выше, при условии (1.19) всегда р*  4՜ °°«

С последовательностью чисел {/./}*  будем ассоциировать систему 
рациональных функций {Фя (г)]Г, где

Ф: (г)" Фл (г) = I 1т Хя 
г-՜.

п —1 
п 

*-1
(и = 2, 3, ••)• (1.23>

Множество полюсов системы {Ф„ (г)}*  лежит на последователь­
ности точек {/./)։' , принадлежащих нижней полуплоскости

Отметим, что дробно-линейное преобразование г~ ։ — - пере- 
1— и՛

водит систему (Фл (^)|Г в давно известную, ортогональную на ок­
ружности |ш|=1, систему рациональных функций [<ря с полюсами, 
лежащими и области |щ|,^>1. Эта система была открыта Ф. Мальм- 
квистом—С. Такенака (см. [10] и [11], а также [12], стр. 363 и [13]).

При этом услонимсн полагать х = при Ху /.
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В связи со сказанным, ортонормальность системы функций 
1 ։ *

• Если * , 1(1 / < I о»), то из (1.23) и (1 26)

—-=ФЯ (г)1 , на всей оси (— ог>, эс), т. е. справедливость соотно- 
Н ' 11
шений

— ( Ф, (х) Фя (х) С/х = (л; т = 1, 2, 3,- - -) (1.24)
гг

• 30

является простой переформулировкой замечательного факта ортого­
нальности на окружности 1ш| = 1 системы (фл(до)}Г, установленной 
указанными авторами.

Впрочем, соотношения ортонормальности (1.24) легко установить 
и непосредственно (см. 114), лемму 1).

Наконец, отметим очевидное свойство функций системы (1.24), а 
именно

Фя(х) (л = 1, 2, 3, - ). (1.25)
(6) Приведем теперь две простые леммы.
Лемма 1. Для любого л(1^И\4՜ ) справедливы представле­

ния вида

—=Т~ = 2 СМ Ф/ где = С™' 
(г— М"

(1.26')

(1.26")

Действительно, Фя(г) является правильной рациональной дробью со
п

знаменателем [](г—X/). Поэтому, принимая во внимание определе

ние чисел $/(1^СуСл), очевидно, что формулы (1.26 ) предстваляют 
собой обычное разложение нашей правильной дроби ^на простейшие. 
При этом, поскольку сама точка г = >.я является для Фя (г) полюсом'в 
точности порядка 5Я, то заведомо сп.1 0.

Что:же касается формулы (1.26 ) и того, что в ней с* я = с՜^, то она
непосредственно

Лемма 2. 
сверху

следует из первых л формул вида (1.26').
При любых г £С/ ’ и ’ имеет место оценка

ехр (1.27)

(1.27)

легко следует формула (2)

для коэффициентов (суя'Г примечания П-31-
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Доказательство. Непосредственно проверяется, что спра­
ведливо тождество

4 1п1/ • Ни г г £ (7* £ С՝’+ \

Далее, из очевидного неравенства
1 4- р֊г|։ > — 2 Ре {/■?}

следует, что
|*֊'|-Х(1  +1'Н(Н

Отсюда и из нашего тождества приходим к оценке 
1֊ 2-':- ։>4 ||пг |п1--; х, 

г-1 (1+М։)(1+|>|*)

Наконец, поскольку

(1.28>

<1), ИЗ (1.28)И 1о£ (1— х) "С--  х (0 < X получим неравенство (1.27)
леммы.

(в) Докажем теперь теорему о полноте замкнутости системы 
функций Мальмквиста-Т акенака в подклассе £’(—со, 4՜ оо)с 
с/.,(— ос, ос) граничных значений функций класса Н\.

Т’еорема 1. Для замкнутости системы |Ф« (г) Г, или, что 
то же самоз, системы ^1*,  в подклассе Ь? (— со, 4՜ ос)
граничных значении функции из Н2 , необходимо и достаточно 
выполнение условия

(1.29)

Доказатель стно. Введем в рассмотрение систему
простейших рациональных дробей

(5л֊1)! (1.30)

Ввиду линейных соотношений (1.26') и (1.26") леммы 1, системы 
функций (Ф/| (х)]Г и {гл(х)|Г, будучи сами из класса А*  (—оо, 4֊ ос), 
могут быть замкнутыми во всем этом классе только одновременно. 
Поэтому доказательство мы будем проводить для системы !гл(х)}*.

Необходимость. Предположив, что ряд (1.29) сходится, до­
кажем незамкнутость системы (гЛ (х)|Г в классе А'(— сс , 4՜ °°). Дей­
ствительно, при условии (1.19) рассмотрим функцию

(131)
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где B(z) функция Бляшке (1.20), имеющая, как уже отмечалось, н 
в каждой точке z = )А нуль кратности рь Ь 00 (1 4 4 °°)«

В силу свойств (1.21)—(1.22) функции fi(z), очевидно, что 
/о U) € и, следовательно, согласно интегральной формуле Коши 
(1.Ю)

4 ж

/.W = — \ — <U, .-€№*'•  а-32)
z՜/ J t — z

— X

Но функция /0 (г) я 0 и для каждого 4(1 С 4 4 со) в точке z = > к
также имеет нуль конечной кратности р*̂  Sk 1. С ледовательно, 
справедливы равенства

=о (к =1, 2, З. - ).

Отсюда (sa + 1)-кратным дифференцированием (1.32) по параметру z 
получим

+ ое 4 х

С <0«) ,(s*՜ 1?’ *<  = [/,(ЛМ0Л = 0 (4 = 1. 2, 3,- ).
J' «- 'О ’ J

— X — X

Поскольку почти всюду на оси — ос 4 со |/0 (/)| — 7 4 /!“’ ~ 0
то из наших равенств следует, что система {г*  (х)|Г не замкнута в 
классе £’ (— со, 4 со).

Достаточность. Нам нужно убедиться в том, что если для 
граничных значений / (х) (;£’( —оо, 4 ос>) некоторой функции /(г)£Н^

f(t) rk(t)dt = 0 (4 = 1, 2, 3,- (1.33)

то при условии (1.29) /(х)=0 почти всюду на всей оси — эс<х< 
< 4 со. Но поскольку функция / (г) представима интегралом Коши

/(*)  =

+ «
1

2 г/
— X

df, z£G{

то отсюда, ввиду равенств (1.33) и формул (1.30^, заключаем, что

/(л*" ։) ().*)  = 0 (4 = 1, 2, З, --). (1.34)

Для любого я(1 ^п<^4 введем в рассмотрение конечное про 
изведение Бляшке

а также функцию Бя (г) = / (г)/2?я (г).
Поскольку для любого 4(1 4<^4

числа во всей последовательности {*֊/}*  
4-47

jc) кратность появления 
равна р*<С4°°>  а в ее
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отрезке она равна рк(п)^рк, то легко видеть, что функция 
БЛ(г) аналитична в полуплоскости (/' и кроме того, (г) По­
этому Бп(г) также представима интегральной формулой Коши, и та­
ким образом, мы будем иметь

<//

2г/ (О (

для любого п > 1.
Заметив, что (0| = 1 при / £ (—оз, 4- :<) 

венство Шварца, получим

|/ (г)| : (Л «€<?*».
2 1 * 1т г

и применив пера-

(1-35)

так как
р — •
,~= И 1 |/(0|’Л= |/1։.

„I |/-г|- 1т г Л
— ® —X

Наконец, пользуясь оценкой (1.27) леммы 2, мы будем иметь

|5Я (г)| < ехр

Отсюда, переходя к преде*у  н неравенстве 
силу условия (1.29) теоремы мы получим 
почти всюду на всей оси (—со, 4֊ о).

(1.27")

(1.35) при п - + оо, в
/ (г) = 0, т. е. < (х) = О

Примечания к § 1

(1.1]. По поводу сформулированных теорем А, Б, В и Г из 
п. 1.1 см. (1| (введение и гл. II), а также [8] (гл. I и гл. VII, теорему 
7.4).

[1.2|. Относительно функции Бляшке в полуплоскости см., наир., 
[15], гл. VIII, а также [16], гл. XI.

[1.3]. В случае, когда 1т >0, но З/ = 1 (1 < 4֊ х. ) система
|Фп(г)7 была получена в работе Ердели [17], однако они были за­
писаны не в виде (1.23), а в виде их явных разложений на простые 
дроби

Ф„(г) = у -Ьз=.(„ = ։> 2, 3,...), (1)
£| *-  у

где
л — I п

| 1т [-] (лу — /.*) I՜] (Г/ — Л»)-’ . (2)
К֊ I * 1

> • I
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Формулы (1)— (2) были получены косвенным путем, как резуль­
тат преобразования Фурье ортонормальной системы х) Г, полу­
ченной им же посредством эЦнрективной ортогонализации системы 
функций |е на полуоси (0, -ос) методом Грамма-Шмидта.

[1.4]. Запись системы (Фя (д)}Г в форме, эквивалентной (1.23),
которую, как уже отмечалось, непосредственно можно получить ото­
бражением круга lwj<3 на полуплоскость G’’**,  по-видимому, впервые 
была приведена н работе |18] для случая, когда Re >. = 0 и s, >- 1 
(1 ) “h °)- Она также была получена, по существу тем же кос­
венным путем, как результат преобразования Лапласа-Фурье орто­
нормальной системы !Тп(х)||Л, получаемой при ортогонализации на 
(О, -■-«>) более общей, чем у Ердели системы функций х՝*՜ 1}/, 
методом Сасса, дополненным зат?м А. О. Гельфондом [19]. Подроб­
нее об этиК системах речь будет идти в § 2.

[1.5]. По поводу теоремы 1.
При s/ = l (1 S у <1 4՜ °°) утверждение теоремы I является пере­

формулировкой для полуплоскости lmz^>0 и класса Н' давно из. 
цветного результата Такенака [11], установленного им для системы 
{frt (w)]T Мальмквиста-Такенака для области круга D — {ш; |u4\l{ и 
аналитических в D функций из класса Н2 Харди.

В том же случае s( = 1 и 1m >./^>0 (1 у -4- ) теорема 1 со­
держится в работе Ердели [17| и была установлена им применением 
преобразования Лапласа над полной я L2 (0, 4՜ о ) системой Мюнца- 
Сасса |е_,Алг||Г и полученной из соответствующей ортогонализованнои 
им же и полной в L.. (О, 4֊ ՝) системы If,, (x)Jf (подробнее об этой 
системе см. в примечаниях [2.1] и [2.2] к § 2).

В случае, когда но 1m >-/ — 0 (1 у • ос) теорема 1 в
терминах системы, эквивалентной [Фп (х)]Г была доказана в работе 
[18] также применением преобразования Лапласа над полной в 
/-. (0, 4֊ ) обобщенной там же ортогональной системой { ,> (х'К Ер­
дели—Гельфонда (подробнее об этих более общих системах см. в 
примечаниях [2.3] и [2.4| к § 2).

В общем случае, когда s7 1 и 1m 0 (1 у 4- ) приве­
денный нами прямой способ доказательства теоремы 1 существенно 
отличается от предыдущих и публикуется автором впервые.

§ 2. Ортогонализация и замкнутость обобщенной 
системы Мюнца и Сасса

2.1. (а) Пусть |р/]Г (Кер7^>0)— произвольная последователь­
ность комплексных чисел из правой полуплоскости /)՛  (г: Кег . 
Как и в § 1, для любого к (1 <&<4՜ )  через 5  > 1 обозначаем 
кратность появления числа щ на отрезке {р7}  нашей последова­

*
* *

*
тельности.
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С последовательностью чисел мы будем ассоциировать по­
следовательность функций

’*1 Г, е-“1г х’>՜' £Л(0. + • ) (2.1)
и через |7л(д)!*  будем обозначать ортогонализацию на (0, 4- ос) си­
стемы (2.1) по известному методу Грамма—Шмидта.

Итак, мы будем иметь

л»

7Л (х) 7т (х) дх — %т (Л, Л1 - 1, 2,- • • ),

при этом каждая функция 7п(х) является конечной линейной комбина­
цией первых п функций системы (2.1) и однозначно определяется с 
точностью до множителя вида е Л(1тхл — 0).

Эффективная ортогонализация систем вида (2.1) и представление 
функций системы |7л(х)|։т в качестве интегралов Фурье осуществ­
ляется с помощью систем-функций Мальмквиста Такенака. Заметим 
сперва, что система функций

Не рл 7
л-1

(2.2)
г 4- цч

(л =-■ 2, 3, • • •),

является системой Мальмквиста—Такенака ассоциирован-

ной с последовательностью чисел р-/!։՜» где X, = ГЦ/и т. о. 1т К/ = 
= Кен,>0

Теорема 2. При надлежащем выборе множителя е'н для 
функций системы |7л(х))* ։ сарззедлчзо ин-ппрлльчлг представление

е 1x1 <11 = 7л (х), х £ (0, 4- <ю) 
0, X £ (— ос, 0).

(2.3)

Доказательство. Так как, очевидно, ф,4 (?) £ Н ■ , то по тео­
реме Винера — Пэли (В)

Р [Ьл] = 0, х£(-со, 0) (2.4)

и в силу равенства Парсеваля (1.14)— следствия теоремы В, мы по 
лучим

х 4.x
У*Л  (х)7л! (х)«/х = У 0) (О Л=

и - х

= ~ Фл (/) Фт(/) = йдт (л; т — — 1, 2, 3, • • •). (2.5)
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Для завершения доказательства теоремы нам, таким образом, 
остается убедиться в том, что при любом п>1 функция (х) явля­
ется линейной комбинацией совокупности функций е х’;

В самом деле, в силу формулы (1.26') леммы 1 для любого п 1 
будем иметь представление вида

(*4
Спг. 0.

где (с/«}՞ — вполне определенные числа. Следовательно, 
имеем при х £ (0, 4֊ ос)

с/Г

из (2.3)

(2.6)

Однако, по теореме вычетов при х £ (0, 4՜ )

2«е
($/ — 1)! 1

Отсюда и из (2.6) следует требуемое утверждение.
(б) Приведем теперь критерий замкнутости системы (х) ; .
Теорема 3. Для замкнутости в (0, 4՜ ортонормаль­

ной системы (I/(х))Г, или, что то же самое, системы функции 
(е уГх 1՜' )Г, выполнение условия

Ие
1+КГ

(2.7)

необходимо и достаточно.
Доказательство. Поскольку по теореме 2

то в силу теоремы Г (3 ) система {*>  (х)}*  в классе 62 (0, 4՜ и 
система |Ф„ (х)}Г в классе £*  (- , + °°) граничных значений функ­
ций из Н2 обладают одинаковыми свойствами замкнутости. Поэто­
му утверждение теоремы непосредственно следует из теоремы 1.

Считаем не лишним привести здесь и второе, близкое по мстоду 
но независимое от теоремы 1, доказательство этой теоремы.

Необходимость. Как и в теореме 1, если
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то рассмотрим функцию

где /?(г) — функция Бляшке (1.20), ассоциированная с последователь­
ностью комплексных чисел Р֊У}Г, где )■/ =/Н/

Далее, как уже отмечалось п ходе доказательства теоремы 1, 
функция /о (г) - О, но

= 0 (к= 1, 2, ). (28)
Но согласно теореме В (2 ) функция /0(г) допускает представ

ление

(2.9)

где ?0 (/)££, (0, — ) и, очевидно, почти всюду на (0, г ») отлична 
от нуля.

Наконец, из (2.8) и (2.9) следуют равенства

— ։1к/ 5 к — 1
( «о (О е I = о

о \

(& = 1, 2г - )»

- 1
т. е. незамкнутость системы е х }*.

Достаточность. Пусть для некоторой функции/0(х)£ £,((),-1 )

0 {к = 1, 2,- • ). (2.10)

Согласно теореме В С2 ) функция

1г1 е
V

принадлежит классу Н'+, причем в силу условий (2.10)

Аналогично доказательству достаточной части теоремы 1 можно
утверждать, что для любого п(1<1п 4՜ ) функция

п.֊, X — /Н/

аналитична в полуплоскости и также пр инадлежит классу Н
Поэтому вновь по теореме В (2 ) справедливо представление вида
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1/ м (г) Я. ' (2) е“ /л (/)<*,  1&Т \

• См. Примечание [2.5) К теореме

(2.12)

где /п (() ££2(0, - оо), причем, так как при 1т г — О (г)| ------1, то по
равенству Парсеваля

4 *•
|/я(0Р^= С|/?о(х)| = </х = Л/о<4 оо (п = 1, 2,.. ). (2-13)

Но из (2.11) по неравенству Шварца и по (2.12) получим оценку
(Л/ \№

!Л>(*)1  < 1Д,М1 (п=։,2, -). (2.Н)
|4*  1тг I

Наконец, пользуясь оценкой (1.27"), вытекающей из леммы 2,

|&. (-г)! < ехр

о

и переходя к пределу в неравенстве (2.14) при п — 4՜ **»,  в силу усло­
вия (2.7) нашей теоремы, мы получим, что /?о(г)=0, + Но
тогда из (2.11) по равенству Парсеваля

о
(0М = 0.

Следовательно, /0 (х) = 0 почти всюду на полуоси (0, 4- ос), что в 
силу условий (2.10) и означает замкнутость нашей системы.

(в) Приведем переформулировку теоремы 3 для отрезка (0.’)-

Теорема 3. Пусть {«/}’ Ке а,^> — произвольная по­

следовательность комплексных чисел, и для данною к (1^4'<^ т- ) 
— кратность появления числа з*  на отрезке (։/}*•

Тогда для замкнутости в Л, (0,1) системы функций

{и*՛  (1о£ и)г? *)<> (2.1)

или, что то же самое, обобщенной ортонормальной системы 
Ер де ли -Гелъфонда. необходимо и достаточно выпол­

нив условия

(2.15)

Доказательство. Линейное преобразование

8 (х) — Е\/ (и)] = е ! (е“‘ 1
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и его обращение
1

/(и) - Е՜1 [# (*))  и *х( —1о£‘<)

устанавливают взаимно-однозначные соответствия между функциями 
классов А., (0,1) и £։ (0, + ос) с сохранением норм

О

1

(х)Г </х.

Легко видеть также, что для

ак (х) - Е []к (и) | и /к (и) Е 1 [#« (х)] (к = 1, 2)
будем иметь также

31 (х)8г(х) </х. (2.1б>

Да\ее, так как

Ь ■ ֊ । ։
4 ՛ ( 1о£ и)”Г ' = Е֊‘ [е 2 хГ;֊'К А2 (0,1), 

\ (у = 0, 1, 2,-- ),
֊ Ь - 1 I

е хГ’ — Е [«’> (— )о£ и)г> ՝'] £ Л2 (0, оо),

то из общего равенства (2.16) легко следует (как и в теореме Г), что

системы функций (2.Г) и .могут быть замкнуты
соответственно в А, (0,1) и £2 (0, 4՜ °°) только одновременно.

Поэтому, согласно теореме 3, система (2.1) замкнута в /_2 (0,1>
лишь в том случае, когда

(2.15')

Но нетрудно убедиться, что при условии Ие ---- — (1 < у <

— ) имеют место двусторонние оценки

8 <2(1+1*/)
(!</<+ « )•

Поэтому условия (2.15) и (2.15') эквивалентны, и теорема доказана.
(г) В теоремах 3 и 3 в качестве весьма частного случая содер­

жатся следующие хорошо известные утверждения:



Предстаиленяг и замкнутость некоторых ортогональных сист м 463

х
1 Система функций {е хл}ог, или, что то же самое, система 

дг
функций Лаггера (е £л(с)}о замкнута в £2 (0, — ос).

2\ Система степеней {и”)? замкнута в £2 (0,1).
В самом деле, общая система, 'е ’ х'՜1 |/ н случае, когда

Р; = — (1 ■<у <С 4՜ 00) и> тем самым, 5/ =/ (1-Су 4՜ с ) сводится к
х

рассматриваемой — (е .г՞}* . Очевидно, что при этом условие (2.7) 
замкнутости теоремы 3 выполняемо.

Ана^огилно, при =■ у (0 > у<С 4՜ °°) имеем гу = 1 (0<>у<^ -х?) 
и система и 1(1о${ и)'1՜ 1 [о переходит в систему степеней и' * и 
условие (2.14) замкнутости теоремы 3' также выполнется.

Таким образом, замкнутость обеих систем е хл)о и ип <Г в 
Л. (0, 4՜ ) и в А. (0,1), соответственно, следует из теорем 3 и 3 .

Заметим теперь, что в случае, когда |*/=  — ,5/ 1(1 у<С ~ г‘ ).

из формулы (2.2) и из представления (2.3) ортонормальной на (0, ),
системы функций (х)}*  теоремы 2 следует:

<М (0<^с<^+ос, 0 п< ). (2.17)

Убедимся теперь, что для этих функций справедливы формулы
X

> 1 (х) — е (х) (п — 0, 1, 2,• ••),

где {£я (х)}и ортонормальные на (0, ' ) с весом е

(2.18)

полиномы

(2.19)

Действительно, как хорошо известно, справедлива формула (см., 
например, [6], стр. 383)
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и

(5֊ 1?е~лх Ьп (х) дх — Ре з >0, (2.20)
5՞ 1

которую нетрудно получить лишь на основе определения (2.19) по­
линома £Л (х).

Положив здесь 5 = — -) /7 (— оо / < 4՜ с< ), мы получим

откуда по формуле обращения Фурье мы приходим к требуемым со" 
отношениям (2.18).

Отметим, наконец, что заодно по теореме 2 из (2.18) следуют 
формулы ортонормальности системы функций Лаггера

4֊ 30

е—г £я (х) (х) </х — Ъпт (п, т = 0, 1, 2, • • •).

Примечания к § 2

По поводу теоремы 2.
[2.1]. В случае, когда все числа последовательности (15отлич­

ны друг от друга, т. е. когда 5/= 1 (1 <у + со), систему функ­
ций и» (х)}Г впервые в явной форме построил Ердели [17]. В этом 
случае функции этой системы, очевидно, представимы в виде

п
■;п (х) —У с;я е՜^ х (л=1, 2, • •). (1)

Путем прямого вычисления соответствующих определителей
Грамма им были получены явные значения для коэффициентов 'с/п\*  
а именно

_____ л—1 л

Сул= I 2РеНл П (Нг4-Нл)П (Н/—(у =1, 2,--, л). к-.

[2.2]. Несколько позже, в другом частном случае, когда 1т Ц/ = 0, 
5,= 1 (I < у< + оо) эквивалентная с (1л(х)!Г система была построе­
на А. О. Гельфондом [19]. Им была рассмотрена последовательность 
функций Мюнца на отрезке [0,1], ассоциированная с последо­
вательностью чисел
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для которой кратность гц появлени я числа 9*  на отрезке (т; ‘ раи­
на единице. Затем путем явного вычисления решения экстремальной 
задачи Сасса [4], лежащего в основе доказательства известной теоре­
мы Мюнца — Сасса, им по существу было установлено, что квазипо­
линомы

л," («)= I 2з„ +« 1У --------- “2--------
7=о Я„ («/) *я + «у + а + 1

(/г-0, 1, 2,- ), (3)

где
я п

ял (и) = П <ы **). 0* (и) ~ П (и 4 я* + « 4- и (4) 
4=0 >-о

составляют ортонормальную систему на отрезке |0,1 ] с несом и\ т. е.
1

( и’ Р{У (и) Р(^ (и) ди = опт (п; т=0, 1, 2,■ ••). (5)
О

[2.3]. Заметим, что формула (3) может быть записана также в 
виде контурного интеграла

где Сп замкнутый контур, охватывающий все точки .
Простым предельным переходом в (3՜) можно легко убедиться

том, что если

т. е. если, вообще говоря, п, 1 (к > 0), то интеграл (3 ) определяет 
некоторый квазиполином Р'п ' (м) из системы функций и (log w) о, 
причем очевидно, что свойство ортонормальности (5) системы 
Р(, (и) | о при этом сохраняет силу. Отметим, что в менее ком­

пактной записи системы функций вида [н 7 (logи) ' ’ были рас­
смотрены в работе [20] в связи с обобщением известных полиномов 
С. Н. Бернштейна и Хаусдорфа [21]. Отметим также, что интеграль­
ная запись (3') системы |/’Г)(и)|о и возможность снятия ограничения 
г, — 1 (у 0) впервые была указана н работе 118]. Вместе с тем от­
метим, что все приводимые в § 1 указанной работы вычисления, 
имеющие целью заново доказывать формулы ортонормальности (5) си­
стемы Рп’)(м)|о> «а основе их интегральной записи (3 ), как в случае, 
рассмотренном А. О. I ельфондом (г,= 1, 1 у<^ ), так и в об­
щем случае, когда Гу > 1 (1 <у< 4֊ <о), ввиду сказанного выше, ра­
зумеется, излишни.
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[2.4]. Приводимое в теореме 2 представление системы {( я(л)}” 
в общем случае, когда Ие 0 и $? > 1 (1 -С / + 00) впервые бы­

*

1 1 ~
~ + (»/-։ (/ > 1) и । (х) = е Е„\х) (0<п < 4֊ °°).

По поводу теорем 3 и 3'.

[2.6]. Необходимое и достаточное условие

ло предложено в заметке автора [2]. Там же впервые были введены 
целочисленные параметры 15у | , характеризующие кратности чисел 
данной последовательности {.Р-/ и позволяющие ввести единую ну­
мерацию и компактную запись для обеих систем

и (7„(х))Г.

[2.5]. Наконец, отметим, что в последующей работе [22] в слу­
чае комплексных, но отличных друг от друга показателей

способом Сасса Гельфонда были получены аналогичные (3)—(4) и 
(3) —(4) формулы

Е„ (и) = \ 1 + ։ 4-2 Ке а„ V —---- - -------- =--------------
у-о Нп («у) «« + «/ 4֊ а + 1

(6)

для квазиполиномов, ортонормальных на [0,1] в смысле
1

и’ Ел" (и) Ет ' (и) йи = опт (п, т = 0, 1, 2, • • •).
о

(7)

По соображении), приведенному в [2,3] очевидно, что в записи (6 ) 
свойство (7) ортонормальности системы (и)|о сохраняет силу для 

х /р . 1 4- а\
любой последовательности показателей {«у }о ( аУ-^> « )» Т։ е՜ 

если, вообще говоря, г/ >
В заключение укажем еще, что переход от системы :Е1а|(«)!о к 

обобщенной системе Ердели — Гельфонда |7и(х)}Г в общем случае, ко­
гда Ие > 0 и 5/> 1 (1 у<-4-°°), легко осуществить простой за 
меной

(81
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аппроксимируемости непрерывных на отрезке |0, 1) функций 
линомами вида

Я 1

У С) и1 (log и)
J-o

квазипо-

в предположении, что порождающая их последовательность чисел 
|я/}о удовлетворяет условию

О ’0 j ^2 <'՝С ■ ■ * Т-п *

и, таким образом, г} = 1 (1 у <Г ос), впервые было получено Мюн­
цем [231.

Затем в своей работе Сасс [4] дал другое док азателюво теоре 
мы Мюнца, обобщив ее на случай комплексных, но вновь отличных 

друг от друга показателей {л/)о в/т’ е’ когда ^у=1(0< 

. у < 4- ос). При этом теоремы Сасса об аппроксимации линейными 
агрегатами от множества функций и 1՛)*  относились как к классу 
С [0,1] непрерывных на [0,1] функций (при условии а0 — 0. Ре >> 0, 

1 -•= у - со), так и к классу А. (0,1) (при условии Ре ---- — •

0 < у< — ос). Отметим еще, что значительно позже Сасс вновь вер­
нулся к этому кругу вопросов в своей работе [24], распространив 
свой метод, основанный на ресчении экстремальной задачи, на другие 
семейства аппроксимирующих линейных агрегатов от рациональных 
функций.

[2.7]. Винер и Пэли предложили другой метод доказательства 
теорем Мюнца—Сасса и ряда других теорем того же рода [1]. Их 
метод был основан на сведен ии задачи замкнутости к теореме един­
ственности Бляшке для аналитических в круге функций из класса Н2 
Харди, а также на теореме Г. На этом же методе основаны приве­
денные выше доказательства теорем замкнутости. Однако, достаточ­
ность утверждения теоремы устанавливается нами существенно дру­
гим способом, близким доказательству достаточной части теоремы 
1. Отметим, что у них также как и у Мюнца и Сасса, ставилось то, 
же ограничение на последовательность показателей что все они
отличны друг от друга, т. е. что г, — 1 (О-Су < ос). Но для раз­
витого ими метода это ограничение было совершенно лишним, что 
видно хотя бы из приведенного нами второго доказательства тео’ 
ремы 3.

Б случае, когда, вообще говоря, г; > 1, но 1т ау = 0 (0 /<4֊оо), 
как в классе С [0,1], так и н классе £2(0,1) теорема Мюнца-Сасса 
была обобщена в работах [20] и [18] другими способами.

[2.8|. Отметим, что метод Сасса легко применить также и в 
общем случае комплексных показателей когда, вообще говоря.
г, > 1 (О-СЛ^Ч՜00)" В самом деле, прежде всего очевидно, что для 
данного и (0<^ п <С 4՜ пг) среди всех квазиполиномов вида
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п
(u) == V С/ и'1 (log м)г>՜' , 

Л-0
минимум Л/?1 обобщенных функционалов Сасса

1

Л* 1 = ( |<? - 2, (u)|= du (0 <к< + эс) (10)

реализует квазиполином
I л /. ______

2*  (и) — У а'* у Е'"*  (и), а<*>  = ( и*  Е'^ (и) ди (0 ■< у < п), (11)
7-М Л

т. е. л-ый отрезок ряда Фурье функции ик по системе [Е. 
Итак

1

Д/(К) 
л а; М‘ du, (12)

причем из формул (3), а также из представления (6 ) для системы 
функций Е'"' (и)|о очевидно, что числа Л/в*'зА/^  (։0, ®1։-••,«„} не­
прерывно зависят от показателен (а,)*.

Однако, в случае, когда показатели отличны друг от дру­
га, т. е. когда = 1 (0 -С у < ос), как впервые доказал Сасс [4]

Л/*> - (13)

Отсюда ввиду отмеченной непрерывной зависимости Л/'./’’ от парамет­
ров легко заключаем, что формула (13) сохраняет силу и в
общем случае, когда для показателей ’/}о. вообще говоря, г} 1

Но из формулы (13), как у Сасса, во-первых, следует, что для 
справедливости предельных соотношений

lim Л/<*>  = 0 Ц = 0, 1, 2, -.) 
П •*  -Г •

выполнение условия (2.15) теоремы 3՜ необходимо и достаточно. И. 
во-вторых, в силу теоремы Вейерштрасса о замкнутости в /,(0,1) 
системы целых степеней .и*!*  вновь приходим к утверждению этой 
теоремы.

|2.9|. В заключении своей статьи [17] Ердели, не входя в под­
робности, отмечает: „Наиболее интересным является случай равно­
стоящих р. В этом случае 7Я (л) может быть выражено через полино­
мы Якоби“.

Кроме того, хотя в его построении системы |'|Я (х) ? предпола­
галось, что все числа отличны друг от друга (см. примечание к
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теореме 2), далее он пишет: в предельном случае, когда все щ
равны, 7л (х) сводится к полиномам Лаггера".

Оба эти утверждения были детально рассмотрены в работе [18] 
с помощью интегрального представления (3'), приведенного в приме­
чании [2.3] к теореме 2.

§ 3. Ортогонализация и замкнутость обобщенной
системы Винера-Пэли

3.1. (а). Пусть (о/)* произвольная последователь­

ность комплексных чисел и для данного к (0 к 4՜ 00) обозначим 
черезУдл > 1 кратность появления числа а*  на отрезке [зу|*  нашей по­
следовательности.

Введем в рассмотрение последовательность полиномов x0(f) 1,

(т+*)  (I+'■')•՝• (V-+'7) °<К(ЗЛ 1
и с нашей последовательностью чисел (з; [о будем ассоциировать сле­
дующую последовательность квазиполиномов:

(3.2)

Заметим, что в виду условия 1тз,|<^— (0 j < 4֊ ^>), очевид

но, будем иметь

1 {{)е ££»(—оо, 3-ос) (0<у<4-ог). (3.3)
У сп г/

Обозначим далее через {у, (/)}? ортогонализацию на всей оси 
(—оо, 00) с весом 

w (/) ֊՛ (3.4)

последовательности функций (3.2).
Итак, по определению системы функций !?;(/))о мы имеем 

+ -
| Ш (/) рл (/) рл» (/) = ^лт (л; т — 0, 1, 2,• • • ), (3.5)

в*  — эе

причем наши функции ря(М однозначно определятся с точностью д<5 
множителей вида е' Л(1тал — 0).

(6) Эффективное построение и интегральное представление сис­
темы IprtUlJo*  может быть получено прямым путем с помощью систе­
мы функций |7п(х)|*  и ее интегрального представления, установлен­
ного в § 2.
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С этой целью обозначим через !”'л(х)К указанную систему в 
том случае, когда она ассоциирована с последовательностью чисел 
»МДГ, положив

I1/ ~ ехр । _।} (К/'<Т*)

и заметив, что ввиду условия Jim aj мы будем иметь Re

>0(1 </< + 00 )•
Согласно теореме 2 функции системы <%(x) f , ассоциированные 

с последовательностью чисел (exp i}( , имеют интегральное пред­
ставление

(3.6)

(0 < п < 4֊ ).
Докажем теорему.
Теорема 4. Функции системы {?п (1)}и допускают интегралъ

ное представление

а также представление

(0 < п <1 .

(3.8’

п-1
где при п = 0 следует положить [~| = 1.

Доказательство. Положим

?; (0 мн , (х) х ' dx (0 <n< 1- ») (3.9)

и заметим, что в рассматриваемом случае = ехр{э;-։} (1 С/<4- ° ) 
мы имеем <%(л) - 7r> i (л). Поэтому, согласно теореме Б (1 и 2 ), а 
также н силу условий ортонормальности (2.1) нашей системы 
(։”n(v)u == '7,(x))f мы будем иметь:

— w ОТ' • •
( (0 (0 \ । (х) '"in< । (х) dx = о„..։ (3.10)

V — ֊• о
(п; т — 0, 1. 2, • • •),

т. е. система функций (»*(/),?  ортонормальна на всей оси ( зе, г^)-
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Отметим теперь, что в рассматриваемом нами случае, поскольку 
!1/ = ехр | з/-1| (1 >֊,ф оо), очевидно, что кратность s. > 1 появле­
ния числа на отрезке равна кратности появления числа
о*.  ։ на отрезке [ з *~ ։, т. е. мы будем иметь st = pt ։ (1 к о-).

Отметим также, что как было установлено нами в 2.1 (а) при
любом п (1 < п < Т<М функция >(х)является линейной комбинацией 
от совокупности функций е х՝/՜’ ".

Из сказанного выше следует, очевидно, что в нашем случае мы 
•будем иметь

л-*-1  И
/К Л-1 . 9/ P.-I°‘я »։ (х) = 2_ а„ ։. / е х = > Ь,. я ехр — е х х ‘ , (3.11 >

/=■։ /-«
I (0 < п < -г ос),

где 6/. я = «/ I. я i (О п)— вполне определенные постоянные..

Заметим теперь, что поскольку |1ш з |< — > т. е. Reexp |з, > О

то

Ру-3/2+ /г

Поэтому из (3.9) и (3.11), а также н силу определения (3.1) полино­
ма 7/(0/ вытекает, что функция [•’ (О представима в виде суммы

где

Таким образом, функция р’(/) является линейной комбинацией от 

совокупности функций 1(6 е 7 при любом п (0 п < -г > )• 
Следовательно, обозначив 

Рл (О
Л

рл (0= I “ А у л *р ։ - 1

/-О

—it. I е 1 (3.12)

(О < п < -г «

ввиду ортонормальности (3.10) системы рл (0н։ мь։ заключаем, что 
система квазиполиномов (3.12) действительно ортонормальна на всей 
5—47
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оси (—оо, -)֊ со) с весом к՜1 . В силу (3.9) и (3.12)

п риходим к представлению (3.7) теоремы.
Перейдем теперь к установлению второго интегрального пред*  

ставления (3.8) теоремы. С этой целью для данного п (0-^ п < -|- ос) 

выберем числа 0 < е /?<^4 и 0<^а<^ — таким образом, чтобы 

точки нижней полуплоскости {— ге’ч" лежали бы внутри замкнутого 
контура L, («; R), образованного отрезками

ZJ։) (£> Æ) = (arg «’ — — а» ֊

(®; Я) = {arg w = — (- —а); < |ш| 'С /?}.

и соединяющими их концы дугами окружностей

С« (е) = } — (^֊я) < arg w < — а; |w| = е},

С, (Æ) = {—(“ — «) arg w -С — а» |w| = R}.
Заметим далее, что функция

1 п-1 _  • oj
(w) = ---------— |"| - ■ е-^% х£ (0, + оо)

w t I е п , -0 w 4՜ i е 1 . К

аналитична везде в нижней полуплоскости Im w <С 0, кроме отличных 
друг от друга точек {—i где она имеет лишь полюсы и, оче­
видно, при ■ со ■ ’ ■

2Я (w) — О (|w|՜ е 1|<П«'М), х £ (0, -f- ос).

Поэтому, пользуясь теоремой 
трудно убедиться в том, что 
может быть записано также в

Коши, а также леммой Жордана, не­
представление (3.6) функции юя ։ (х) 
виде контурного интеграла

Но поскольку

w — I е 1
w 4֊ i е1

е lxw dw, х^ (0, 4՜ эо)>

(3.6').

min Re (z'w — min |lm w| e sin a 0,

очевидно, что интеграл

Г ~ Г “ /1 \ ” 2 и
i e՝ixw jc dx=r j----- 1- Л 1 (rw) ,

<֊ / 
0

равномерно сходится относительно w £ L, (»; R). 
(3.6') и (3.13) получим для (£( — oo, -h00)՛

*U0, +

Поэтому 'ИЗ

(3.13)

(3.7).



Представление и замкнутость некоторых ортогональных систем 473

■ ՛ р Л — 1 "Z |
, = l кее^ I ___ 1— п W - / е 7 t. 4 Г-"
рл (О —-----------1 . , I | . J (rw) dw.

2* R} w + ' е /-0 U’T 1 е '
(3.14)

Заметим, наконец, что подынтегральная функция в (3.14) при 
_ 1 _ 2.

2 2
|пц —♦ 0 имеет порядок О (|и>| ) и при |то'| -* со—порядок ).
Поэтому последовательными предельными переходами в (3.14). снача­
ла при а —* 4՜ 0, затем при г -*  4՜ 0 и, наконец, когда R — ♦- ос, мы 
приходим к требуемому представлению (3.8) теоремы.

3.2. (а) Отметим, что когда нее числа |з>}п отличны друг от дру­
га, и тем самым, очевидно, будем иметь

Р = 1, (0 = МО = 1 (0</<+®)»
наша система (3.2) перейдет в систему вида е . 

В этом случае систему функций

- I* .( | X 
е '

впервые ввели Винер и Пэли, установившие критерий ее замкнутости 
в /.2 ( о՜, + ао). Приводимая ниже теорема является существенным
обобщением теоремы Винера —Пэли.

Теорема 5. Для замкнутости в /_2 (— -г՝, 4՜ ) ортонормалъ-
I Р/0) Гнои системы —-___ или, что то же самое, системы функции
( I сЬ "Но

выполнение условия

cos (1m ->/) 
och (Re з7)

(3.15)

необходимо к достаточно.
Доказательство. Из формул (3.9) и (3.12) имеем

Г (~ + Н )
р’ (0 =___——-----L Рл (t) = Af [ч։я |] (0 t Л 4 оо),

V к
где |w, (х)|Г = 1ч> (х))Г — ортонормальная на полуоси [О, Т ) си­
стема, ассоциированная с последовательностью комплексных чисел 
(е’' ’}*==  (Rep/>0). Поэтому, согласно теореме > (2°), орто­
нормальные системы |р*  (О1о и {‘°/(■*)  ՛* соответственно в простран­
ствах L2 ( оо, 4֊оо)и£ .(0, со) могут быть замкнутыми только одно- 
временно. Очевидно, что то же самое утверждение справедливо гакже

для систем р/(0 Г
I ch г Н и

{<•>; (х)!Г , так как

ехр [ ֊ /arg Г (у*'՜')  11»; <0 ֊ (0 п < + >•
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Наконец, заметив, что в рассматриваемом нами случае

Re i Re е’> _ 1 со* (Im ’/)
1 + !нл 11’ 1 + <**  2 ch (Re a j)

(° </< + °°)

на основании теоремы 3 мы завершим доказательство нашей теоремы.
(6) Особо остановимся теперь на одном частном, но важном слу­

чае введенной нами выше общей ортонормальной на (— о , 4՜ оо) си-
I МОГстемы —, которую мы получим при специальном ныооре по- 

сЬ т.( ]0

рождающей ее последовательности параметров

Введем в рассмотрение функцию

ш (/; sin <? е- (--20 । _ у е - (»-20 I 

ch
(3.16)

полагая, что значение ?(0<^?<^՜) фиксировано и — о < / < 4֊ со. 
Очевидно, что функция и՛ (/; ф)^>0 экспоненциально убывает при 
|/|—* 4 ОС , при ЭТОМ

«•
sin ф е - <к՜*)  f, 
sin « e՝-f , при

(3.17)
2
2

при / -♦ 4 ° 
/—* — оо.

Обозначим далее через {Рь (/))о систему полиномов, которую 
мы получим 1путем ортогонализации последовательности степеней 

f*  а на (— ՝, - - оо) с весом w (/; ?). При этом мы будем полагать, 
что для любого к (0 < 4 4- 00) у полинома РЙ (/; ?) степени к коэф­
фициент при старшем его члене tk имеет положительный знак, что, 
как известно, обеспечивает единственность всей нашей системы 
(Л(/)}ож. I

Итак, по определению мы будем иметь
-t-

^ш(/, ф) Р„(/; (л; m - 0, 1, 2, - -) (3.18)
— ж

для любого 0<«р<к. I
Полиномы нашей системы допускают интегральное представление. 

А именно, справедлива следующая
7 еорема 6. Для ортонормальных в смысле (3.18) полиномов 

Рп(Р, ?) справедливо интегральное представление

Л (/; <р) = мг[2 1 (1 — / ctg ф>]
е Ln (х) х * dx

о

(п = 0, 1, 2,.. ), (3.191
где Ln(x) — полином Лаггера (2.19).
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Доказательство. Пусть значение 9 (0 т:) фиксировано и

— 1о£ 2 — (О <4-оо). (3.20>

Тогда очевидно, что

Р; = )-^ 1» *р г,\ (/) = \ (0 (0</<+°о)

и, тем самым, в рассматриваемом случае из (3.12) получим

— I — - I г п
₽„(*)  = РЛ(6 Ф) =/- 2"е 3 У6л„ху(0 =

/ /-1

- (т—? ) ' *
= 2"е ‘ ^с/1йР, (321 >

I >=о
притом, очевидно, что совокупность ^коэффициенп ов \Ь/, и (сл я|,’ 
зависят от параметра «.

Далее, в нашем случае из обшей формулы 
при (0, 4- оо)

(3.6) вытекает, что

(х) = ‘»л И (х; ?) =ШЛ I

СО5 ? 4--------.чп ф

е~‘хи ди (л = О, 1, 2,• • •).

Отсюда, после замены переменного интегрирования
5

и = V $։п 1-------соз 9
2

следует
1 »

и поэтому

2
соя ?

<•>/1
( (х э!п 7) V е ду.

Далее, пользуясь представлением (2.17)—(2.18) полиномов Лаггера, мы 
получим
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“>. I (.։։ ») — I ։>п ? ехр (3.22)

Наконец, отсюда в силу формулы (3.7) теоремы 4 приходим к пред*  
ставлению

рл (/; ?) =
51П Э </х =

֊ — (1 — I ф)| X
2 1

О

(3.23)

, ехр
о

Теперь нам необходимо вычислить аргумент старшего коэффи­
циента сп, л в сумме (3.21). С этой целью, заметив, что в силу явно­
го представления (2.19) полиномов Лаггера и ввиду того, что при 
О < ? < ~ и — I* | сг > К |

I ехР

о

֊ — (1 С1£ ®)
2 Л =

= (2՜*  (1— / с!д ?)]

из (3.23) мы будем иметь

Таким образом, в рассматриваемом нами случае (3.20) наряду с общей 
формулой (3.21) для функции (<; ®) имеет место явное представле­
ние в виде суммы (3.24).

Но поскольку по (3.1) у полинома (/) коэффициент при стар­

шем члене (к равен е , то сравнением наших 
(3.24) легко видеть, что в (3.21)

формул (3.21) и

1 1 1 ( * ' .7*  —ф ;
Сп. п = 2Л( 51П ®) е (и = 0, 1, 2, • • •),

т. е_.
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Отсюда и из (3.21) следует, что для полинома степени п

(3.25)

коэффициент дп (f) при старшем члене tn положителен и равен

па֊
(?) = kn. п| = 2" (sin ф) (3.26)

Система полиномов {(Л, (f; ф)}©' ввиду свойства (3.5) системы (О)о - 
- {рл (С ?)|о и формулы (3.25) ортонормальна на (— г, -hoc) уже с 

несом ехр {— (к — 2?) Л (ch к/)՜1 , т. е.

: Q, (<; ?) Qm (t; О di - »„« (n, m = 0, 1.2.--).

(3.27)
Но в силу (3.26) легко видеть, что у полиномов (Л (/; ?) и вообще 
все коэффициенты будут вещественными.

Поэтому, если обозначить

Рп ?)= (sin ф)-1/2 Q„ (t; ?) (и = 0, 1, 2,- • ) (3.28)

и пользоваться определением (3.16) весовой функции «»(/; ф), то из 
(3.27) вытекает, что для {Рп(1; ?) * выполняются условия ортонор­
мальности (3.18).

Наконец, пользуясь соотношениями (3.28), (3.25) и (3.23), мы по­
лучим утверждение (3.19) об интегральном представлении полиномов 
Р„(Г, р)|о*,  ортонормальных на всей оси (— », 4"°°)свесом ш(Л‘ ф).

(в) В рассматриваемом нами случае по (3.20)
cos (Im я ) = sin ф, ch (Re з ) = 5/2 (0 < j < cc).

Поэтому из теоремы 5 о замкнутости общей системы (сЬ "/)
Хря(0}о» в частности, вытекает

Теорема 7. 1°. Ортонормальная на (— °о, + 03) система функ- 
ций {Р «»;(/; ?) Рп({; ф))о замкнута в £,(—<х>, -рос).

2°. Система полиномов Рп (/; ф)|о замкнута в классе Д։ ((— ос, 
+ оо); и» (^; ф) <Н\ функций, для которых

w(t-, ?)|/(01’<л (3.29)

Иначе говоря, положив для любой функции /(/) из этого класса

— ••

w (/; ?)/(’) Р*  ('; (0<fc<+ оо) (3.30)
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И

S. (/;
Л

/) = 2 п (/> л (Г; '-) 

4—0
(0 п < + о)

будем иметь

lim «•(/; ?)]/(/) 5, (f; =0. (3.31)

В заключение отметим, что, как мы увидим в следующем пара­
графе, полученная нами система | Рп (/; ?) о представляет собой спе­
циальный случай более общей системы полиномов Р\' ((•, ?))*,  зави­
сящих кроме (0, г) еще от одного параметра ։£( —1, + а ). Ука­
занные системы, совпадающие с нашей системой лишь при значении
параметра 2=0, были впервые открыты 11оллачеком [5 ] совершен-
но иным методом. Однако, как в его работе, так и в других источни­
ках ([6], [25]), где полностью приводятся формулировки его резуль­
татов, не содержится одного из важнейших свойств ’этих полиномов, 
установленного нами в теореме 6.

§ 4. Система полиномов Поллачека и родственные 
системы для полуоси (0, 4- сс)|

4.1. В § 3 система \Рп(!‘, ф)!/, во-первых, была получена рас­
смотрением весьма частного случая другой системы {ря(О}”> когда 
порождающая ее последовательность параметров была выбрана 
нами специальным образом (3.20).

Во-вторых, уже на основе общих интегральных представлений 
теоремы 5 той же системы уп (/) о мы естественным путем пришли к 
теореме боб интегральном представлении нашей системы | Рп (/; <р )|и . 
Таким образом, лишь этим путем в теореме 6 было установлено, что по­
линомы \Рп (/; р);*  могут быть порождены также в результате’интег •

- V) X
ра чьчого’преобрдзэванил Меллин 1 над системой функций]^ 

^■»(х);“ также, очевидно, ортонормальной на (0, 4֊ о°).
Предлагаемый нами в данном параграфе метод построения общей 

ортонормальной системы Поллачека Р\" (1; ф)|о°, зависящей от двух 
параметров (0, я) и я (— 1, 4*  ), основан уже именно на прямом
применении преобразования Меллина над системой функций

-/ Ctg f)jT L. ।
|e ' x ‘ Ц” (x) |,T, (4.1)

где 1 lx)| * — обобщенные полиномы Лаггера.
(а) Обобщенные полиномы Лаггера, как хорошо известно, опре­

деляются посредством формул*

Теория полиномов Лаггера, а таг же других ортогональных систем полино­
мов. наиболее полно изложены к монографиях Г. Сегё |6|, G. Sansone (26]’
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£<•> ։х) «в 1, /_■•> (х) = <—- {х-- е֊'} (1 <п< + сс) (4.2)
п: 4хч

для любого значения параметра ։£( 1. + ^). {Кроме того, они ор­
тогональны на (0, +> <х>) с весом вида е”'х*  ‘для ^любого значения 
параметра а — 1

о

(п; т = 0, 1, 2». • •

допускают явное представление

V/ 1? П1 {-а 4֊ г։) *

(4.3 >

(0<"< + ог)(4.2>

и очевидно также, что £'4и(х) = Ая(х) (0 < п < -р )•

Далее, наряду с системой е ‘£,.(.т)’Г система 
функций Лаиера

обобщенных

(4.4)

также замкнута в (0, - оо).
Приведем одно из простейших доказательств этого известного 

утверждения.
Пусть для некоторой функции /О(0 £ £2 (0, 4- )

о
Ввиду формул (4.3) эти равенства эквивалентны следующим:

2 2
е х с/х = О

о
Отск>да после замены переменного интегрирования получим

(4.5Р

Це

Но теперь уже равенства (4.5) эквивалентны следующим:

о

(4.5>>

о

ч

а

2 2
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X
Поэтому из замкнутости системы функций Лаггера [е Ьп (х)|о вы­
текает, что почти всюду на (0, 4՜ го), Ло (/) Д (/) = 0, т. е. замкну­
тость системы (4.1).

(б) Заметив, что при любых значениях параметров а (; (— 1, 4" 00) 
и ® £ (0, к)

- ?)< ’г

1„ (х; Т) = . 1™ (х) £ А, (0. + ®) (0 < п < + ®),

введем в рассмотрение последовательность функций (/; ©)}* —их 
преобразований Меллина

2'4 (/; <р) = М [/„] =

о 

Лемма 3. 1 . Система 
— х>, 4՜ °°) и ортогональна

(0 < п < 4՜ го). (4.6)

функций 
на (— оо,

2<4(С ф)|*  замкнута в
4՜ о), причем

С 2<.> (<; т) он, (,. ?) л= Г (I±Л П)

J I (1 4- п)— «
(п; т — 0, 1, 2, • )- (4.7)

где

2°. Функция 2(я’* (/; ф) представима в следующем виде:

2<-> (С Ф) = [2՜' ?>] Ц*՝  «! •?). (4.8)
| 2*̂

(2 Я1п ф)‘ Г (1 + « + л) ‘ 
А:! (л — А)! 1՝ (14՜ а 4- £)

(4.9)

Доказательство. 1э. Ввиду свойств замкнутости и формул 
ортогональности (4.3) системы функций Лаггера’(4.4), имеющих место, 
очевидно, и для системы {^։* ('; , наши утверждения непосред­
ственно следуют из теорем Б и Г (2°).

2 . Заметив, ЧТО
/» “2_(|“/с։йт)
I е т </т =

о

= |2 1 (1- / С1£ ?)] Г
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ИЗ представления (4.3) полинома И*' (х) легко получим представление 
(4.8)—(4.9) леммы.

(в) Теперь введем в рассмотрение последовательность полино­
мов (х^։ (Г))о

(С = ։. 4”(0= П —- + и) (0 < *<  -«>).

заметив, что
Сг д

(0 = е Ц"’ (!) (!<*<+«),  
где ।

4» (/)■ 1, *<;>(*)  = |~| 6-;2у—J ) (!<*<;  + <»)

(4.10>

(4.10’)

(4.11)

— полином степени к со старшим коэффициентом при /*,  равным еди­
нице.

Но тогда в силу формул

а также (4.10') и (4.11), функцию (4.9) леммы 3 
также в виде

(О <t< + х>), 

мы можем записать*

где

U1,!' ('; ?) = (4.9')

п

?) = V <2sin ?)*  —
k »0

Г (1 4֊ я ֊4֊ д)
С. (п— Аг)!

е1 <"֊*>  ’ Л, (/) (4.9')

— полином степени п с положительным старшим коэффициентом, 
равным (2 sin ®)л (Г (1 4֊ х + п)/Г (1 4՜ п).

Лемма 4. Система полиномов {/??’«; ф)}с՜ ортогональна на
1 — о, 4՜ °°)> при чем

(2 sin ф)" ՛ т) Л" (/; *)  л=

= Г VЛ * я) г-" (n; m = 0, 1, (4.11)
Г(1 + п)

Доказательство. Согласно формулам ортогональности (4.7)՛ 
леммы 3

-։ ”1/Г' ПГП
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откуда ввиду (4.9) и (4.10) получим требуемые соотношения (4.11), 
если учтем то обстоятельство, что будучи с несом ортогональными, 
полиномы ?)}• , наряду со старшими должны иметь только ве­
щественные коэффициенты.

(г) Введем теперь в рассмотрение функцию

(sin ?)’ ’

(4.12)

предполагая, что?£(0, и 1, 4- ) —произвольные параметры.
Пользуясь формулой Стирлинга нетрудно убедиться в том, что при

log w(։) (/; ?) — — С± (г; a) (4.13)

притом значения постоянных С+ (?; ®)^>0 и С- (?; я)^>0 могут быть 
записаны в явной форме.

Следуя Поллачеку, обозначим через (<; ®)}о систему поли 
номов, являющуюся результатом ортогонализации с несом и»1՛* (/; ?) 
на (— оо, ֊4֊ оо) последовательности степенен аргумента по из­
вестному методу Грамма-Шмидта, с условиями нормировки

rjnm (4.14)

Как хорошо известно, если предположить еще, что при любом 1с (0.4 
оо) у полинома Р1^ (/; ф) коэффициент при старшем его чле­

не имеет положительный знак, то тогда наша система определится 
единственным образом.

Докажем теперь теорему об интегральном представлении поли­
номов Поллачека.

Теорема 8. Полиномы Р1̂  (/; ф) допускают интегральное
представление в виде

(Г, *)  =

[2՜1 (1 - Z ctg ?)] ‘ 
Г +.<)

- ^(։ -I 0 * V՜ * И
П’>(х)*  dx (4.15) 

(п = 0, 1,2,-),

где (х) — обобщенный полином Лаггера (4.1).
Доказательство. Во-первых, убедимся в том, что полиномы 

Поллачека допускают явное представление вида

1>)= ֊4=*!. ” (/; ?) =
I 2'
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Г (1 4- а 4- д) " /л £ е1
= й֊ 3 (2 т)‘ птт-тр 4” ?>■ (416)

Действительно, пользуясь обозначением (4.12) весовой функции 
(С ср), формулы (4.11) леммы 4 запишутся именно в виде (4.14), и, 

кроме того, коэффициент при старшей степени Г у полинома Р,'։’ (/; *)  
имеет положительный знак.

Во-вторых, из соотношений и формул (4 16), (4.9) и (4.8) выте­
кает представление (4.15) теоремы.

Приведем теперь теорему о замкнутости.
1 еоррма 9. 1 . Система функций || ш|։) (/; ф) Р՝Г1' (/; ф)!о° 

замкнута и (— оо, 4՜ оо).
2 . Система полиномов |Р^’’ (/: т)}и замкнута в классе Ь, (— 

4֊ оо); ц?’’1 (/; ф) <7/ функций, для которых

(4.17)

Иначе говоря, для любой функции f (/) из указанною класса, по­
ложив

I Г (1 4- 11/2 Ггл 1 (т; ф) / (т) р;’> (х;
I I (1 4՜ ։ t к I ) J

(4.18)

(0<Zr< 4֊
и

(/; /) - S (/)
А —О

Г(1 ^-к)\
Г(14֊а + ^)

?) (О < п<

будем иметь
4՜ *е

lim f w'4 (/; ?) |/ (О- S<’> (/; /)|» Л = 0. (4.19)

— ее

Доказательство. Оба утверждения непосредственно следуют 
из леммы 3 (Г) на основании введенных нами в последующем изло­
жении обозначений (4.8), (4.9), (4.9 ), а затем (4.12) и (4.16).

В заключение этого пункта отметим, что сопоставляя, например, 
теоремы 6 и 8, легко видеть, что система полиномов [Рп (/; ?)!ох, по­
строенная в § 3, и система Поллачека при значении параметра а = О, 
т. е. система ?)1*  просто тождественны.

4.2. (а) Установим теперь формулу типа Радрига для полиномов 
1^>е; ?))."•

Из самого определения (4.2) обобщенных полиномов Лаггера 
(х)}“ следует представление
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х С: (0. та)(0<п<^ г о ), (4.20)

где I (х) — произвольный замкнутый контур, охватывающий точку х 
и лежащий в полуплоскости ке С > 0, а Ся+* — главная ветвь этой, 
вообще говоря, многозначной функции.

Заменой переменного = (1/2 4֊ и») х формулу (4.20) можно запи­
сать также в виде

где за контур Ср можно брать любую окружность |и» — 1/2| — р 1/2. 
Из (4.20 ) имеем

(1.- 4 с!ц <) X т+"
(х) X =

(4.21)

при этом замена порядка интегрирования, как легко видеть, допусти­
ма ввиду того, что

Далее, поскольку

ке -Ь —<^2 ? и) £ Сь,

то справедлина формула

(4.22)
На основании интегрального представления (4.15) теоремы 8 и в 

силу формул (4.21)—(4.22) мы приходим к следующей теореме.
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Теорема 10. Для полиномов (^: г)|о имеет место пред­
ставление

т4"
») = ем, Р ' (1 - / си ?)]

(4.23)

где р^(0, 1/2) любое
(6) Установим теперь формулу Ф. Поллачека для производящей

функции
-а (4.24)

л=0

системы \г՝п ՛ и; ?/]о .
Теорема 11. При И

(/, х; ?) = (!— ге'? ) (1֊
(4.25)

Доказательство. Заметим сначала, что

2
при ш —

Поэтому при условии и» £ С
п

2
и»------

2
г

л «0 и»

притом ряд снова будет ранномерно сходящимся относительно обеих 
переменных и’ и г на каждом компакте из областей их изменения.

Отсюда ввиду (4.23) получим следующее представление для про­
изводящей функции

[2՜1 (1 — / с(к ?)] 
2г/

(4.26)
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Однако, в замкнутом круге а>------
2

1— мы имеем
2

а»
31П ;

Поэтому подынтегральная функция н (4.26) однозначна и аналитична 
и круге |а՛ — 1 2] % р, кроме единственной особой точки — полюса пер­
вого порядка в точке а»о = (1 -4֊ ге‘')/2 (I,— ге/?). Впрочем то обстоя- 

тельство, что точка а»0 при условии |х| — лежит внутри окруж­

ности С- очевидно, так как при р < 1
2

I«',֊ 1/2| — |хе|; (1

Но простым подсчетом получим

Иез
V = а- (1—ге4)— 1/2 (1 4֊ ге1՝)

(а*0 4- 1/2),(ш0 — у)______
1 — те* 9

(1 — ге7֊)(1 — ге ~1 ’)
14֊«

[2՜1 (1 — / с1я <р)] 2

откуда и из (4.26՝ следует формула (4.25), но пока при условии

Наконец, так как сама произ вод яйца я функция С(в) (/, г; ф) ана­
литична во всем единичном круге, то очевидно, что и разложение 
(4.24) в степенной ряд справедливо не только при |г|^й.2р/3, но и 
при |г|<1.

(в) Приведем теперь рекуррентные соотношения для системы 
полиномов, также установленные Ф. Поллачеком.

Теорема 12. Для системы полиномов ?))о° имеют
место рейху ррентные у равнени я

п Р'„" (Л ?) - {(2л + ։ - 1) сое + 2) ։)г. Ф) Р£, (Г, »)+■

+ (п + = -1) /’!•>։(); ») = 0 (,1 = 1, 2, 3,-. ), (4.27)

где следует поломить Р^_\ (/; ?)=0, (/; <р) — 1.
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Доказательство. Из явного выражения (4.25) производящей 
функции G(,) (/; z; системы непосредственно следует, что справед­
ливо тождество

(1—2z cos г H-z2) --— = {(1 -a) cos ?4-2f sin ? — (1 -p a) z}G H). 
dz

Подставляя сюда значения
X

G(a) _ V />(«) (/; (p) 

г-О

dG<" и ------
ОО

Л«-1 P^(t; ?)

и приравнивая коэффициенты при гп 1 в обеих частях полученного 
таким образом тождества для степенных рядов, мы приходим к соот­
ношениям (4.27). Прн этом, Р^> (/; ®)=1, что следует, например, из 
(4.24) (4.25) и поэтому мы должны положить Р^\ (/: <р)=0.

4.3. Перейдем теперь к теории родственных с Р̂((;  ?)  сис-* *
тем полиномов для полуоси (0, 4“ со).

(а) Из явного выражения (4.25) производящей функции«^’V, z; ?)
следует, что справедливо тождество

G(։) (— t, — z; " — ?) = G^> (/, г\ ?).

Подставляя сюда значения этих функций из (4.24) и приравнивая 
коэффициенты прч гп в обеих степенных рядах, мы приходим к тож­
дествам

*-?) = (-!)’ Р"> (Л ?) (п=-0, 1, 2,.. ).

Отсюда при/® = "/2, в частности, вытекает

и, следовательно, можно утверждать, что

(։•), ('. ֊) =(/։)(n=0՛ ։■2-• • ■ >. (4.2»)

где Д<°) (х) и В^ (х) — полиномы степени п с положительным стар
шим коэффициентом.

Докажем теперь теорему.
Теорема 13. 1 . Системы полиномов (01© м 

ортонормальны на полуоси (0, — °с) в смысле
{В™ (W

[w<’>(t) 4I-' (/) (t) df=

о

(л; m = 0, 1, 2,• • •),

(4.29)

где

(4.29')

6 — 47
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=

и

где

Г(2п +2)
Г)пт (я՜, т — О,

(4.30)
О

= — (4.30')

2 . Справедливы интегральные представления

(я — О, 1, 2,- • •),

(4.32)
{п = О, 1, 2,- • •).

Доказательство. 1 . Согласно (4.12) и (4.14)

г*пт (п; т-0, 1, 2, • • •).Г (1 4-д 4- п) 
г (1 -ГП)

Отсюда, ввиду определения (4.28) систем полиномов (01 о*  и 
{2^։| (О/о следует наше утверждение.

2 . Интегральные представления наших систем непосредственно
вытекают из теоремы 8 в силу их определений (4.28).

(б) Теперь введем в рассмотрение производящие функции наших
систем Ж ОО

(I, г)= 2 Г 4'« (П и Св’> (/, г) = V г- В<» (/). (4.33)
Л=0 я=0

Теорема 14. При любом я£(—1, 4֊ оо)
14*  I «гу*

г) = -’֊(1 + ։) 7 |(1-/Г'7)2"/Т+ (! (-,| Т)г"~|,

С'в" <Л --)■-" (1+г) !(1-Н’1 -7' -ОН) г)"').
2 ) /г

(4.34)
Доказательство. В силу определения (4.28) наших полино­

мов из (4.24) и (4.25), заменив / на | I и положив г — “ 2, мы по­
лучим при |г|< 1
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□ь х
= V А? (/) 4- ) 7՜ 2 (/), 0 < I < -Г СП. (4.35 )

Л-о д»о
Заменив здесь х на — г, при [г«! имеем также

(1Чг) *
00 «с

= V 22*  Д<М (/) - V 7 V г-к ^ (/), О <7 < + ОО. (4.35")
Л-0 Л-0

Наконец, заменив в (4.35') и (4.35") г на /г, и затем сложе­
нием и вычитанием полученных таким образом тождеств мы приходим 
к формулам (4.34) теоремы.

(в) Теорема 15. Справедливы рекуррентные формулы

2k (2k - 1) л<;> (0 4- [8Р+4А: (а-3) - За + 5-4/] Д<’2, (,)4

4 (2Н ։֊ 2)(2к 4- * ֊ 3) АV,(0= о (4.35

(н=0, 1, 2,- ■),

2k (2k 4֊ 1) В^ (/) 4- [8Z4 4֊ 4к (я ֊ 1)- а + 1 - 4/] (О ֊

4-(2^4-а_1)(2^-|֊а_2)Д(«2 (0 = 0 (л=0, 1, 2,--), (4.37)-
где следует положить

л<®> (о = (0= о, д;;> (0 = ъ ву (*՝,  = 2.
Доказательство. Запишем рекуррентную формулу (4.27) 

теоремы 12 для значения параметра ? —~/2, заменив в ней / на | /

(4.27')
(п=0, 1, 2, •••).

Теперь, заметив, что согласно (4.28)

-4г’0)=«;|( | у)и 1 7 — )

(к = 0, 1, 2,--) (4.28 )

из (4.27’) соответственно положив п = 2к, п = 2 (к — 1), п = 2к + 1 и 
л = 2к — 1 приходим к следующим соотношениям:

2М'е-1 (о - 2t в<’2, (0 + (2*  + «-П 3f2,(O = 0, (4.38)
У2к -2) (/) - 2t (/) + (2к + п-3) 3</2։ (0= о, (4.39)

(2Jt+1) (П-2А^ (?) + (2к + «) в<՝2, (0 =0, (4.40)

(24-1) 51-2, (0 - 2ЛЙ, (/)+ (2к + Д-2) ВГ2։<0 = 0- <4-41>
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Но из (4.38) и (4.39) находим значения

з.-'(0= ֊42*  л՛’(г)+(•«+>-։) (О}.

В.-НО = .֊■ 1(2*  - 2) <2, (0 + (2*  +«- 3) >Н’2։ (0|.

Подставляя эти значения в (4.41) после надлежащей (Группировки его 
членов приходим к формулам (4.36).

Аналогично из (4.40) и (4.41) находим

Л';1 (0 = -1 |(24.+ 1) В? Щ+Рк + ։) ЯД (01,

л«,«) = ֊>*  - ։> м + (2*  +«- 2) В[Ч2«)}

и подстановкой в (4.38) после необходимых упрощений получим фор­
мулу (4.37).

Наконец, ввиду того,

(4.28) имеем и

что Р{'\ । С — ) 
"1\ 2 /

(/) 0.

=;о, р<” из

Далее, из соотношений (4.38) и (4.40), положив к =0, мы полу­
чим еще (/) = 0 и (0— 2-

(г) В заключение докажем теорему о замкнутости наших систем.
Теорема 16. Системы функций

!> Ля”и);„։и|!Гш<” (х)՜ (•г)}“”

замкнуты в А2(0, 4֊ ое).
Доказательство. Из теоремы 9 при = к/2, в частности, 

следует, что система |) иг(а) (/; к/2) Р1” (х; к/2}ох замкнута в £>(—<», 
4՜ ос), где по (4.12)

(«)и> (4.42)

очевидно является четной функцией на всей оси — оо <^х 4՜ 00•
Далее, поскольку согласно (4.28) полиномы {Р$ (х; к/2)}о. и 

।. 1 (л; "2 ) Т, соответственно, четной и нечетной степени, то лег­
ко видеть, что системы функций

) I «,<•> (х; ֊/2) " I И»|։)(х;«/2) (*!  ’=/2»՞
\ 2 /1 о

замкнуты в отдельности, соответственно, в классах четных и не­
четных функций из ос, 4֊ о՜).

Пусть теперь Р(х)£А, (0, I- ^). Определим на всей оси (— оо, 
4-0°) две функции — четную и нечетную, соответственно, положив
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А (/) =

լ
է' Р (<*),  է С (0, + х)

1

± и2 л՝«-), <е(֊«, о»

и заметив при этом, что / (է)ՀԼ2 (— ' , + со), поскольку

1Л (О1’Л =
4 «

|| \Г(х)\֊с1х.
V
о

Отметим далее, что в силу (4.29'), (4.30') и (4.44)

то(в> (/; к/2) = ш(։’> (/2) |/| - (/) |И՜’ , —по <7< -4- оо и при­
нимая во внимание формулы (4.28), будем иметь

14.43')

и аналогично

(4.43")

для произвольных значений коэффициентов {ал}£ и (6»),'}’
Наконец, поскольку нижние грани интегралов, стоящих в левых 

частях (4.43 ) и (4.43 ) равны нулю, то теорема доказана.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 29.XI.1979

1Г. 1Г. £РРИС31Щ Որոշ огрп<|пйиц սիստեմների ներկայացման և փակությսւն մաոիև 
/ ամփոփում)

Ինչպես չավ հ այտնի է (տես [1], ղ1 2-րդ), փակոլթյան և սրթոդոնայոլթյան հատկոլ. 
թյոլններր մնում են ինվարիանտ ամրողք Լշ տարածոլՀյան այնպիսի ձևափոխությունների ծա- 
մանակ, որոնց դեպքում պահպանվում < ցանկացա» ֆո.Ակցիայի մոդույի քառակուսու ին- 
տեզրալր ’

Ներկա հոցվածր նվիրված կ անաչիտիկ ֆունկցիաների մի քանի սիստեմների ներկայաց­

ման և փակուք/յան հարցերի ուսումն ա սիրոէթ յանր նշված մոտեցմամր:
Հատկապես, այդ եղանակի սդնոլքէյամր այստեղ շարադրվում են Հեղինակի մի քանի ար- 

դյունքներր, որոնք հրապարակված են եղեչ աոանց ապացույցի նրա երկու վաղ Հոդվածնե­

րում [2/, (3]։
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Р-цЬ rjpuiLffij JftLbnijL itjUjbwlfnil ^puirjpifnnl ItL UwL ШЦ J ft pwLft i/uj>

4kJ/> wpqjfit bpliLp, t/UjpUJlfnpfb UJtf LLwphq ълиЪплр AL Ш If h p Uf П i tJU L p fl if , IF fntLg-

l^Utuuft qwuwtfwb pLnpi.jf,9 (pj. fi J) ь 4Lptu>grшА ''/пцш'Щ1 u/pqj nibpULpnif UJtfpnqf fpui- 

IjwL u/nwliqj fl *fpw  If^fl bbplftUjntPjUidp OpflnqnUwf p Ш q J шЬ q Ш iiUL p ft Juiufb l^])9

l(tipfU/4/Lu, лр UJJI \ L qflU UJ IfL L fl ftll Uf Ш UI If iU Ь П q UI ft q J Л |Ь рЪ L p ft UlUlWgfHlffiltpp, UIJU’

utbq uupUl qptfwé LU 'ftJLuilfUjUnttf q quJ [ fin p LL lüjf L q tub Ш IfU Lp П if t

M. M. DJRBASHÎAN. Representation and closedness oj some orthogonal 
systems (summary)

It is well khown (| I |, chapter II) that the closedness and orthogonality pro­
perties ar« invariant with respect to any linear map of £3 in itself, provided the 
modul square integral of each function is preserved.

The paper is devoted to further systematic applications of this approach to the 
study of the questions of representation and of closedness of a number of analytic 
functions systems. A number of results announced earlier (|2|, |3I) without proofs is 
presented from this point of view. A number of other results ranging from the clas­
sical Muntz Sass theorem (|l|, |1|) to the results of Pollatcheck on polynoms which 
are weighted—orthogonal on real axis are also presented from the same standpoint. 
The results of other authers are proved in the paper mainly by different methods.

/
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