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РАСЩЕПЛЕНИЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ 
МНОГОТЕМПОВОЙ СИСТЕМЫ

1 . Рассматривается р-темповая система л-го порядка, представ­
ленная уранением

д( . (1-1)

где /7 = сПа2 (р։ Ъ Е„„ •••, р, ЕПр); (/= 1 р)-целые 
числа такие, что !12 ^>• • • ^> Рр 0; — единичные ^матрицы по
рядков П) (у — 1,---, р), А" (/, е)— квадратная матрица н-го порядка; 
х и - — столбцовые матрицы типа л .< 1; а—положительный параметр. 
Матрица А'’ определена на интервале / = [/0, Г|, Т > /0, а ->—в об­
ласти / X и X (У—некоторая облает։» ла-мерного пространства 
координат—компонентов столбцовой матрицы и, 2= }с:е С %}.

Предполагается, что матрица Л°(£, е) голоморфна по обеим пе­
ременным в области /Х~ и имеет асимптотическое разложение

А^, г) = .4 (/) (1.2)

равномерное на /, а © голоморфна по £ и удовлетворяет условиям 
существования и единственности решения задачи Коши в области 
1X и X 2.

Система (1.1) имеет в своем составе уравнения с полюсами раз­
ных порядков, что определяет разнотемповый характер изменения фа­
зовых координат в окрестности точки £ — 0 и вызывает определен­
ные трудности при построении асимптотических разложений этих ко­
ординат.

В литературе подробно изучена однотемповая линейная система 
вида

Е*

(И
= А (Л £) у (1.3)

(см., например, [1,3—5].
Систему (1.1), как и любую линейную систему, можно записать 

в виде (1.3), если положение и порядок полюса не зависит от /. По­
казатель степени Л является при этом максимальным порядком полю­
сов, имеющих место в л скалярных уравнениях, составляющих систему.
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Однако при вынесении в качестве множителя наибольшей отри­
цательной степени £ из матрицы коэффициентов уравнений уничто­
жается именно те свойства системы, которые важны в теории сингу­
лярных возмущений, так как члены, которые оказывают решающее 
влияние на асимптоти* есксе поведение решения при £ —♦ 0 могут стать 
малыми при умножении их на положительную степень ։.

Методы построения асимптотических разложений решений систем 
вида (1.3) непосредственно не переносятся на систему вида (1.1), вслед­
ствие глав։ ым образом того, что матрица в противоположность 
скалярному множителю ел не коммутирует с другими матрицами, кро­
ме весьма специального класса матриц. В связи с этим разработка ме* 
тодсв асимптотического интегрирования непосредственно для систем ви­
да (1.1) с учетом их специфики представляется целесообразным. Реше­
ние многих задач связанных с рассмотрением многотемгювых систем ни- 
да (1.1) значительно упрсстртся, если с помощью подходящего преобра­
зован» я привести ее к расщепленной системе, состоящей из однотем­
повых подсистем, каждая из которых содержит уже только уравнения 
с полюсами одного и того же порядка. С помощью такого преобразо­
вания исходная задача по сути дела расщепляется на систему задач с 
меныгим числсм переменных в каждой и так, что в каждой задаче 
все уравнения имеют полюсы одного и того же порядка, что позво­
ляет далее воспользоваться методами, разработанными для однотем­
повых систем (1.3).

В работе [1| в предположении, что р— 1 миноров матрицы сис- 
• к

темы (1.1) при г - 0, образованных первыми пг (1с — 1, 2, • • • ,р — 1) 

строках и и столбцами, не обращаются в нуль на /, указан один спо­
соб расщепления системы с последовательным выделением однотемпо­
вых подсистем. При этом для выделения каждой однотемповой под­
системы используются два преобразования специального вида, с по­
мощью которых матрица системы сначала приводится к блочно-тре­
угольному виду, а затем—к квазидиагональному.

Ниже предлагается другой, более непосредственный путь рас­
щепления многотемповой системы на однотемповые подсистемы, осно­
ванный на изложенном в [21 методе асимптотического расщепления 
содержащих параметр линейных систем общего вида.

Отметим, что однотемповые системы принадлежат уже к относи­
тельно хорошо изученному классу систем дифференциальных уравне­
ний с параметром. См. по этому поводу, например, уже цитированные 
выше работы [1,3- 5], снабженные довольно подробными библиогра­
фиями.

2 . Система (1.1) может быть представлена в форме

дх
сП

У А0 (/, е) х -ф Е“> (/, и, £), (2-1)
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где
£‘,( - <Й«։ , г£„р).

В соответствии с квазидиагонал иной структурой матрицы Е"> 
введем блочное разбиение столбцов матриц х, & и квадратных мат­
риц А (/) и Д‘*> (0 — коэффициентов разложения матрицы А1'((, е):

х (ДГг )/ 1,- • р » ? — ( ?( )/—I, . р । Д — ( Д// )/, у — I, р ,

Д<»> = (Д(^

Здесь X! и —матрицы типа л, XI, а Д/, и А'*'—матрицы 
па л/ X Л/.

В дальнейшем используются еше следующие обозначения:

ти-

Матрица линейной части уравнения (2.11 такова, что 
До (/, 0) = Д։ (/).

Пусть матрица А (/) на / у довлетноряет условию

(2.2)

Покажем, что при условии (2.2) формальное
(2.1) может быть представлено в виде

решение уравнения

х = Л։ (/, е) //, 4- К., (/, г) у2.

г де у1 и у,— решения векторно-матричных уравнений

=3,(60./, + м, МЙ" Ь а/

с//

(2.3)

(2.4)

(2.5)

а Л\, К», Л։, А2, Л/1։ М, — матрицы типа соответственно п X п։, п < 
Х(л- Л|), л։ X Л;, (л — л։) X (л — л։), л։ X л, (л — л.) л, представ­
ленные формальными рядами
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А, (/, ։) « У ? А!*1 (/), Л.
*-֊ о 4 «о

(2.6)

М,(1

Подставляя (2-3) — (2.5) в (2.1) и приравнивая коэффициенты при 
уь и ф имеем

-*■ — Н

ЕЧ'АЩ. в) К, (I, е) = К.(), 0 Л. <6 е) +։1“—’ (/, ։), ==1.2, (2.7)
Л

Вжж 2

2 к.м,
э •• 1

Условие тождественного относительно е выполнения 
ний (2.7) приводит к равенствам

Л։ £1°1 = К101 АН,
Ла К1Ч = А1*1 Л1о1 - АН ЛН) = £Н*-<1> 

• 3 0 3 в.? з г
где

/;|*֊н - а։*- о ЛП1 4-------}֊ А>ч л։*-’| —

(2.8)

соотноше-

(2.9)

(2.10)

— л <ч к]»-’! — л;2* к;*֊2---- --  л<*> л'։՛՛։.
при к =1, 2,- ♦ •, р1 — р2— 1;

/?Н Л — АТ-О ЛИР 4 ... л ГП1 лк-ч — 3 9 9 ‘зз

֊֊ Л<։‘ — Л'֊> ЛЧА-21----------- л<*> ам _

-- Ж К^՜1» М— Л.?^ А|А~И’+”»՜ И — ... — Д'*֊-։». м*г) А1"1 * з 2 з 2 * з
при к ~ И։ ֊ 11.., Г։ — к. + 1, • - •, 14 - На ֊ 1; 

А1А~’1 Л1’1 4-.......... ХС(»1 —
3 3 3 1 © 3

- Л‘։> А^֊Ч — Л',2’ ------------Л<*> №4-

• • • — Л., >*.։ — Л'ч А[*-'1‘+>,»-ч---------- Л’4՜։՛. ► ‘0* • з 2 з Р з •
• • • —Ар > — Л(|) - ч------ — А(к-"՝^Р ’ Л1°։' ’ р а р *9 •

при к = Рх —иг, Р։ — |1р 4֊ ?х-1;
£}Н л = А1‘ И Л1Ч . . . }_ А'Ч Л1*-Ч -

- л(։) л«А-ч - л;21 2։------ л<*> к'|(’1 —I я 13 13
֊֊ Л2 А|эА->«+’*’1 — Л',1’ Ау-^'^’-Ч— ... _ Л’*-»4»*^ Л'10| -и ^к\к՜ 1,1 

а/
при к = 14, р. 4- 1, 14 4- 2,-...
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Построе ние К' и Л|и* в 9 9

Собственные значения X, (з — 1, 2,•• •, л) матрицы Аг (/) разби­
ваются на две непересекающиеся на / группы, в одну из которых вхо” 
дят л։ собственных значений матрицы (порядка л։ и невырожден­
ной в силу условия (2.2)), а н другую —л л1 равных нулю собствен­
ных значений матрицы Ах. Этим двум группам 'собственных значений 
матрицы А, соответствует дна подпространства л-мерного векторно­
го пространства, и<вариантных относительно линейного оператора, 
которому в некотором базисе отвечает матрица Ах. Проекционные 
матрицы этих подпространств представляются в виде (см. [6]): 

где Кх и Мх матрицы ранга л։ типов л X л։ и л։ X л соответствен­
но, а К3 и Л/., — матрицы ранга л —л։ типов соответственно л (л — 
— л։) и (л — л։) X л.

Матрицы Кх, Мх, а значит и Рх, определяются посредством мат­
рицы [61 

п
л1 (А) = П (А-*. Е.)

$«Л|+1
из соотношений

А, (Л,) = К,Мт, М, - (М„ мп.

В данном случае, поскольку /я, । , • • •, ля = 0, то
/Лл—л, Дт—л,-։ Л ... Дл-я,-1 д \л, — ( \\ ли 74 ։։ 74 н
\ 0 о ... О /

Разлагая А։ (/4։) на множители, получаем

и далее
Л/։ — (Еп։ ^1/')’

При построении К.,, М. в данном случае можно избежать необ­
ходимости определения собственных значений матрицы >4П, исполь­
зуя прием, указанный в

Имеем
|5| на стр. 127.

Разлагая Р2 на множители, находим
/_  1-1 л ... _  и֊1 я \

К,= ( " ■- " м, = (0
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Квадратная матрица

К = (Кх К2) =

преобразует матрицу Ах к квазидиагональному виду Л = сКа^ (Л։, Л։) 
так, что

АХК=К\, (2.11)
А։ = Л/։ Ах Кх = Лп, Л։ = М..АХ К2 =* 0. (1.12)

В силу (2-11) в соотношениях (2.9) можно принять
К1,01 = Ка, Л101 = Д9 (3 = 1, 2). (2.13)

Построение АГ|А|, Л1*1• 3 г о

Решение матричного уравнения (2.10) приводит к соотношениям 
(см. [2])

м*1 = а; ОД, <?!*։ = (֊ <2.‘7 (2-14)

л1‘| = л. о;;! - «де л. - м, о;‘֊ч. (2.15)

Здесь ОД1, О)*1, Ql.fl, О'*'— матрицы типов соответственно пх X п1։ 
пх X (п — пх), (п — пх) X п։, (п — ях) X (п — пх). При этом 91*1, ;=1,2 
— произвольные голоморфные матрицы, а О*.*1 (5 =/= з) — решения 
матричных уравнений

А, 01,*> = ОД1 Л9 + Мх ОД-Н. (2.16)

С учетом (2.12) из (2.16) имеем

ОД = и-1 М ОД֊ч, ОД = ֊- М, ОД ч я֊».

Используя произвол в выборе матриц <5^1, примем 

01*1=0(3=1, 2; £ = 1, 2,...).

В этих условиях (2.14) и (2.15) принимают вид
ку։ = - Л£)|*֊ч Л։-։, (2.17)

К1;։ = а։а£ (Л։-։։, 0) Р. О’/֊’։, (2.18)

Л1М = - м, /)у֊։1, (2.19)

Матрицы Ау1, Д1*1 и £)1* I) представим в виде блочных матриц

/лу։= ■ . л^1 =
' ку1/\ рч /

'1

• • л

рз



Расщепление систем 333

где К]}1» К)*1, Л|*1, Р{{ 11 -матрицы типов соответственно п, /
X лр л/ < (л - л,), л/ X (л — Л,), Л| X Лр л/ X (л — л,).

Из соотношений (2.17)—(2.19), используя вышеприведенные вы­
ражения для 7)**՜'1, нетрудно установить следующее:

К|*1 = 0 при k = 1, 2, •• •, 11| — |12 — 1,

KJJI = 0 при j — 2,• • •, pi к = 1, 2,• • •, р։ — — 1.

д-՛ лг. /эр ч при к = 1, 2, з,• • •» (2.20)

так:

где

ХТ*1 = 0 при у = 2,- • *, р’, к = 1, 2, - •

— 0 при у = 2,* • р\ 4 = 1, 2,• • •, is — Р/ — 1,

22 12* • • А"1Р Л21 Ар1 Aip 
0

(2.21)

силу последних соотношений матрицу Л2 (/, е) можно

п, Ь° (/, з),

Л —'I, лр

* / = 2, З, - -, р.

записать

(2.22)

(2.23)

ЛЬ '։| 
о

в

р

Матрица

Л-Л|

*-0
з) такова, что

/ \|Ц|֊9>| 
Ь°(/, 0)-( 2։

\ 0 0

причем (см. 2.21) блок В22 U) = А22 А., Дц’ Д,2 является при г>2
в условии (2.2) невырожденной матрицей, точнее на /'det
Это следует из условия (2.2) и равенства

det /"4” ^i։ j = det Дн det (Л23—Д2։ Дп։ Д։.>). 
\Дд А22

И вообще, матрица В° (/, 0) = В 1/) = (В^ (/)) в силу условия 
(2.2), как нетрудно показать, обладает аналогично матрице А (0 
свойством

= Cj > 0, у’ = 2, 3, • • ■, г, 2, < г р. (2.24)
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Построение М3 (i, 9.).

Равенство (2.8) приводит к следующим выражениям для членов

рядов ЛЛ(/г):
М,°1 - м„

М 1*1 = - Л/, (/С1И л/1*- II +... -1֊ KI*1 М) (2.25)

(з==1, 2; к = 1, 2,- ••),
Где

;(£[»!, К?]), Л/1*’ = .V/I)'

Соотношения (2.25) позволяют последовательно определить чле­

ны рядов М, {t, з).

Несколько подробнее рассмотрим разложение М. (/, е). 
целью матрицы представим в виде блочных матриц

С ЭТОЙ

где .VT*1 — матрица типа и/ X п.
Соотношения (2.20) приводят к равенствам

== О, j =2, 3, • • •, р; к = 1, 2. • • •, |ЛХ — |1/ — 1.
Учитывая (2.26), имеем

(2.26)

Л/2 (/, е) = М.: 4֊ s՛*»—** Е^_п (2.27)

В силу (2.22) и (2.27) уравнение (2.5) в форме записи уравнения 
(1.1) принимает вид

= и, е),
dt

где
Н։ = dia? (р2 ЕпЪ р3 £яз,- • •, Рр Епр),

/у з* \

/(/, и, г) = |М. + I.......................  I Е“՝| ®.

\2 е‘Л/Й'-1>',+‘| /
4-<>

Вышеизложенное можно сформулировать в виде 
теоремы.

(2.28)

следующей
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Теорема. Пусть а) матрица А'1 (/, в) голоморфна по обеим 
переменнылг в области /X * и имеет асимптотическое разложе­
ние вида (1.2), 6) матрица <р в области / X £/ X 2 голоморфна по в 
и удовлетворяет условиям сугиествования и единственности ре­
шения задачи Когии, в) матрица А (/) = А” (/, 0) удовлет воряет 
условию (2.2). Тогда

1. Система (1.1) .может быть формально удовлетворена вы­
ражением

х = К1 (/, в) ух + К2 (/, г) у2,

где ух и у.։ — соответственно решения векторно-матричного урав­
нения

Л, (/, М, (/, е)£<,"ф 
а(

Пу-го порядка и уравнения 

н, фр, 
в

(В
= В° (/, е) у. / (/, и, е) (2.29)’

п — п^го порядка.
2. Если в условии (2.2) г > 2, то матрица В (I) обладает свой­

ством (2.24).

3. Матрицы К, (/, е), Л, (/, в), М, (С е), В° (/, г), / (/, и, е) опре­
деляются соотношениями (2.6), (2.12), (2.13), (2.17—2.21), (2.23), 
(2.25), (2.26), (2.28).

Уравнение (2.29) порядка п — пх имеет такую же структуру, что 
и исходное уравнение (1.1) порядка п и поэтому, если в условии (2.2) 
г 2, то к уравнению (2.29) применима доказанная теорема и значит 
снова можно произвести отщепление подсистемы порядка п֊>, соответ- 
сунующей второй по темпу группе движения. При этом оставшаяся 
часть системы будет иметь порядок п к1 к, и по форме опять бу­
дет аналогична исходному уравнению и поэтому при г >3 в условии 
(2.2) возможно отщепление подсистемы, отвечающей третьей по темпу 
группе движений и т. д. Этим путем при г р—1 можно произвести 
полное расщепление р-темповой системы на р однотемповых систем.

3 . Обозначим (предполагая, что т р։)

Л՜!՞’ (/,։) = V е*К*/։ (/). Л',"1։/, Е)= V е* Л]*1 (<),
*-0 А-0

т
(/, ։)= 2 е* Л/]*1 (0.

I =-0
Через В и обозначим матрицы, которые получаются из Вс и 
/, если из их выражений отбросить нее А՜**1 Л 1*1 и Л/1/ при к > т.
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Приближенным решением уравнении (1.1) будем называть вектор 
Хт, определенный соотношениями

хт О.у'Г՝ - О.у’;"’,

ւէէ
(т) , л \ ք т)I ։)«1 + М," (է, ։) Е1”

=5«'” (Շ ‘ + /*’” (Л и,։). 
а(

Оценку погрешности приближенного решения нетрудно получить, 
например, по основанным на методе Н. Н. Боголюбова [7] схемам, 
описанным в [5,8]. Имеют место следующие оценки.

Пусть собственные значения симметризованной матрицы 1/2(Да + 
/4, ) не отрицательны. Тогда при

х (Ս — *>п Ро)

существует такое > О (з։ < £0) и постоянная ст, что

1х — х«| Сея, е”՜’ (гС(О, ։։) ^€14» Л» ^«С00)-!
В случае однородной системы (® = 0) имеет место оценка

Цх - хт| <сле'п (г ^(О, г։), /6р0, /]• Т < 00)•
Эти оценки показывают, что приближенное решение хт имеет 

асимптотический характер.
Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 10.XI.1978

Կ. Ա. ԱՐԴԱՐՅԱՆ. II ինրյու ц шг ցրր|ովւսձ թազմատեմպային նամակւսրզի տրոհումը (ամ­

փոփում )

Դիտարկվում է Ո՛ երրորդ կարգի /)• տեմպ ալին հտմ ակարգր

— = А° (է, տ) х + V (է, ս, £) (1)
ժէ

Որտեղ'

Н — £Հ, |ւշ ЕПрУ |*,(ք = 1, 2,. . р) —

-Ш1/рЛ<7? թւքէր են, այնպես, որ |>։ > > • • ■ > р > 0;

£л, ~ Л/ (/ = 1. 2. •••. р)կարգի միավոր մատրիցՆԼր են. € -ր-դրական Սքարամետր էէ

-4 ° (Л *) --- երկու փոէիոխականի Հ Ո(ոմ որֆ, Ո^րղ ^ա(,(քՒ րաոակուսային մ ատրի էք է.

V (է <1. 4*Հր --- Л X 1 էոիւդի սյունային մատրից Լ' հոյոմորֆ րստ է-^ի է

Ս.ոաքարկվում Լ թ • տ ե մ պ Ш յ ին Համակարգի ( 1) ասիմ/դտոտիկ տրոհման ալգորիթմ ր

Пр 71շ Ա այ/ կարգի միատեմպանի Համակարգերի Հ ա քորդա կան անք ատման միքոցովէ
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К. A. ABGARIAN. Splitting of a tlngularly excited multitemp tyttem 
(summary)

The p-temp system of order n is observed

։"^ = =) x+? ։)
dt

(1)
where

H — diag (I*j |l2 £лР • • •» lb (Z = 1, 2, • •, p)

are integers, pj > I*j > • • • > > 0;

Enf is the unit matrix of order n, (j = 1, 2, • • •, p) £ is a positive para­

meter; 4° (/. £) is a quadratic matrix of order n holomorphic with respect to both 
variables y (f, u, t) is a column matrix of n 1 type holomorphic with respect to

The algorithm for asymptotic splitting of the p-temp system is proposed by 
means of sequential selection of mono-temp systems of orders Hj. n2 etc. .
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