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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ КРИВЫХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ

Пусть функция и субгармонична н А>лп, т > 2. Асимптотичес
кой кривой называется кривая Г, уходящая в бесконечность такая, что

111п
V - —
Г 6 I՜

и (х) = տսթ и (х). 
.։е*?т

Известно |1], что всегда существует локально спрямляемая 
асимптотическая кривая. Недавно Л. Карлесон [7] доказал сущест
вование полигональных асимптотических кривых. Обозначим через 
/ (г, Г) длину части кривой Г, лежащей в шаре А) (г) = |х £ А*"': |х|<^г 
Известно [2], [3], стр. 131, что если выполняется

| О (1п3 |х|), т — 2,
| О (1), т ; 3, х — ас, (1)

то в качестве асимптотической кривой может служить луч, исходящий 
из начала координат. Очевидно, что в этом случае / (г, Г) = г. С 
другой стороны, если т —произвольная функция, стремящаяся к — о 
при г — т на [0, зэ), то существует ։ целая функция /, для которой 
выполняется

I/ (*)| = (1*1) 1п2 'дг|), х — со,
причем для всякой асимптотической кривой Г выполняется

Бт / (г, Г) / г = ос. (2?Г -• «е
Этот результат, полученный в [4], с одной стороны опровергает ги
потезу У. К. Хеймана, высказанную в [5], а с другой — показывает, 
что условие (1) нельзя ослабить при т =2. Мы докажем, что усло
вие (1) нельзя ослабить и при т 3.

Теорема 1. Пусть функция монотонно стремится к 4 °17 
на [0, со). Су шествует функция и, субюрл сничсская в К"', т>3 
со свойством

и{х) <ф(|х|), х^ А՝*”, (3>
причем для каждой асимптотической кривой 1 сыполкя։ п.ся (2). 

Положим
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X, < 0, х5+ •••4

Фа = и
1-о ’ + тг )'՝л “

Лемма. Существует ограниченная в R'’, т > 3 
веская функция и^со свойствами

Ш (х) - 0, х £ 7) (1),
VI, (х) — 1, х СФ*.

Доказательство. Рассмотрим область

С» =/> (4+*)\{О(1)и Ф»}.
Положим

ги„(х) = М^>0, х£5(4 4֊£),

(х) — 0, х££> (1),

и>* (х) = — 1, х £ Ф*.

сумармонн-

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Продолжим функцию ич» заданную условиями (6), (7), (8), до непре
рывной функции в £>(4 4֊&), гармонической в Сч. Поскольку гармони
ческая мера множества 5 (4 4՜ к) относительно области Сц положи
тельна, функция ич стремится к оо равномерно на компактах в Ск 
при М —• оо. Зафиксируем М так, чтобы выполнялось

пк (х) > О, х £ 5 (2) с (9)
Покажем, что гик субгармонична в/)(4ф к). Если х0£ 5(1)11 

0 Рг Фк, то и>ч гармонична в окрестности х0. Пусть х0 £ Ьг Ф«. Тогда 
и>к (х0) — —1. С помощью (6), (7), (8) и принципа экстремума для 
гармонических функций, получаем, что х0 минимум ич- Пусть теперь 
х0£5(1), и՝ц (х0) =0. Из (7), (9) и принципа экстремума, применен
ного к кольцу К (1, 2), следует, что х0—локальный минимум функции 
иц. Таким образом, функция удовлетворяет условиям теоремы о 
среднем и, следовательно, является субгармонической в /2 (4 к}.

Продолжим функцию ии, до субгармонической и ограниченной но 
всем пространстве. В силу (6) наименьшая гармоническая мажоранта 
функции ич в области О (44- к) тождественно равна М, поэтому 
имеет место представление I рина

ич (х) =
О(4 + А)

-Иг| |х - ;'|/(44֊А))2-ш}^Ч + М.

V = : (4 |֊£)21'|՜2 , ц —масса, ассоциированная по Риссу. Это соотно
шение определяет функцию ич во всем пространстве. Легко видеть,



294 Л Э. Еременко

что ш» О (1), х-* ■© и что ддг, где р* и дк субгармоничны
в А', причем масса д, ассоциированная с дл, сосредоточена вне неко
торого шара О (р), Р 4 -4- к.

Положим $* (х) = — | 1х — :|?՜"' -{- с*, где с* выбрано так,
чтобы выполнялось

5* (х)>0, х£5(р). (10>

Заметим, что функция

1*1
/ 1 \+ (~(4 + * + р))2 - т

субгармонична и ограничена сверху в А", причем

/и (х) <0, х £ Р (4 + к\
ЛИх)>0, х65(?). (11)

Выберем положительное <Л настолько большим, чтобы выпол
нялось

$1 (х) 4֊ (1к Л* (х)<0, х £ й (4 4- к). (12)
Пусть /^ — компонента множества |х:я&(х) -|- Ах (х) 0), со

держащая начало координат. В силу (10), (11), (12) выполняется 
Д(4 • (•) с 5* с (р). Положим

(13)

По теореме 4.11 из [3], стр. 172, функция £к 
Положим

и* = Ш/. 4

всубгармонична

Легко видеть, что иК субгармонична в А" и что Ък -С 0(1), х — оо, 
следовательно, V* ограничена сверху в А". Из (13) следует, что 
функция совпадает с ш* при х£ /2(4 4-4:)» следовательно, для нее 
выполняется (4), (5).

Доказательство теоремы 1. Предположим, не уменьшая 
общности, что ֊ (0) = 1. Построим по индукции последовательность 
ограниченных субгармонических функций сд и положительных чисел 
'к՜ к ։<С"*/(44*Л) так, чтобы выполнялось

и к (х) <
(х) < ф (|Х|), х£ А'л;

— 1, 'ч х ֊ Ф<, 1՛ =1,- • •, к; к = 1. 2,
(14>
(15>

Поскольку функция и։, построенная в лемме,ограничена, то можно 
выбрать настолько малое > 0, чтобы

«։ (х) = (г: х) < « (|л|), хС. Кт.
Отсюда и из (5) следует, что и, удовлетворяет условиям (14), (15) с 
к -֊г 1.

Пусть построены ир։։>,ил-։» удовлетворяющие
условиям (14), (15). Обозначим
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«л-1 =■ SUp ',ип I (х): х£ Rm\<Z *՜.
br. — sup {vn (х): х Rm <С *».

Выберем ~п 0, удовлетворяющее условиям
“л “л i/И 4 л)»

(16)
(17)

(18)
* ') > о«-1 + (ал֊։ 4- 1) Ьп. (19)

Положим ип (х) = ия_1 (х) 4(«л-1 +1) ”л ("л х).
Покажем, что мл удовлетворяет условию (15) с Л* п. При / > 

<л —1 это следует из (15) с к = п — 1 с учетом (4), (18). При х "Л £ Ф„ 
имеем в силу (5), (16).

ип (х) = «Л—1 (х) 4֊ («л-| 4- 1 / Уп (’Л л) < «л —I — «л —1 - 1 — — 1.
Покажем теперь, что функция «Л удовлетворяет условию (14) с 

к ~ п. При |х| < т.֊1 это следует из (14) с к— п — 1 и (4), а при !х| ~ 1
имеем в силу (16), (17), (19), что

ип (х) — «Л-1 (х)֊Н«л-|4-1) «„ (-л х) 
< оя-1 4- (ал-1 4- 1) 6л < (*՜*) < ф (|х|).

Индуктивное построение закончено. Из (18) следует, что "к — 0 при 
к —* ос. Вместе с (4) это влечет сходимость последовательности «» на 
каждом компакте к субгармонической функции и. Очевидно, что 
и (0) = 0. Переходя к пределу при к —♦ со в (15), получим

«(х)<֊1, '/х£Ф/, 1= 1, 2,-(20)
Отсюда вытекает, в частности, что и ^econst. Пусть I’ — любая асимп
тотическая кривая. Легко видеть, что

/(V՛ <4 + 9. ~-(кг-2),

откуда следует (2). Переходя к пределу в (14) при к — , получим
(3). Теорема доказана.

Заметим, что из цитированного н начале статьи результата сле
дует, что построенная нами субгармоническая функция неограничена 
сверху.

Положим 0 (г, u) = mes jxC5(l): и (гх)>0) (здесь mes означает 
меру Лебега на 5 (1)). Р. Гэрайпи и Дж. Л. Льюис [6] доказали, что 
для субгармонической в R՞1, т 3 функции и нулевого порядка вы
полняется 0 (г, и) — а^>0 при г. принадлежащем некоторому множе
ству нижней логарифмической плотности 1. (т—абсолютная постоян
ная). Методом, использованным в теореме 1, можно доказать следую
щий результат.

Теорема 2. Пусть р монотонно стремится к 4՜ 30 нз 
(0, со). Существует нго։раниченная сверху сутарчон теския в 
R՞1, т > 3, функция и со свойством (3), у которо i û (г, и) —* 0 при 
Г — оо, r^fcz[0, ос), Е -неютзрзг мчэжестзо вгрхнеч плот- 
мости 1.

Доказательство. Положим
ф; = {/Г(3, 3 4֊^)\Л + 1 с D(4±k).



£c6 А- Э. Еременко
» ■ ~~ .———» * - -у — у-------- • T- — pip՛ - ■"» ;*.as sr 1 , . ..jn ?■ д яцввяиявиаияяасхяисииивмиииш

Построим функцию и как ո теореме 1, пользуясь Фл вместо Ф«. В
силу (20) с Фл вместо Ф* имеем

б(г, и) — 0, г * оо, г £ [3, 3 +■ Л],
что доказывает теорему.

Аналогичная теорема для функций в плоскости была доказана 
в 14].

Автор благодарит А. А. Гольдберга и Н. С. Ландкофа за цен
ные замечания, сделанные в ходе работы.
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Ա. Է. ЬРЗ 0 ՄհՆհՈ. '№Պ տարածությունում un tpLuir Աոնիկ ֆունկցիաների ասիմս|<ոուոա- 
կան կորերի մասին (ամփոփում)

Հողվածում ապացուցված Լ, որ գոյություն ունի /Հտ֊Ոէմ ա > 3 ՈԼ ոահմանա^
փակ և կամ ա յսպես փոք>Ր ունեցող այնպիսի սուր հարմոնի կ Ա ֆունկցիա, որ էք ամայա
կան [ կորի համար, որի վրայով Ա֊ն ձգտում ( անվերջության, բավարարվում է հետևյալ 
ա ո նյ ու թ յ անր*

lim / (г, Г) /г — ос; 
г -

Այստեղ I (г, I ) մԼծությունր կորի այն մասի երկարությունն է, որր գտնվում (
գևղումւ

A. E. EREMENKO. On asymptotic curve։ of subharmonic funcllons in R'1 (summary)

There exists a subharmonic function in R"1, m > 3 with arbitrary small
growth such that for any curve T along which the function tends to infinity holds

lim / (r, I ) /r — rot r ♦«.
where I (r, I ) is the length of the part of Г in the hall (x : |x| rj.
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