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Б. ЁРИККЕ

О МЕРЕ ОБУСЛОВЛЕННОСТИ МНОГОЧЛЕНА 
ОТ ОДНОЙ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

I
V Г. Пусть С — ограниченное подмножество комплексной плоскости 
С, п - натуральное число, П — какая-нибудь полунорма в простран­
стве С" + 1- Нас будет интересовать величина

С(С, л,П) = 5ир|П((сд|-):

\ир| У с/?։ 11-

Эта величина показывает, насколько малым на данном множестве С 
*

г, может быть многочлен V, с большими (в смысле нормы) коэффн- 

циентами; её естественно называть „мерой обусловленности много­
членов“ (см. в связи с этим термином статью [ 11). Таким образом, в 
центре нашего внимания будет находиться своеобразное явление ин՜ 
терференции взаимного поглощения больших по модулю слагаемых • I
многочлена.

В этой работе в качестве С будет выбрана область
<1е( 

Ср. ։ — |^С:|С|</?|\|^С:1<|С|</г|аггС1<в},

где R 1, (0, ~). Целесообразность рассмотрения именно такого
множества С обсуждается в статье [2]. Эта область интересна тем, что 
она содержит весь единичный круг Е) и некоторые точки, не принад­
лежащие О, но не содержит Г) строго внутри себя — в противном слу­
чае малость многочлена на С могла бы быть обеспечена лишь за счет 
малости его коэффициентов.

В качестве полунормы П мы возьмем функцию П^"’, определяе­
мую последовательностью (1 — неотрицательных чисел:

п

4-0

(Нетрудно было бы рассмотреть и аналогичные весовые /'’-полунормы, 
см. [2] и 13]). В статье [3] было показано, что

С(Д л, пУ»)֊! / 2
I * -о

(I)
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при больших п (О обозначает открытый единичный круг); в [2] было 

доказано, что lim С (GR ։, л, П*/0) — от, если V </’ „ оо։ однако воп-
О

рос о скорости роста величины С(СИ а, л, П^1') остался открытым. 
Этот вопрос представляет известный интерес в связи с изучением 
коэффициентов степенных рядов, равномерно сходящихся в круге схо­
димости <[4], [5], [6], [7], [13]).

В дальнейшем числа R, з и последовательность с/ будут фикси­
рованы: вместо С(С/?, з, л, мы будем писать просто Сп. Поло­

жим 5(л) = V </?. ]
1—о . 1

2 . Оценка роста величины Сп различна в зависимости от того, 
обладает или не обладает весовая последовательность свойством

S(/V)-S(f«AZ]) l։m ----------------------
-v-"» S([a/V])

def
= B(d, a)< 4- о (/? (a)),

где a£ (0, 1). Последовательность d, обладающая свойством R(a), не 
может слишком быстро расти (например, быть растущей геометри­
ческой прогрессией); она не может быть также характеристической 
функцией очень неправильного подмножества натурального ряда. С 
другой стороны, если d есть характеристическая функция геометри­
ческой прогрессии с натуральным знаменателем или множества всех 
факториалов, то J обладает свойством R(а). Этим свойством 
обладает также любая последовательность d = {(£ 4՜ 1)3|* (3€ Ю-

Лемма 1. Пусть а, а ~ (0, 1). Свойства R (а) и R(a') равно­
сильны. I

Доказательство. Пусть Q(a) есть отрицание утверждения 
R (а). Ясно, что

(2(а)=> 0 (а), 

если а • а. Проверим, что 0(а) => (?(а23) (после этого остается за­
метить, что

п= 1, 2,-).
Если <7 обладает свойством 0(а), то для любого найдется
строго возрастающая последовательность номеров 1М,} такая, что

5((оМ,]>>24’5([аЛМ) 4 = 1, 2,.... I

Построим новую последовательность номеров {/V* |. Если

5([| а/V,]) — S([<։№])> ЛЗ ([a/V,]),

то выберем /V» так, что
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при этом Nk^a Nii при больших к. Если (2) не выполнено, то поло- 

жим /V* = /V». Тогда
5(/V.)- 5<[а’,։&|) <Л5([а2'’ №])

при всех достаточно больших к. В самом деле, в случае (2)

I N, < Nb
при больших к, и

5(Л/։) - 5([амМ]) > 5([/а Af»]) - 5([аЛ/,]) > Л$([аЛГ,]) = 

= 4S([aw/V,]).

Если же (2) не выполнено, то

5(Л7)֊5([/аМ])>(2.43-.4)5([аЛМ)> 
' Q Л 2_ А _ ** _
I >֊---- ֊5([Ь^])> Л5([/аМ).

А + 1

Остается учесть, что а՝ <^) а. Лемма доказана.
3 . Сформулируем теперь основной результат работы.
Теорема 1, Если последовательность <У удовлетворяет ус­

ловию R {а) (при каком-нибудь а£ (0, 1)), то

СП>К /S(n) (л-0, 1, ■•),
де К положительно и зависит лишь ст R, о и В(б, д) (д (0, 1) и 
зависит от R и а).

2 . Если последовательность б не удовлетворяет условию R (а).
то

Jim ——— - 0. 
л-»w I •''(л)

Замечания, а) Легко видеть, что

С„<£) д(л)(л=0, !,•••).
6) Соотношение (lj имеет место без каких бы то ни было предполо­
жении регулярности последовательности </, тогда как в условиях на­
шей теоремы (R^> 1) условие R (а) оказывается существенным.

в) Наряду с величиной Сп естественно рассмотреть величину

с, = JsUpni”С J/֊Ж) supi/oici .
I \ I к! Jo/ )

Интересно отметить, что Сп > const | 3(л) без каких бы то ни было 
предположений регулярности последовательности d (здесь Сд(</) оно, 
зиачает множество всех функций, аналитических и равномерно непре­
рывных н G). Этот факт доказан в [4]. Замена класса С д(С) классом 
всех многочленов степени не выше п существенно изменяет задачу, 
как показывает утверждение 2 нашей теоремы.
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4 . Наметим план доказательства. Сначала мы для любого номе-
А

ра (2 построим функцию /, аналитическую в некотором расширении С

области G и непрерывную в замыкании 
Маклорена функции / равномерно сходится

множества G', причем ряд
в D, sup 1/1 < 1,

о

3 const) 5(Q). (3)
А -֊О

(Здесь и ниже const обозначает константу, зависящую лишь от упо- 
4 def /<*> /0 )

минутого расширения области G, но не от Q, а /а = ,— ). Затем за-

фиксируем номер N и воспользуемся одним методом суммирования 
•V &

степенных радов. Рассмотрим целую функцию V /«■ га (о) г", где v — 
ьо

некоторый параметр, который будет выбран в зависимости от Л, при- 
def

чем числа г* (у) при k > N окажутся весьма малыми, а при L^[qN\ Q
(q — малое положительное число) достаточно большими. Многочлен

N ‘
У /^rn(v)zk будет на G оцениваться абсолютной постоянной, тогда 

‘ 'Г..
как

Т«Л1 4 R.VI
у 1/*1 Гц (v) dk const У,

Л—О А-О
|/»'|

и ссылка на (3) и условие л (7) завершит доказательство.
Отметим, что эта схема рассуждения, по существу, присутствует 

в работе [3], где к стеленному ряду „плохой“ функции / применяется 
метод суммирования Фейера.

5°. Построение функции / представляет собою незначительную 
модификацию рассуждений С. Л. Виноградова ([4], (5]).

Символом Сд (О) мы будем обозначать множество всех функций, 
непрерывных в замыкании открытого множества О£С и аналитиче­
ских в О. Пространство всех функций, аналитических н О, ряд Мак­
лорена которых сходится равномерно в В, обозначим через и д.

В Сд(О) и в С/а введем нормы, полагая

ИЛ'-'д(О) =5“Р I/(’Л (/€Сл (О)),

H/Jt/д = sup sup V 
И*1

Нам потребуется область
— — def
G =֊ G (о, о) =
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X ;----- 7 » |arg :| о — о ,
1 — о J

где 0 о <С з, например, о — — • 
• -

Лемма 2. Пусть Q натуральное число. Существует функ- 

иия /£Сл (G) тикая, что

1/1 De Uл, Ц/|г_, (G)<1,

II/ID!^ < 1, n?(|/*i?)> const /370)

\ константа зависит лишь от R, з, о).
Для доказательства этой леммы введем (следуя [5]) простран­

ство Y всевозможных последовательностей

" /о^Сл(О), Сл (D) (4-= J, 2,-• ■)

lim ’Ale. (Di = 0.А>1.
ОЛОЖИМ

IFj)- = sup ^2^-д(О(»*' ' »•

'овокупность X всех таких функций <р£Сд((7), что ®/D££/t, отожде- 
твим с подпространством пространства Y, сопоставляя функции ?(-Х

— аг
лемент (?, ^ ?л, У флХ'*,-- )£Y.

Л«»1 Л-2
def >■** j -ч.

Пусть w£H = С/G. Положим Сх(') —w) (' £ G). Ясно, что
u X. Если Ф£ У'*, то функция Кф : w — Ф(са) аналитична в //.

Доказательство леммы 2 опирается на следующее утверждение.
Лемма 3. К.Ф Ер(Н) при любом /?£((), 1), и

!КФПл₽(«՝ < const ИФ!,.

константа зависит лишь от р и (7). Символом (Н) обозна- 
ается совокупность всех функции v, аналитических в H\J (^ ) и 
каких, что

def ( |1’р
= SUP <+«՛.

л I I )
Тг.

ле - какая-нибудь последовательность (ладких жордановых 
*

контуров, охватывающих (j, сходящаяся к d(i (ср. [8|, гл. III, § 6).
Лемма 3 легко вытекает из рассуждений С. А. Виноградова [5].

Действительно, функционалу Ф отвечает последовательность комплек-
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сных мер (!10, !‘р такая, что ’10 сосредоточена на <7(7, ^։,
сосредоточены на дО и

Ф (Л) -V 1ДКГ),
>==0

причем

Поэтому

Первое слагаемое в правой части принадлежит (как функция перемен­
ной «՛) классу Ер (Н). Сумма 5 остальных слагаемых принадлежит 
£’(С\О)—доказательство этого нетривиального факта дано в [5] к 
опирается на глубокую теорему Кьрлесона—Ханта о сходимости поч­
ти всюду рядов Фурье (| 14], [15]). Остается воспользоваться теоре­
мой Карлесона (см. [9], стр. 18 и сл.) для того, чтобы оценить 
^ЕР(Н) чеРез М,Е7» (С\О)* I

Докажем теперь лемму 2. Имеем I
<։«* л * л I/(е) = ։ир|П?((/*|?:/еХ = '1

дв

л ։ир ։ир||Фж(01 =

■■К*. \П, <1,

О О ~ ՛? IЗдесь л = ;х4с|и пробегает вещественное пространство К , а

оо

(?=(/,. к, К-֊) € У;

/ отождествляется с элементом из У).
Воспользуемся известным следствием теоремы Хана—Банаха:

/((2) ~ $ир {|ФД — Ф]п : Ф 6 Г*, Ф±Х) >

. сопз! Бир КФ, — КФ?'ЦР(Н) — сопз! зир |КФХ]л/»и//)’

ибо Ф (си ) = 0 при любом
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Легко
Q

нидеть, что КФХ (w) — У </>w ‘ (w£H) и

/ (Q) const sup
4-n

(по поводу последнего неравенства см. [4], стр. 28 и сл.). Лемма до- 
казана.

6°. В этом разделе мы заготовим необходимые для дальнейшего 
оценки, связанные с методом суммирования Миттаг Леффлера (см. 
по этому поводу монографии 110], стр. 247, [И], гл. III). Напомним, 

с , V Л и>'1 гчто равенство (ш) = \ -------------- определяет целую функцию £ ,
„.о Г(!+зл)

называемую функцией М и т т а г —Л е ф ф л е р а (0 < ։ < 2). Как 
известно !

1 ? -/ .
—Т = (4)

1 ■» *)
о

причем интеграл сходится равномерно относительно точки 
изменяющейся в любом компактном подмножестве области, содержа­
щей начало и ограниченной кривой

/ 6 \՜’Г — I cos — ] •
\ а /

(г, О—полярные координаты; см. |Ю], стс. 247, замечание к § 8.10).

Вернемся теперь к области С = (7 (о, R, я) (см. выше п. 5 ), и 
о

положим а = — • Равенство (4) выполняется равномерно внутри до-

полнения к множеству

Функция /, существование которой утверждается в лемме 2, пред­
ставима по формуле Коши в области

(Ь.
def

« — ИС:Г.|>1-г. arg/, < □!):G\L . а

= lim /г (■),
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где
։՛

<>а

(' (; 6 \ Ьл. ։).

Последний предельный

<7\Ь.в. Это следует

переход происходит равномерно внутри

из (4) и из того, что — , если '^дв,

4.0. В самом деле, если

— о (в противном случае = R (1—8) а Ь ,

кроме того, |-| > 1 о (ибо |С| >1, если ’£<>(7); значит

|агя ֊1 и |агй - — аг^;(> 8.

9 и 1 — 3, то

: |С|</?});

Заметим еще, что при любом '-£(3 \1_. ,
|/ (т)| < сопзЬ (5)

где постоянная зависит лишь от R, о и 8, ибо |/(т)[ < 1 при ’£0(7.
Из определения функции /г, следует, что

Л(՜) == 2Лг»(г,)'Л (Х€С), 
и

(6)

где

гп (и) —--------------  I ( Л е ' Ж (н >0).
1(14՜ лп) 4 (•

Нам будут нужны следующие свойства коэффициентов гя(и).
I. При любом V 0 и любых п։, и։, 0<^иг и2 выполнены нера­

венства 0 < ги,(и) < ГИ1(и).
Для доказательства вычислим производную по и отношения

V

и о
с//- (Г (1 -}֊ зи)) 1 (и^>0).

Получим

(Г (1 4֊ яи))2 R г (и) -
V

-- е-< а |о$ ! м . чи

V

и
V в
/• /• /м /э

1о£ и е~‘ Vй (И ■ е 1 Ги <11 л 1о£ г» е՜1 {'и <11 • е 11“‘ <11 — 0.
(IV V и
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II. Зафиксируем номер X и выберем параметр и (в зависимости 
от Аг, R и о) так, чтобы коэффициенты гп(и) имели достаточно бы­
стро стремящуюся к нулю мажоранту при п> /V.

Пусть 0<^с<^с0 <1; положим

V — а-с - /V. (7)
Выбор чисел с и с0 будет уточцен позже. Обозначим

е с//.

и

г*
V

и и

о

e-p^t -><»«

= и (/>» 11 
U

—pa (c։. -1og с Л - pe ( f -log /— lot? *•»

- <«♦—Io, Cl»., (J(p)p^ -/>» (t - log /) 9 (8)

f. « С* 0 lOtf Cq » I —где U = 1-------------— • Мы воспользовались убыванием функции /-*/ -
с — log с

— log t в промежутке (0, 1).
Используя формулу Стирлинга и (8), легко проверить, что

—г* (с*-log G) I ։--------- — ।

Гр (v) < const е К (9)

где константа зависит лишь от 0 (напомним, что V здесь определено 
равенством (7)).

Теперь выберем столь малое с0£ (0, 1), что

с0 — logc0 > log2 Æ,

а с £ (0, с0) так, что----------<------ Тогда при М = 1, 2, ■ • • из (9)
с —loge 2

получим
r։V+ M(v)<C(tf, a)e֊<^H.iog2P (10)

Ш. Считая попрежнему, что и определено равенством (7) и вы­
бором с и с0, сделанным только что, оценим гй (и) снизу при n<^a X 
Xc a JV, где 0<а<1. Имеем
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ОТ

։/«
Действуя так же, как в п. И (вводя число а0 £ (0, 1), используя 

возрастание функции I —• t — log t в (1, 1 ՛ ) и формулу Стирлинга), 
получим

clef
rn (v) > const 0 (п aci М — дМ), (11)

где константа зависит лишь от а.
7\ Закончим теперь доказательство первой части теоремы.
Пусть А — натуральное число, Q = [aic/V], где о, а и с 

определены в п. 6 , /—функция, соответствующая числу Q по лем­
ме 2. Положим

Л * def Л’ /’-») (0)

Рл(г) = У /Лп)гЯ ֊ z\— п:

где v определено в (7). Проверим, что
(G) ^1» (12)

о * _____
У.!А(п)|(/я>СУ5(0), • (13)
л»- 0

где С\ и С2 зависят лишь от R и з. После этого, используя условие 
/?(аса), мы получим, что

П?(Р„) Г $(Л0,

где С3 зависит лишь от А1, з и В(д, а^с) и доказательство будет за­
кончено.

Докажем (12). Ясно, что
л

се

(z£G L ,3). Воспользуемся оценкой (10):

1Л (л)1 = I Л)1 rn (v) < rn (v) < const —(л >А) 
(2 л)

(константа зависит лишь от R и з). Учитывая (5), получим

sup ||ЛуС)| : \ L. 9| < const. (14)

Оценим при |С| 1. Из неравенства ■՝ 1 следует, что все
А

частичные суммы ряда^/лг" не превосходят 2 всюду в D. Учитывая, 
что

1 > rn (v) > rni) (v) > 0 (? ֊ 0, !,•••),
применяя преобразование Абеля, получим

supil^Oj:^ D, <2. (15)
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Из (14) и (15) следует (12).
Вспомним теперь свойство III множителей rn (v):
Q к О О _____
У, dn Ifv (n)| = V dn |/,| rn (v) > const v dr, /уя| > const) 5(C?) .
n**0 л—0

Доказательство первой части теоремы закончено.
8°. Доказательству второй части теоремы предпошлем следую­

щее утверждение.
Лемма 4. Пусть К — замкнутый круг, расположенный в С D. 

Тогда су уествуют числа Ь(~ (0, 1) и е >> 0 такие, что для любого
1, 2,--' н любого многочлена Р степени < N из неравенства 

max |Р|< 1 следует, что
~' к ;A,l<e'։V(6/V<n </*>.: (16)

а р։я)(0)
Через Рп мы, как всегда, обозначаем -------- -

I "■
Доказательство этой леммы следует по известной схеме рассуж­

дений (см. [12], гл. VIII, § 6). Рассмотрим гармоническую в С 0, 
функцию и

«G) = -i-log|P|-log;’.|.

Ясно, что и(^)<0, если |С| •—1, и(С)<^—р, если ~£дК, где ]1 0.
Гармоническая мера окружности 7 = оК относительно области 
С \(Е) 0 АГ) ограничена снизу положительным числом г — / (R) на лю­
бой окружности Г/? радиуса Р. с центром в начале. Зафиксируем та­
кую окружность Г/?, лежащую в С \ (В и К); ясно, что

и (С) Г*),
так что

|/’(0К (А’е֊П՝’ (С^ГЯ).
Записывая коэффициенты Рп с помощью формулы Коши (примененной 
к I /г) и выбирая Ь достаточно близким к 1, получим оценку (16).

Обратимся, наконец, к доказательству утверждения 2 теоремы. 
Пусть Д^>0. Воспользуемся тем, что последовательность б не обла­
дает свойством Р(Ь), т. е. обладает свойством (?(6) (см. доказатель­
ство леммы 1). Найдутся сколь угодно большие номера Л' такие, что 

5(/У)-5([6Л])>Я5([6Л/]), т. е. 5([6Л/])< Д֊‘ Л(Л').
Пусть Р—многочлен степени не выше Л, причем sup |Р(-)| 1-

К многочлену Р применима лемма, поэтому

+ е֊,Л У'У5(М<(—U 4֊ е *Л /V՛ ')| S(/V).

4 с93
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Выбирая /4 достаточно большим, получим наше утверждение.
В заключение отметим следующий факт, вытекающий из рассуж­

дений п. 7 . 1
Для любой области (7 ■= С7/?, ։ существует такое число </£((), 1),

что
C(G, n, ni) > const I SUç/VJ),

где константа зависит лишь от А* и с (но не от е/).
В заключение выражаю свою глубокую признательность В. П. Ха­

вину за внимание к работе и помощь при подготовке ее к печати, а 
также С. Л. Виноградову — за полезные обсуждения.
Ленингрлдеккй государственный университет 

нм. А. А. Жданова Поступила 2O.IX.1U77

R. 3(1Р|Ч‘Ь. (ГЬЦ 
tfuiu|iL J!

ф п ф П |и UI l| UI G |l I’UjqdiuL ipu|a upu । •’ шГтп|пг||и1Лп1 p |iuG <чщфЬ

nt pujgutuurljujîi Pl^pfi pjmli /, »htnbjiui m[i.

lpnftl||L Гц

pntjflL t

|argC;<3} (/?>!,=€ (О, к)):
IfLbf* IfKlJg LLp лпи/ffiu, np

- sup j V |c»| cn+l sup 
i6O

IUjL k JftWjb 

nш ,rt

vrf?<QO/

U/jL rjLufpmJ, Lpp d •b pwifitopiupniJ f hL rjm IJ UI p ni p JUjb J ft UfWjJujb/i։ 

JftUjl \utjtnLft fp, np (*) шриш'^шрлтР/шЪ tfljpflli IjUJUjUipp ArjViniJ 00 , 

(fbp rjbuj »Ш UtUjl^Uj\jft LJuiL tpjw twtnuiljiub uuiwgifutb fp [4]֊niJ UI jL rfLufpfl 
— « •
yujJujp, bpp G-Ъ [) ilftutifnp tpiwLb fl IkjU rjbuf f.niJ nl>gi<IJUJpniPiu/lj ufui jj tub ift u( tu Club 9 •

B. JORICKE. On the rate of the con dItiinednes$ of a palynomldl of a complex 
variable (summary)

Let d k* a *equence of non negative numbers. Le( G be the domain

|argq<3} (/?>i, 3^(o, *».
We prove that ■

a . ] tn
lim ( V dt J 2 - sup y c* d։ : [cjj* £ c" ’ ' ,

A «- 0 I, -=0

if and only if d satisfies a regularity condition. This condition allows d to be for 
ft

instance\(k f 0' Jj^Lq 0 . R) *he characteristic funktion of any geometric progres­

sion with the integer positive ratio or of the set of all factorials.
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Previnnaly it was only known that the supremum occuring in (*) tends to infi-

2
lity when dk oo. The estimate analogous to ours was obtained in |4| in the case 

Л-0
rben the domain is replaced by the unit disc D. In tha* case no regularity condi- 
ion is needed which is in contrast with ths sit iat:on considered here.
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