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РАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ РАВЕНСТВА СЛОВ 
ДЛЯ ПОЛУГРУПП С ОПРЕДЕЛЯЮЩИМ СООТНОШЕНИЕМ 

ВИДА А = Е։С

Ь настоящей работе доказывается разрешимость проблемы
венства слон в полугруппе II, заданной образующими 

1» и 2 • • •, а т

и определяющим соотношением

А - BtC,

ра

(21
где слова А, В и С не содержат вхождений буквы Л

В теореме 1, используя подход, предложенный С. И. Адяном н 
|2], доказывается разрешимость проблемы левой (правой) делимости в 
полугруппе П в случае несократимого слева (соответственно, справа 
соотношения (2). В теореме 2 при помощи введенных в [3] преобра
зований, определяющих соотношений и теоремы 1, доказывается 
решимость проблемы равенства слов в П.

раз

Георема 2 есть усиление основного результата работы [4], в ко 
торой доказана разрешимость проблемы равенства слов в И при ус
ловим d(A) шах (д (В), d(O). \

Теорема 1. Если соотношение (2) несократимо слева (спра 
ва), то для полуьруппы П, заданной образующими (1) и определяю 
щим соотношением (2), разрешимы проблемы равенства и лева 
(соответственно, правой) делимости слов.

В работе [1](см. стр. 97) была доказана разрешимость пробле։
равенства, левой и правой делимости в полугруппе, заданной опреде 
ляющим соотношением вида А = Л, где Л пустое слово. В силу это 
го результата и в силу очевидной симметрии для доказательства тео 
ремы достаточно рассмотреть случай, когда слово А непусто и cool 
ношение (2) несократимо слева. В этом случае нам потребуются вне 
денные в [2] понятия левого разложения R (X, d) данного слона X от 
носительно данной буквы d, головки и компонент этого разложения.

Пусть слова А и Bt начинаются, соответственно, с букв а и 1 
алфавита (1). Если разложение R (X, d) существует, то, очевидно 
слово X начинается с буквы а или bud есть, соответственно, b ил! 
а. Поэтому вместо записи R{X, d) ,..ы в некоторых случая!
использовать запись R (%).

Через А будем обозначать построенный в [2] алгоритм, устава^ 
ливающий левую делимость слова аХ или ЬХ на букву b или a, cd 
ответственно.
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В дальнейшем под делимостью слов будем понимать левую де­
лимость в полугруппе П.

Лемма 1. Если R (X, И} = Кх * Кп * . • • « К. * А * (), буква ( 
не входит в слово К1 К2--К, и хотя бы одна из компонент 
К2, Х3,- • •, ЛГ, есть начало слова В, то X не делится на <1.

Доказательство. Алгоритм А за один шаг переводит слово 
X н слово Хх=КхКг - К В(С<}. Если R (Л\, </) существует, то либо 
ВВХАВ2 и /е(Л;,с/)= Кх* К2* Д',-:» R (К,В՜,) А* В^СЦ, ли­
бо К՝В — АВ, и R (Хх, с!) — Кх * К., » • ■ /м-1 * А * В,(С(^. Следова- 
вательно, если при некотором г ֊< 5 компонента К, разложения 
R IX,, (1) является началом В, то гая компонента разложения ^(Л1։</) 
также есть начало В. Кроме того, все компоненты разложения 
В(Хх, (У) не содержат вхождений буквы (. Поэтому алгоритм А, на­
чав работу со слова X, либо останавливается на неразложимом сло­
ве, либо ралботает бесконечно, выдавая промежуточные результаты, 
удовлетворяющие условиям леммы. В силу леммы 3 из работы |2] 
это означает, что X не делится на д. Лемма 1 доказана.

Через V обозначим множество таких начал А' слова А, что А Ь
есть начало А. Если А'£ И и

В(А'В<С) -■= Дх* Л» •••* А» Л» £, (3)
где все Д,£^ при / = 1, 2, • • • п, то начала А1 назовем предшествую­
щими началу А՛.

Через Г обозначим ориентированный граф с множеством вершин 
V, ребрами которого являются все упорядоченные пары (А', А ). где 
вершина А" предшествует вершине А .

Вершину А՛ назовем тупиковой, если не существует разложения 
В^А'В1С}.

Через И։ обозначим подмножество И, состоящее из таких вер­
шин А', что любая (ориентированная) цепь графа I , начинающаяся в 
А՛, не содержит тупиковых вершин и вершин, принадлежащих циклам 
графа Г. Так как множество V конечно, то граф I и множество 
определены эффективно.

Лемма 2. Если А'£ то слово А՛ В(( делится на В(С.
Доказательство. Через /(Д') обозначим число ребер в мак­

симальной цепи графа Г, начинающейся в вершине А . Индукцией по 
параметру /(А') докажем, что А՛В!С делится на В(С.

Если {(А ) = 0, то А В(С начинается со слова А и потому де­
лится на В1С.

Пусть /(Д') >0 и Я(А'В/С) имеет вид (3). Так как )\А, )<< 
</(Д') при г — 1, 2,*п, то по предположению индукции Д. В(С = 
= В(С при некоторых 7.,. Тогда А В(С~АХА2՝ • -АгАЬ. =-В1(. 7,7: • 
- • • 7пЕ. Лемма доказана.

Лемма 3. Если В(Х, (Г) = КХ* К,* А •(} и буква Г
не входит в слово КХК^’• ՝ Ка, то X делится на (1 тогда и толью 
тогда, когда при / = 1, 2, • • •, $.

Доказательство. Если К,£\7Х при /=1, то ле՜
лится на с/ в силу леммы 2.
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Пусть Кг К) и при / = г+1, г Если Кг есть
начало В, то X не делится на с/ н силу леммы 1. Пусть Кг есть на­
чало Л. В силу леммы 2 алгоритм А перенодит слово X в слоно 
Л, КХК2-• КгВ(С2 при некотором /. Если разложение К (КгВ(С) су­
ществует, то оно имеет вид А* (К,В(С) — йх * Я. * •••£>/* Л* /Л То­
гда

К(Х„ </)^= а;» л'2* * ал֊։* я՝* я2* •••* д* л» рг.
Если бы все компоненты Ях, Я2,- • •, Я( принадлежали то и Кг при­
надлежало бы 1/։. Следовательно, хотя бы одна из компонент 
£>։, £).,•••, А не принадлежит Ц. Отсюда следует, что если К~ Ух 
при некотором г, то алгоритм А, начав работу со слова X, либо ос­
танавливается на неразложимом слове, либо работает бесконечно, вы­
давая слона, в разложении которых имеется компонента, не принад­
лежащая Уг Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Если R (X) — В(С' * Кх* К2* А,.* Л* и бук­
ва I не входит в слово КХК.:- ՝ ■ К,, то разрешима проблема дели­
мости слова X на букву а.

Доказательство. Если хотя бы одна из компонент К, при 
/= 1, 2,•• -, 5 не принадлежит 1/։, то А не делится на а в силу лем­
мы 3. Пусть К1 £ У\ при 7=1, 2,•• •, 5. Тогда в силу леммы 2 алго 
ритм А переводят слово X в слово Л։ — В։С В1СХ при некотором X. 
Если R (А\) не существует, то X не делится на б. Если R (Хх) суще­
ствует, то R (ЛС։) В(С" * * Я2 * • • • » Д ♦ А * <2։, д (С") >оЦС")
и буква / не входит в слово ЯХЯ:-• ■ £)/. Следовательно, повторив при­
веденные выше рассуждения не более чем д I С) — О'(С) раз, мы вы­
ясним делится ли X на а или нет. Лемма 4 доказана.

Через 5((Л) и з/с (Л) обозначим число вхождений в слово Л бук­
вы / и слова (С, соответственно. Положим по определению *(А)^2 
• - (%) — (%). Следующая лемма очевидна.

Лемма 5. Пусть один шаг алгоритма А|млгеет вид X - РКН() > 
՝РКМ) = Хх, где К—компонента разложения Р(Х),Ни Е—различ- 

ные определяющие слова соотношения (2). Есл г АЛ начинаете я со 
слова В1С, то " (А\) — " (А)— 1. Если КЕ не начинается со слот 
В(С, то *(Х։) ~ ~(Х).

Доказательство теоремы 1. Индукцией по параметру 
"(А') докажем разрешимость проблемы делимости слова X на букву б. 
Если Р(Х, б) не существует, то X не делится на б в силу леммы 3 
из работы |2]. Пусть R (X, б) = К1 * К2 * • • • * К, * /7* 9, где Н - го­
ловка.

Если Н~В/С,"го сделан не более чем 3/(Л) шагов алгоритма А, 
мы либо получим заключительный результат, либо промежуточный ре­
зультат Хх с головкой А. При этом в силу леммы 5 т (А։)-С т (X). 
Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда Н — А.

Если т (X) = 0. то проблема делимости X на б разрешима в си­
лу леммы 3.
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Пусть "(г¥)^>0, К. — ГНС и компоненты К не содержат
вхождений буквы I. В силу лемля 4 рэ эрг личи проблем։ делимости 
слова У = К,К^л-• ■ К>А(^ нл букву о. Если 1 не делится на а. то X 
не делится на с/. Пусть У а?, тогда алгоритм А переводит слово 
X в промежуточный результат X, КУК.-՝ • К,-\а2. В силу леммы 5 
«г (а՜/-) — ' ( У) — 1, поэтому ‘ (Х ) - (X)—1 и по предположению ин­
дукции проблема делимости X, на с/ разрешима. Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Разрешима проблема равенства слов в полугруп­
пе. П, заданной образующими (1) и определяющим соотношением 12).

Для доказательства этой теоремы нам потребуются преобразо­
вания '•? и фу, введенные в работе [3].

Если соотношение (2) приводимо, то к нему можно применить пре­
образование ф. При этом в слове найдется буква, которая
входит в это слово один раз и не входит в слово <? (/4). Следователь­
но, в силу следствия 2 из работы [3], достаточно рассмотреть слу­
чай, когда Соотношение (2) неприводимо.

В этом случае в силу теоремы 4 из работы [3] проблема равен­
ства слов в П сводится к той же проблеме для полугруппы Пр за­
данной несократимым хотя бы с одной стороны определяющим соот­
ношением вида Фу (А) = Из определения преобразования
следует, что найдется буква, которая входит в слово один
раз и не входит в слово ^г(Д). Поэтому в силу теоремы 1 пробле­
ма равенства слов в Пх разрешима. Теорема 2 доказана.
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G U. OGANES’AN The solvabilit y of the word problem for semigroups with 
a defining relation of the form A — BtC (summary)

The paper establishes the solvability of the word problem for semigroups with 
41 defining relation of the form A = BfC. where generator tdoes not occur in words 
A, D or C.

Л ИТЕРАТУРА

l. С. И. Адян, Определяющие соотношения и алгоритмические проблемы для групп 
и полугрупп. Груды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова, том 85, 1956.

2. С. И. А а ян. О преобразованиях слов в полугруппе, заданной системой опреде­
ляющих соотношений, Алгебра и логика, том 15, № 6» 1976.

з. С. И. Ад ян. Г. У. Оганесян. К проблемам равенства и делимости в полугруп­
пах с одним определяющим соотношением. Известия АН СССР, сер. матем. 
42, № 2. 1978.

4. A. Yasuhara. The solvability of the word problem for certain semigroups. Proc. 
Amer. Math. Soc., 26. № 4. 197(1.


