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Л. 3. ГЕВОРКЯН

ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ НЕКОТОРОГО КЛАССА 
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕГАТОГОВ

О . В работе [1] Н. Судзуки предложил новый метол исследова 
ния алгебраической структуры ограниченных операторов, действую 
щих в гильбертовом пространстве, мнимая часть которых компактна 
Впоследствии Ф. Джилфетер и X. Бенке продолжили эти исследова 
ния для более широкого класса операторов [2], 13].

В частности, Ф. Джилфетер доказал следующую теорему.
Пусть А— оператор в гильбертовом пространстве Ни Р(г, г) - 

некоторый некоммутативный полином, для которого Р(А, Д*) ком 
пактен. Тогда существует единственное семейство центральных проек 
торов {Р,}'.0 (и °10) таких, что

Д ֊До

где До = А'\рн удовлетворяет Р\г, г), т. е. Р(Д0, До)=О, Д/ — Д|р/«- 
примарные операторы, для которых Р(Ар Д') компактен и не ране 
нулю и К = Н Р$Н сепарабельно.

В последующей работе Бенке [4] содержится существенно боле« 
общая теорема, чем сформулированная теорема Джилфетера, однакс 
приведенное им доказательство мало обозримое и „неконструктивное* 
(см. реферат Судзуки [5]). I

Цель настоящей заметки — привести новое доказательство теоре 
мы разложения, близкой к теореме Бенке, а тажже установить одно 
значность такого разложения, которое и вовсе не обсуждается н [1 
Попутно мы приводим новое доказательство возможности разложени 
фактора типа 1 в прямую сумму неприводимых компонент.

1 . Введем несколько обозначений и напомним некоторые факт։ 
из теории алгебр фон-Неймана.

Пусть А—алгебра фон-Неймана в гильбертовом (вообще гоно 
ря, несепарабельном) пространстве Н. Обозначим через / центр ал 
гебры А. т. е. пересечение А и его коммутанта А . Пусть Р— проеи 
тор из А '. Обозначим через А!/> множество {А!рц՝. А £ А}, которо ՛ 
является алгеброй фон-Неймана в пространстве РН и называется иг 
д у цированной алгеброй. Пусть R — проектор из А. Множеств 
\А\цц:АК = РА - А А £ А; тоже является алгеброй фон-Неймана, на 
зываемой редуцированной алгеброй. Если проектор О принадлежи ‘
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центру 7. алгебры А. то индуцированная и редуцированная алгебры 
Совпадают.

■ Центр А| , ЛА! ; алгебры A!Q совпадает с множеством Z ֊ А, )П : 
:А £Z| = IAIq„:AQ=QA - А, A -Z\ (|6], |7] А 15).
| Пусть оператор Т принадлежит А. Оператор проектирования на 
ортогональное дополнение к ядру Т называется носителем Г, а наи
меньший проектор из центра Z алгебры А. мажорирующий носитель 
/, называется центральным носителем Т. Для множества операторов 
СсА центральным носителем называется (Наименьший проектор из 
центра, мажорирующий носитель каждого оператора из С.

S Очевидно, что центральный носитель 5 множества С удовлетво
ряет соотношению

IS Г5-57= Г, (1)
и меньше всех проекторов R £ Z, удовлетворяющих соотношению (1) 
([6], Приложение III, I).
И Обозначим через Л?А пересечение А и К(Н) (К(И) — идеал ком
пактных операторов в Н).
Д Теорема 1. Алгебру А можно разложить проекторами Р,}, 

из центра Z в прямую сумму А Ао ( А,), где А„= А

алгебра фон-Неймана в пространстве Р^Н, не содержащая нетри
виального компактного оператора, а все А, = А|/>3 — факторы и со
держат нетривиальный компактный оператор в Р?Н. Указанное 
семейство проекторов определяется единственным образом.

! I Сначала докажем несколько вспомогательных утверждений в той 
форме, в какой они будут использованы ниже.

f .Я Лемма 1. Если проектор Q принадлежит центру Z алгебры 
о А, то множества АГд|о = [A|qz/ : К л} и КAt<? = A?q Л К(QH) совпа- 
։Ч дают.

■ Доказательство. Включение X'a(qc:Aa|q очевидно, посколь- 
f ку сужение компактного оператора компактно. Пусть теперь Z?£Aaiq, 
у тогда ясно, что В компактен и представляет собой сужение на QH 

некоторого А из А. Легко можно проверить, что A}qh = по-
। этому можно считать, что А удовлетворяет соотношению AQ=QA=A

(в противном случае мы рассмотрим /4Q).
ь • Очевидно, что А=!цн. mBQ IJqh ,н~ оператор вложения QH в Н). 

л Так как В компактен в QH, то А=!цн н BQ будет компактным 
у в Н, откуда заключаем, что B—A\qh принадлежит K^\q. Итак, Ад;^ — 
\ ~ Rk\Q — R
к •» Обозначим через ЭД'՛ множество всех операторов проектирования
„ из некоторого подмножества ЭХ алгебры В(Н).
н Ж Л е м м а 2. Если проектор Q принадлежит Z, то множест га 

(^р)' = I R\qh • RGZ\р и Zp\q = S|qw:S£Zp| совпадают.
t I Д о к а з а т e л ь с тв о. Ясно, что Z |yc(Z/y)P (сужение проекте՜ 

ра —снова проектор).
3-993
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Пусть теперь А’£ (/|о)'*, откуда следует, что существует опера
тор такой, что М\дн = А, Л/(2 = С?Л/= Л/. Это значит, что на
ортогональном дополнении к (2А/ М равен нулю, откуда следует, что 
М^2Р (продолжение проектора нулем — снова проектор).

Заметим, что сужение алгебры А на МН, А| и будет совпадать 
с сужением алегбры А,у на РС^Н.

Лемма 3. Пусть (^^2''. Для того чтобы А|<? был факторол!, 
необходимо и достаточно, чтобы был минимальным.

Доказательство. Необходимость. Так как А|о — фак
тор. то центр А|оПА } — р/м//|. С другой .стороны, центр алгебры 
А|о совпадает с /у. Согласно лемме 2 2р]д будет состоять из двух 
элементов 0 и /он- Это значит, что сужение 'любого элемента 5 из 
2Р равняется или /цн, или О. Если 5*$//=/у/у, то очевидно, 50= <25= 
— (2, а это означает, что 0-С5. Если же 5|ун =0, то проекторы 5 и 
С? не сравнимы.

Достаточность. Пусть проектор С?£2 минимален. Из этого 
следует, что для любого проектора 5' из 2 либо 50 — 05' =• (}, либо 
05=0 (если произведение 05 не равно нулю, то оно является про
ектором из 2, очевидным образом не большим, чем 0)« Тогда ясно, 
что = |0, /он\- Как известно, алгебра фон-Неймана ’порождается 
своими проекторами [8]. Поэтому = А|у П А будет состоять толь
ко из скаляров //(?//), т. е. А|р — фактор.

Доказательство теоремы 1. Если Ад = ։01 (т. е., если 
алгебра не содержит нетривиального компактного оператора), то до
казывать нечего и разложение имеет вид А = Ао (Ап — /ц), если же 
Ал=^=[0 , то обозначим через пересечение ядер всех операторов 
из Ад. I ак как //0 — замкнутое подпространство в Н, то существует 
соответствующий ему проектор, который мы обозначим через Р„.

Докажем, что Прежде всего заметим, что Рй принадле
жит А , так как Но инвариантно относительно любого оператора А из 
А. Действительно, если х^/У0, то Вх — 0 для любого В из Ад, следо
вательно и ВАх — 0, так как ВЛ также принадлежит Ад. Докажем, Я 
что Но инвариантно также относительно любого С из А'. Если х£Л/,,, ■ 
то ВСх — СВх = 0, следовательно Р0£А '. Так как А — алгебра фон- Я 
Неймана, то А = А", поэтому Р£2. Я

Согласно лемме 1 все компактные операторы из А|яв представ- Я 
ляют из себя сужение на подпространство РпН компактных операто- т 
ров из А. Из определения Н„ непосредственно следует, что 
А|р,ПА(Ро//) = 'О|. I

Пусть Е — главная единица множества Ад, т. е. проектор 1н~Р$, Я 
который, по доказанному, принадлежит 2. Легко видеть, что Е удов
летворяет соотношению Н

ЕВ — ВЕ = В, уВ^Кь. (Г). В

Действительно, так как Р()В — ВРй— 0 для любого В из Ад, то. | 
(Г) получается из определения Е. В



О структуре операторов 271
■grr

Докажем, что Е мажорируется всеми проекторами из центра Z
алгебры А. удовлетворяющими соотношению (Г) и, стало быть, яв
ляется центральным носителем множества А'д [6].

Если Q£Z, то очевидно QE С Е, если к тому же BQ = QB В 
для любого В из Ка, то QEB - BQE В. Предположим теперь, что 
QE<^E и, следовательно, существует х0£/У такой, что QExn 0, а 
Ех0 -0. Тогда ясно, что Вхи BQExK) — 0 для любого В из К\, сле
довательно х„ принадлежит пересечению ядер всех операторов из Л'д, 
что противоречит условию Ех0 0. Итак, QE = Е, что и означает 

, Е < Q-
В работе [2] доказано, в частности, следующее

I Предложение. Пусть С алгебра фон-Неймана в гиль- 
беэтовом пространстве Н такая, что для множества СПА|Н) цент
ральным носителем служит /н. Тогда каждый проектор из центра этой 
алгебры Zc мажорирует минимальный проектор из Zc.

I Докажем, что для алгебры Ал условие этого предложения вы
полняется. Допустим, что R центральный носитель множества K\f. 
■Это значит, в частности, что R удовлетворяет соотношению 
AR — RA = А для любого А из Кае, а это эквивалентно тому, что 
все операторы из Кае на ортогональном дополн?нии REH равны ну
лю, откуда следует, в силу определения Е и леммы 1, что R — 1ен»

I Итак, люЗой прэектэр из центра Z\e алгебры А]л мажорирует 
минимальный проектор из Z\e. Согласно лемме 3 сужение алгебры

■А|л на образе минимального проектора будет фактором. Как это уже 
отмечалось при доказательстве леммы 2, каждому проектору R из 
.Z\e соответствует проектор M^Z, являющийся продолжением R нулем 
на ортогональное дополнение к ЕН, откуда уже следует, что сужение 
алгебры А на МН совпадает с сужением А \е на REH. Таким обра
зом, А, и — фактор, если R минимален. Кроме того ясно, что А» со
держит нетривиальный компактный оператор, что непосредственно 
•следует из того, что М Е.

I Поступая так же, как, например, в монографии ([8], стр. 286), и 
привлекая лемму Цорна, мы можем утверждать, что существует та
кое семейство J R31 взаимно-ортогональных минимальных проекторов 
из Z\f, которые в сумме дают Л//. Обозначим через {Р-} семейство 
проекторов, являющихся продолжениями A’j нулем на ортогональном 
дополнении к ЕН. Согласно лемме 2 (P^JcZ. Они будут осуществ
лять разложение Ал в прямую сумму факторов. Присоединяя суже
ние Ао алгебры А на Р^Н, мы получим искомое разложение

А = Аоф( А.О. 
1

Докажем теперь единственность этого разложения. Пусть имеет
ся еще одно разложение А А|<}։ ( А[р-). Если А|^,։ — фактор, то
I тСГ
«согласно лемме 3, проектор <2;,, принадлежащий Z, минимален. Из 
этого следует, что либо = 0 для любого либо <2-, = Р-„ для
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некоторого Первое невозможно, так как Р$ Н Ро - ///, в силу 
ЙЕВ

чего С?т, что противоречит условию
А|(?Т.П К((^.Н) * {0).

Далее, так как множества (Рр| и |фт| совпадают, то О0 = Ро.
Как уже доказано, факторы, участвующие в разложении, содер

жат нетривиальный компактный оператор. Так как алгебра фон-Пей
мана вместе с каждым оператором содержит и его спектральное раз
ложение [8], то фактор будет содержать конечномерный проектор, 
откуда следует, что фактор содержит минимальный проектор, т. е. 
имеет тип 1.

В книге Диксмье [6], [7] А 36 дано описание факторов типа 1. 
Здесь мы сформулируем и докажем теорему, которая очень близка к 
результату Диксмье. Доказательство, которое приводится ниже, как 
нам кажется, более простое. Сначала докажем лемму.

Лемма 4. Пусть А — алгебра фон-Неймана в гильбертовом 
пространстве Н, Р—проектор из А . Для того чтобы Ар совпа
дал с В(РН), необходимо и достаточно, чтобы Р был минималь
ным.

Доказательство. Необходимость. Пусть А|р - В (РН). 
Известно, что (А'|р)= А|р ([5], [б] А 15). Тогда А— [Нрн\, от
куда следует, что сужение любого А £ А' такого, что АР— РА — А, 
на подпространство РН равняется У1рн- Пусть Q — проектор из А’, 
удовлетворяющий условию QP= PQ=Q (т. е. Q не больше, чем Р). 
Но так как Q|p« Iph, то очевидно, что Q= Р. Итак, проектор 
Р А минимален.

Достаточность. Пусть Р минимален. Это означает, что -не 
существует ни одного подпространства, инвариантного относительно 
всех операторов из А и содержащегося в подпространстве РН. То 
же самое верно и для сужений операторов из А на подпространство 
РН. Таким образом, коммутант Ар не содержит нетривиальных про
ектов, т. е. состоит из скаляров. Так как Alp алгебра фон-Нейма
на, то Ар В (РН).

Теорема 2. Если фактор А содержит конечномерный проек
тор, то его можно разложить проекторами (Q/,| из коммутанта- 
А в прямую сумму А= B(Q.H), причем сужения любого А из 

А на подпространства Q H унитарно эквивалентны между собой.
Доказательство. Если А р В (Н), то А содержит нетри

виальный проектор. Докажем, что любой проектор Р из А мажори 
рует некоторый минимальный проектор Q^A .

Рассмотрим произвольное линейно упорядоченное множество про
екторов с А', мажорируемых Р. Если мы докажем, что это мно
жество обладает нижней гранью, то по лемме Цорна будет существо
вать минимальный элемент Q6 А . Очевидно, что нижней гранью мно
жества \Pt будет оператор проектирования R на (]Р.Н. Ясно, что
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этот проектор принадлежит А . Остается доказать, что /С не равняет
ся нулю.

Л Пусть 5 — конечномерный проектор, принадлежащий А. Для лю
бого 7 обозначим через проектор 5Р;. Очевидно, что конечно
мерен.

Известно, что если А фактор, то из условия А А' = 0 (Д^А , А ՛( А ) 
следует, что либо А 0, либо А' ֊ 0 ([В], стр. 523, основная лемма)« 
Поэтому Р( 0 для любого 7. Поскольку множество \Р;\ линейно 
упорядочено, то будет линейно упорядоченным и множество |А\'. Сре
ди этого множества не более чем п различных элементов (и — размер
ность проектора 5). Поэтому в множестве |/?т| существует наимень
ший элемент и пересечение Г\РН не равно нулю. Поэтому не равно 
нулю и Итак, каждый проектор Р С А мажорирует минималь
ный проектор 0£А'.
Д Согласно лемме 4 сужение фактора А на ОН будет совпадать с 

В(0Н).
Как и выше, используя лемму Цорна, можно доказать, что сум

ма некоторого множества минимальных проекторов [(/,} будет совпа
дать с / //.

Остается доказать унитарную эквивалентность сужений А опе
ратора Д£А.
4| Напомним, что проекторы Е и А, принадлежащие некоторой- 

алгебре фон-Неймана С, называются эквивалентными относительно 
С, если существует частично изометричный оператор 6/ £ С 
такой, что ии*—Е и и*и — Е (обозначение Е—Е). Если суще 
ствует проектор из С, эквивалентный Е и мажорируемый А', то пишут 
Е^Е ([6], [7] А 46).

у Известно, что если С — фактор, то либо Е'^Е, либо Е ^Е 
([6], [7] А 46). Очевидно, что если проекторы Е и А, принадлежащие 
А минимальны, то будут эквивалентны друг другу.

I Итак, для любой пары о2 существует частично изометричный

оператор С .,;,, (^А , отображающий 0՝Н на О Н. Сужение и ,опера- 

тора I на О Н и будет обладать всеми нужными свойствами. Ра
венство А' и*՝проверяется непосредственно.

Важным частным примером алгебр фон-Неймана являются алгеб
ры фон-Неймана R (Д), порожденные одним оператором А.

1 Из доказанных выше теорем следует, что если R (А) содержит 
компактный оператор, то А разлагается н прямую сумму оператора 
До, для которого R (Дп) не содержит нетривиального компактного опе
ратора и некоторой совокупности экземпляров одного и того же непри
водимого оператора. Первое слагаемое разложения — До, когда опера
тор А удовлетворяет какому-то соотношению (например,если А Д* 
компактен, или АД* — А4 А компактен, или /—Д*Д компактен) предстан- 
лает собой оператор с довольно хорошо исследованными свойствами
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(/40слмосопряжсн, соответственно нормален, изометричен). Таким о6р1 
зом, изу ։ение структуры произвольного оператора этих классов, де, 
ствующих в несепарлбелыом пространстве сводится к изучению таки 
же неприводимых операторов, действующих уже в сепарабельном про 
странстне.
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L. Z. GEVORKIAN. On the algebraic structure of a certain class of non 
self-adjoint operators (summary)

The aim of this piper is to give a new proof of th? theorem on decompositi 
of the von-Neumani algebras containing compact operator, into direct sum of irr 
ducible components. I
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