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РЕАЛИЗАЦИЯ ПОЗИТИВНЫХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ 
ПО ДАРЛИНГТОНУ. ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 

В СЛУЧАЕ ВЫРОЖДЕНИЯ

Эта работа примыкает к статье автора [1]. Пусть г (') — рацио­
нальная матрица-функция п-го порядка класса Р (см. [2]): г(/)4՜ 
4՜ 2* (>) > О при Ре л > 0 (позитивная матрица-функция). В [1 ] 
доказано, что х (') представима в виде дробно-линейного преобразо­
вания

г (/ ) = [а (/) R 4֊ Ь (> )] [с (/) R 4֊ Ժ (л)]֊1 , (1)

где т = гап£ [г (/•) + г* (— /)], а матрица коэффи­

циентов

° \

Օք|-Հր./

рациональная, /-растягивающая н

правой полуплоскости и /-унитарная на мнимой оси, Та-

кое представление г (л) называется реализацией по Дарлингтону (/>- 
реализацией) ([3]).

В [1| построена одна из возможных /5-реализаций х (/); в настоя­
щей статье дается описание всего многообразия /5-реализаций. Ре­
зультат применяется, н частности, для получения необходимых и до­
статочных условий существования полиноминальной /5-реализации.

Отметим, что в невырожденном случае (т = и) описание много­
образия /5-реализацией получено Д. 3. Аровым |4]. Нас интересует 
случай вырождения (0<^ т ' п) (при этом, как и в [1], не ограничивая 
общности, будем считать, что главный минор порядка т матрицы 
2('-)4'**(— '■), отличный от тождественного нуля, находится в ее ле­
вом рерхнем углу).

§ 1. /^-реализации матриц-функций класса Р

Пусть շ ՛(/’)£ Р и (1) — ее /5-реализация, то есть матрица коэф­
фициентов А (X) удовлетворяет условиям:

Д*(/.)/Д (л) - />0 (/?ел>0), 

Д* (հ) յА (г.) — յ ==. О ("- = -).
Положим

а (/) R + Ь (л) -- р, (>), с (л) R + ժ (X) = <?>■ (}.).

(2,) 
(2.)

(3)
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Поскольку

г (/) 4- 2* (>) - ]• „ -\ -V Г.Ч гп/И* (') .М (И— /-------------------91 (0^9г (х)=9> ('И*/]--------- ----------— *-
то из (2,), <22) следует, что в правой полуплоскости

>дГ‘‘(Х)Л,71(/),

а на мнимой оси

9> (Й) ^9> ' (/')•

9( 'ОК

(4?

(4?)

Отсюда ясно, что матрица-функция У (>.) = [1т 0] д}~։ (/.) регулярна в 
правой полуплоскости и является решением факторизационной зада­
чи ([6])

*(/)+** (•֊') = у*(_ х) У (/.). (4»)
2

Рассмотрим матрицу В (>.) — 1 (') /у, ( „ 0 \ и поло-
> ֊ /л /

жим

Так как
Ьч (-»(>՝<].= [ЯЛ В(' ).

[/?/] а /Л4 (> > — [я/] и
то <7. (/)р). (? ) ~ рх (>) 9) (>); из обратимости д։ (л) и В{> ) вытекает, 
что </х (/) обратима и՝|։

2 С ) = Ру (>•) 9)՜1 0 ) = 9л’ (х) р.\ О՝)’ (5>

Далее, поскольку

-7֊'(л) /?<7л‘-(>)= <7х։('М*/]
2

R
Р\

то в правой полуплоскости

а на мнимой оси

= 9х՛ (/") ^97՛*

из чего следует, что матрица т

о
регулярна в пра-

вой полуплоскости и является решением факторизационной задачи
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-Л(') %*(֊' )•

Ил (22) видно, что /Д (/.) / = Д * ( — /•,) следовательно /?* ( /) .-=э
= у А (/) у, поэтому

р.\ (— = а (/.) R — Ь (>.), <?<( — ')=~сОИ4 </ (>.).
Из (3) и (6) находим

а (/•)/? = Ь (/) = Ру 0) Ру < '),
2 2

с (') R =

(6>

(7)

Введем обозначения:

?
0

(8)

2

R 0

—Я?/(X) 9г1’ (х> &г (/) — </л •՛ (/) R
(°>

(Ч кд? (л) ֊ /?7л*’ {/.) R-г* (/) Rr (.)

и отсюда, в частности, вытекает

г* О ) Кг (л) < R >0),

л* (г՜) Яг (г՜) = R (- = т).

(10.)

(10-..)

Разобьем д / (/) и д} 1 (/) на блоки

ч' и.,(М Х2,(‘)> \г„(4

где Ки (/) —квадратные матрицы порядка лп. Из (4 и (4 )
следуют равенства

у., (О = (ОХ.(-Ч, (4,1

и՜. (- Г) г„ (>.) = х„ (/.) х'< (-"г (4.)

ЪН—' ) У1։ ('•) = Хп (') ЛгН —>). (4,)
Используя их и находим

‘л> о ) . ™ 'П (>) = Уи ('■) ХГ1’,(-Х)= /)%„ (».
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Из (10։) следует, что г:| (/•> сжимающая (следовательно, регу­
лярная) в правой полуплоскости.

Впредь пару решений Л(/) = (*) 
(' )

У (>>) = [ Гм (а) Г։։(/.)1

(факторизационных задач (4Х), (4Д для которых гп (>) регулярна при
А*еА^>0, будем называть допустимой. 

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Если А (/) = а (а) Ь (а) 

с (М </ (')
матрица коэффи­

циентов О-реализации

цы X (а) — |— R с* (— а)

г (') С Р. то матри-(1) матрицы-функции

У (О = | /„ 0](с ()■) >? +

֊+ </(/)] — допустимая пара решении факторизационных задач
(4Л) и (4,).

Дадим теперь описание всех матриц А (а), отвечающих произ­
вольной допустимой паре X (а), У (а).

Теорема 2. Пусть X (/.) и У (а)— произвольная допустимая 
пара решении факторизационных задач (4 ) и (4( ). Каждая мат­
рица коэффициентов А (а) I՜)-реализации 2 (*֊), соответствующая 
этой паре, представима в виде

та('М/ R)

Л-с (> )([֊ R)

Ру (/.) - р\ (—)) 
2

<7> (>՝) 4֊ /-)
2

(11>

где

е„ ('■ )=- Г,,՛ (/) Г,։ (>)си(<)4-

112».

а (/ )(/֊ Я) - ЯХ՝ (>)(/ ֊/?) + *(>•) с (> )(/ - /?), (13)

при этом выполнены следующие (необходимые и достаточные ус­
ловия:

1) гл С֊՜* ) = (О;

2) С„(л) Ол. (/.) + Оу (? ) Сд ( - 7>+- 3> (>■) Рг ( А) —л £— а)Зл (а)

3) <7/л- (') = <7л с* а) “ <//» (>х) = (') + с (>)(/—/?)
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•

таковы, что д7\ ('), дп (>) и г/(') <//> (И Чгх( -') регулярны в по՝
лунлоскости Ке А > 0;

4) х (>•) 4- <?х‘(/)(/—^) 7Л-' (>•) = г, (/)€Р

Доказательство необходимости.

матрица коэффициентов, отвечающая
^Определив дх (/), у (X) согласно (3} и

Пусть Д(Х) = (° <>»*<'» ) — 
к с (, ) а (х> I

допустимой паре X (>), У ()).
(6), введем матрицы

Лл</)= 7 л

Так как

(И)

<7>
22

Л1 (') 0 | 
X, (>) /'

то Л, (/.), Лг (/) обратимы и имеют блочно-треугольный вид

(15)

поэтому ох(Х), 6) (/.) обратимы.

Так как

(֊') = с (X) R, то -Т, (->) =

Газбивс(') на блоки с (') = где с(1 (/)

док т, найдем выражения для с12 (') и а (')(/—R)- Для 
пишем условие (2г) в виде А' ( ֊ /) 1А (/.):- J и получим

имеет поря-

этого пере- 
равенства:

и - R) [о» ) с (;)+с* (-") а(Х)) (/- /?) « о, (16,)

(/֊ R) |а* (-X) с (X) + (с* (֊ Г) а (Х)| R = 0, (162)

(/-/?! [а* (-7) </(/)+ с*(-7) Ь (/)] = /- R. (16,)

Из (162) и (163), учитывая связь между А (>) и В(/), получим:

(/— R) [а* (— л) ду(У) 4֊ с* (— /•) р1 (>)] = /— R,

[<7Л. (л) а (/•) — рх (> ) с (>•)](/—R) — I -- R,

Приравнивая вытекающие отсюда два выражения для а (>)(/—л) 
(одно из них совпадает с (13)):

а (Х)(/ - R) =[<?Г’՜ (- <■) -т’(-X) с (Х))(/ - /?) = 1,? (,) +

+ а(Х)с(Х)1 (/֊/?), (13,)
получим
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к(< ) +-»* ( —Х)]с (>.)(/—Л) =[7>'1‘(-')-<7^ (')](/֊/?», 

а с учетом (4у), (4 ), (14) и (15) отсюда следует:

0) °1а 0 ) •+■ Из 0) с֊֊з 0) =

_ Л՞!)1 (— >•) .'Л О’) 'Ч1 (И — Г./р) ,3| (— ')'>>•' (—И

откуда вытекает (12).
Из (16։) и (13։) получаем

(/— А) [дк’ (/) с(/ )4֊с* (—л) д/ (>)](/— А) = О 
или

[ Г։։(Х) Г„ (>.)] <'■’ + [си (-■>.) Сй(-Х)] Х" (>)] = 0.
С։- (К) Лс2 (/)

что с учетом (14), (15) и (12) перепишется так:

4֊ [с։2 (— /■) Хп (' )+ С22 (— > ) Х21 (>-) С22 ( — >•)] о?1 (л) — 0

или с учетом (45), (4в):

г„ 0 ) А’ц1 (—>.) Зу (/.) -?)•(■-/.) 
2[-?, (>) /|

Отсюда в виду (45) следует условие 2),
Учитывая (7), получаем для А (л) выражение (11), где с12 0) и 

а (/)(/ — R) определяются формулами (12), (13), а с32 ().) и блоки мат­
риц Ах (л), (/.) удовлетворяют условиям 1), 2).

Проверим теперь выполнение условий 3), 4).
Положим

Л (л) Р}V) ± а (' )(/— А?)
9, 0)4֊ с (л) (/-А’)

Рп (') 
7/> 0 )

|/ /]5(/) = [рх(/) И/-Я) а* (-л) дх (,)_(/_/?) С*(-Й] 

'՜՜ 1^/л (*’) 7дл- 0 )|.

Очевидно, д/х (/.) р/у (/.) — р/х (/.) д/}. (/.). Из /-унитарности А (/) на 
мнимой оси вытекает, что д/( (/) (а значит и д,х (/.)) обратима, поэто­
му существует

Р/г (0 9л-1 (л) = ) Я/л 0) = г, 0 )•
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Легко убедиться, что zt(') связана с z (/) равенствами

х, (>•) - х (’) + <?л' (> )(/- а?) V,՜,-' (') = г (■'•)+ <?/х (')(/—/?> Я,' (')•

Так как
z, ()) = [а (/•) /4-6 (I )][с (/) / 4- d (t )| 1 , (17)

то

-ЯпГ(') Я,,’ (') = Я,7 (>) ֊ Я,} (').

и из (2։) следует, что z։ (/)—позитивная матрица-функция (условие 

4)). Так как rang |z/(а) 4֊ z/(—>•)]=*■ п, то из (2։) и (2?) следует, что 
(17)—/^-реализация для zz (л).
| Теперь, рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 1, 
придем к выводу, что q^ (л) и gj.1 (/) регулярны в полуплоскости 

Re > > 0 вместе с г, (/.) = q~v (/) д/х ( —>) ^условие 3)).

Доказательство достаточности. Пусть А (/-) — ( а (/) Ь (>) \ 
՝ с (>) d (/.) /

определена формулами (11)» (12)» (13) и выполнены условия 1) —4). 
Равенство (1) очевидно, поэтому нам остается убедиться в том, что 
А (/) удовлетворяет условиям (2։) и (2г).
I Так как с (?) 4 </(') ~ <7/) (')» </(') ~ с (О = (~')> то

(7։)

Iд/х (/) 21 (/) = р1Х (/), 0) Я п (/•) = р,г (')• Из условия 2)
1 ытекает раненого (/ — А*) [с/7 ։ (') с (') 4՜ с* (— >)дх1 ()>)](/— А?) = О, 
нз которого следует, что qx՝ (/)(/—А?) дп։ (') = qly (/)(/-(/); 
учитывая это, (12), (45), и (4в), получим: а (>) 6(/)=/>’л (—>). Сон՜
местно с очевидным равенством о (/) 4՜ (0 = Р/> (л) это приводит к
соотношениям 

п (>) = P/Y (' ) ргх (—/) 6 (/.) =
• ——

рп ())— pix ( —♦•) 
2

Используя (7։) и (72) и полагая на­

2
(7J

ходим

L-, (О и* И* (/.) JA (/)-;] и L, (/)--=

— ---- 2— --------qiy ()֊) <7/՜}՛ 0) <?/»• ()•) ri [f )—qix (>)

0 ) <7/1 ‘ 0) — 9IX (') r'i ri (К)
= G() ) ֊ Ф* (л) Ф (К),
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ф (>) = ()\.
I 2 V /Д О Г/ (X) )

Из условий 1), 2) и равенств (12), (4։). (4в) вытекают тождества

г, (г) 4- г* (7т) 
2

ЯП' ('“) 9'»' (*•) = фх (7՜) Ч1Х (7"), (18)
из которых следует, что

С (7т) — Ф* (7т) ф (7т) = О, (19)

и поэтому выполняется условие (22), то есть А (X) /-унитарна на 
мнимой оси. Покажем теперь, что она У֊растягивающ.ая при

Допустим сначала, что (X) не имеет мнимых полюсов. Тогда
как видно из (18), их не имеют и матрицы-функции дх։ ('•), д 1 (X),
г,('). Из условий 3) и 4) ясно, что С (X)— гармоническая, а Ф* ( X)к

Ф (X)— субгармоническая в правой полуплоскости (при этомобе они
непрерывны при 0). Так как субгармоническая матрица-функ­
ция Ф*(Х)ф(/.) на границе области совпадает с гармонической матри՜ 
цей-функцией 6/X) (см. (19)), то, согласно принципу максимума, внут­
ри области справедливо неравенство С (X) Ф* (/ ) Ф (/), из которого 
следует, что А (/) является /-растягивающей в правой полуплоскости 
(условие (21)).

Если г, (X) имеет полюсы на мнимой оси, то она, как известно, 
(|5]| представима в виде

г/ (X) = г0 ()՝) + V (').

где г0 (X) и — позитивные матрицы-функции, причем 
• *•

имеет мнимых полюсов, а г0 (>•) 4-го (—)) =0.
Обозначим ( г' А = Ао (>.) и рассмотрим матрицу

негг ('■)

= Д՜1 (X) А (X). Очевидно

/ Р/г(>-) ֊Г Р՝/Х (֊ X) Р/Г(>) ֊ Р՝/х (— X)
Д (/)= 2 _ 2 . _

\ 9/г(Х) — <7/д' (—X) Ч/у(>)л-Ч/х {—X)
2 2

где р,х (л) д/х (/) г, (X), Р/К(л) = (X) при этом
<■*

Так как 2;(') позитивная без мнимых полюсов, то, по предыду­

щему, А (X) /Д (X) — У 0 при А?еХ}>0. Остается заметить, что 
Д (л) = До (/) А (/)—произведение двух У֊растягивающих матриц-функ­
ций, и поэтому также является У֊растягивающей при Ке Х^> 0.
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I ■■ ■ Ж 3—В ■ Г-1Т ■ ■՛ ■ —^—11 ■■ П1 ■—1 !

Примечание. Из доказанного ясно, что каждой допустимой 
паре Х(/), У(>.) отвечает столько /^-реализаций х (X), сколько суще­
ствует различных наборов матриц

/ч . ... //О \си('). Ал(')֊ (о։л(/)-). А,- (')- (?1 (/) 5> (/)) •

удовлетворяющих условиям 1) 4) теоремы 2. Впредь каждый такой 
набор матриц сг, (/•), (/.), Л, (/) будем называть реализующим
набором.

§ 2. Полиномиальная /^-реализация

Я Выясним условия, при которых среди /^-реализаций рациональ­
ной позитивной матрицы-функции г (/) имеется реализация с полино­
миальной матрицей коэффициентов А (л) (полиномиальная /)-реализа- 
ция). В невырожденном случае (гг. = п), как. показано н [4], для су­
ществования полиномиальной /^-реализации необходимо и достаточ­
но, чтобы выполнялись два условия:

£ 1°. [г ().) 4֊ г* (—/)] 1 — полиноминальная;

I 2 . г (>) не имеет мнимых полюсов (здесь и в дальнейшем под­
разумеваются полюсы в конечных точках мнимой оси).

I Мы рассмотрим случай вырождения (0 < т п). Теперь условие
1 теряет смысл, а условие 2 не является необходимым. Так, напри- 

гч / 1 0 \мер, позитивная матрица-функция г (/.) = / I имеет полино-
! о —
■ \ /.*4-1 '
миальную /^-реализацию

г (>) =

Далее, в невырожденном случае полиномиальная /^-реализация в су­
щественном единственна (если /։(') и /12 (') — матрицы двух полино­
миальных /^-реализаций, то А, (/.) = А՝ (/•) Т, где Т постоянная мат­
рица). В случае же вырождения это не так. Например

допускает две существенно различные полиномиальные /^-реализации
с матрицами

1 0 
0 1 
/. 0 
00

00 
00
1 0 
0 1

10 00 
0 100 
л /. 10 
/. к 0 1

и
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Последнее объясняется тем, что если при т = п мьтрица А (>) одно­
значно определяется допустимой парой решений 7՜’ (>.), q} 1 (/.) факто­
ризационных задач (44) и (42) (при R =1), то в случае вырождения 
одной допустимой паре решений X (/.), К (/) факторизационных задач 
(4у), (4Г) отвечает множество матриц А ().)•

Теорема 3. Если z(') допускает полиномиальную D-реали- 
зииию (1), то q.\ (»֊) = [ — Rc* (—X) + (— /•)I 1 м qv' (А)=[с (О R г

</(/)]՜' не вырождаются ни в одной точке npanot полуплоско­
сти (и, следовательно

Х(<) q\ ('•) /« У(<) ■--= [/„О),;' (■)о и

имеют полный ранг).
Действительно, так как с (') и d (/) полиномиальные, то qx‘ (/Д 

и </у} ('•) не вырождаются в toikk, где они регулярны. Пэ теореме 1 
X (/■) и Г(') регулярны при Re t 0, поэтому регулярны 7Y*(') R и 
Rq՝' (/.). Регулярность же 7/(')(/—/?) и (/ — R)q,] (U при /?»)•> О 
непосредственно следует из (13J.

Решения факторизационных задач (4Л), (4, ), имеющие полный 
ранг в каждой точке праной полуплоскости, называются экстре­
мальны м и. Экстремальное решение единственно с точностью до 
унитарного множителя ([6]).

Замечание. Имея в виду дальнейшее, отметим, что в случае 
т = п условие I можно заменить таким равносильным условием:

1 . Экстремальные решения q՜' (л), 7 p1 (?) факторизационных 
задач (4Д (4.) (при R = /) таковы, что 7,\ (') и 7 г (М — полинэми- 
альные матрицы.

В случае вырождения имеет место
1 е о рем а 4. Для того чтобы г (л) £ Р допускала полиноми­

альную Г)-реализацию, необходимо и достаточно, чтобы по край­
ней мере для одной * пиры экстремальных ргм'нлй X (л), У (/.) 
факторизационных задач (4Л), (4 Д сущестчозал такой реализую­
щий набор полиномиальных матриц с2> (/), Л (/.), А (/,), что՛.

I. с12 (л), qx ().), q} (/.) — полиномиальные;
II. z։ (/) — z (/) 4՜ q у1 0) (I — R] q/tx (') не имеет лгнимых по­

люсов.
Необходимость. Пусть (1) —• полиномиальная /Э-реализа-

ция z (л) и X (<)=
*110)

V)
Г (л) — [Гп (>) (/.)]—соэтветству.о-

Еслн условии теоремы выполняются для одной »«стромальной пары. X р ). 
) (О. то для любой другой экстремальной пары А'(>)и, V У (/.) (ин* /) о 
также ныцоаняются.
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щие решения задач (4Л), (4, ) (из теоремы 3 следует, что эти реше­
ния—экстремальные). Поскольку А (/) имеет вид (11), то д (#), д .(/), 
Л, (X), (>), с (Х)(/ — Л?) — полиномиальные матрицы.

I Далее, как показано при доказательстве теоремы 2, равенство 
(17) есть /^-реализация матрицы г;(')» а так как эта реализация по-
линомиальная и rangpz(/) z’(— /)] = п, то (') не имеет мнимых 

■полюсов (условие 2 ).
I Достаточность. Рассмотрим пару экстремальных решений
■Ж(Х), Т(/) и отвечающий ей реализующий набор полиномиальных 

матриц с։2(>), hx (X), Л,, (X) и построим матрицу А (/) по формулам
(11), (12), (13). Из условия теоремы следует, что д/А(') и д . (/), а 
значит /в виду (7 ։)) с (X) и с/ (X) полиномиальные. Так как г .(л) 
Позитивная и не имеет мнимых полюсов, то р. (/) -д , (/);, (/) и 
Р у (X) = 2{ (X) д/։ (/.) регулярны при Ре X > 0. Из (18) следуют равен-
ства

р’/х (֊ ')= 9,; (х) |2/֊я/л (>) </Л <-')].

P՝\v (-0=[2 1 9*п ( •) Рп• (*)] 41Y 0),

и так как 9/д? (X) и ду,1 (>) регулярны при Ре (X) > 0, то р , (—•), 
Р։\ ( X) также регулярны, а значит /?/л (X), р1у(>) регулярные полу­
плоскости Ре X 0. Таким образом, р/л-(X) и р[У (X), а в виду (7г)
а (X) и Ь (X)—полиномиальные.
К Остановимся теперь на одном простом достаточном условии су 
шествования полиномиальной /^-реализации.

Теорема 5. Пусть , где

М {/)—невырожденный блок порядка т.
5 Если z (X) не имеет мнимых полюсов, а М (/) К (>) к М՜ (*) ~ 
полиномиальные, то полиномиальная D-реализация z (') суме­
ет вует.
1 Пусть (X) и У1։ (/.)—экстремальные решения факторизацион*
ных задач

i М(>.) = %,.(>) Х'„ (-i), W) = Ги(->) Г„(')- 

Положим

а՜.., (о = к* ( -7.) м■՛• (֊ ՛•, х„ </). у„ (<)= г„ (<) м 1

Х(') х„ (>)
Хл (')

(Л) — ( J II ('■) ։ II (' )]

регулярны и имеют полный ранг в каждой точке правой полуплоско- 
Сти. Так как 5(Х) —Л՛ ( /) М 1 (/.) К (X) = 0, то имеют место равен- 
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етва (4К) и (4։ Таким образом, X (>) и У ()) — экстремальная плра 
решений факторизационных задач (4 Д (4, ). Этой паре отвечает реа­
лизующий набор сл (к) =0, Лл(*֊) = Л !•(/)■=։/ такой, что

с„(>)-0, дх ,.) //’

Г,,'(»֊) - М ' (X) А(<)
z, (/) ^ * (*•)+• I — R-

Так как А'и (/) и Гп (к) регулярны и не вырождаются в праной полу 
плоскости, а М 1 (к)—полиномиальная, то

АГ,՜,'(>), Кп‘(М. Х||,(->)-Х|й)М»'Й, Г,,'( >•(*■) К, (')

при R? * <> 0 не имеют полюсов, а значит Л\-։։ (>■), Г|։’ (к), а с ними 
и ц х (/), 7 (к) — полиномиальные (условие I). Ус\овие II очевидно.

Примечание. Если М —полиномиальная, а М ՛’(/) —
не полиномиальная матрица, то полиномиальная //-реализация невоз­
можна.

£ 3. //֊реализации матриц-функций класса Р,/г

В приложениях, н частности в теории цепей ([2]), особый инте­
рес представляют позитивные матрицы-функции г (') класса Рг>, т. е. 
удовлетворяющие условиям вещественности (г (к) — : (к)) и симметрич­
ности (г'(к) = д (/)). В этом случае представление (1) называют 
//-реализацией, если А (а) —реактивная матрица-функция класса ЯХл/- . 
т. е. кроме (2։) и (22) обладает свойствами

Л(к)= А (/) (вещественность),
Л (K)jJA (к) = jj (симплектичность).

(2>)

Из (22)»— (24) следует равенство А (—к) = ]А (к) у, поэтому а (к) и 
</ (к)—четные, а Ь (к) и с (к)— нечетные матрицы-функции. Отсюда, в 
частности, следует, что д.у (к) - др (к) = д (? )— нещественная и У {) ) ~ 
— 1//п 0] д ■’ (0 вещественное допустимое решение факториэационной
задачи

>" ( >) Y (к) (20)

(яри этом г„ (к) = Г|։ (к) Гй’ (— к)).
Справедлива следующая
Теорема 2'. Пусть z('KPf/, , rang [z (к) тп, К(') =

~ I Г։։ (к) } ։; (/.)] — произвольное вещ?ств?нное допустимо: решение 
фокториэационной задачи (20). Каждая матрица коэффлциен тов 
А (>) D-реализации z (к), соответствующая этому решению, пред­
ставима в виде
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Р

+ е (>)(/- R)

(>)=<

R) —

при этом 
условия-.

выполнены следующие (необходимые и достаточные)

Г) Все матрицы вещественны, 4( t) — î»(t); сп( ')

симметрическая;

лярны в полуплоскости Ref֊^>0;

4՜) г (> )+ </֊» (>)(/- *) (>) = М>К Р.„ .

На соответствующей модификации теоремы 4 мы не останав­
ливаемся, так как она очевидна.
Одесский технологический институт 
холодильной промышленности Поступила 15.Vl.l97b

Ь, Зш. 1Г h( ULI Г П b'K ('utn *hur |)iGqin nG|> qruilpuu Jwuirjig -^niGlf^tu GLr [» 
Puiq JwGqiu JuijjiG firiuqnr Ani Jp i|Lr шцЬг JwuG qliqCniJ

rui<pr^Ki Jp

и/i^ftu/ ( рш 't шр^Ъ quiultji Z / / J w J-J *ab jA РЛ1*Р ЬРШ

ПлРАл^ЪЬгЬ det |г (д) + хе , )] zQ
^puinifeiJ £L ри/ qj mLejwJ ut jftL /iput yp^Ju/ïi qujuipjmb

Ju/iiLkp uieuihiH/ei 'u/Jujpi
4 p ш^иери/р

£. Y. MELAMUD. Realization of positive matrix-f unction» after Darltn gton. 
Polynomial realization in case of degeneration (summary)

The description of all rational positive matrix-function reahxations after Dare 
lington is given under the condition that

det [z (/•) 4՜ z* (— k)j « 0.
The results are used to obtain necessary and sufficient conditions for existenc- 

of polynomial realization.

►

U ш y ! ut è uepqjHilif֊
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