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Г. Г. ЭМИН

ПРЕДМНОГООБРАЗИЯ, ГРУППОИД МНОГООБРАЗИЙ 
И СТРОГИЕ РАДИКАЛЫ В КАТЕГОРИИ МОДУЛЕЙ 

НАД ВСЕМИ КОЛЬЦАМИ

Рассматривается категория ЭД, объектами которой являются все­
возможные пары (Д, Л/), где Г/ — ассоциативное кольцо. А —правый 
/ модуль, в общем случае не унитарный, а множество морфизмов мо­
дуля (А, Ц) в модуль {В, ]/) состоит из пар отображений ֊ — (?г ),
где -ц (соответственно «г) — гомоморфизм группы А н группу В 
(кольца 1' в кольцо V), причем (а и) । , а^А, и£1/. Та­
кая пара отображений называется гомоморфизмом модуля [А, 17) в 
модуль (В, К). Идея этой категории появилась в неявном виде еще 
тогда, когда стали рассматривать превращения К-модулей в £/-моду- 
ли отступлением вдоль кольценого гомоморфизма ?: и —• V . В книге 
|5] на стр. 35 наряду с категориями модулей над фиксированными 
кольцами, в качестве одного из основных примеров, приводится кате­
гория ЭД. В работе [81 изучались короткие точные последовательно­
сти в категории ЭД, а в (10] описывались радикалы в некоторой мо­
дификации этой категории. Имеется также взаимосвязь с некоторыми 
из тех категорий пар, которые изучали Б. И. Плоткин и его ученики 
(см., например, [3], § 2).

В 1958 года академик А. И. Мальцев ввел понятие рефлективной 
подкатегории (см. |2|, гл. IV, § 4). О важности этого понятия говорит 
число работ, появившихся с тех пор по этому вопросу.

В настоящей работе изучаются специальные классы рефлектив­
ных подкатегорий категории ЭД, а именно, предмногообразия. то есть 
рефлективные подкатегории, замкнутые относительно подобъектов
многообразия, то есть предмногообразия, замкнутые относительно 
нормальных эпиморфизмов, строгие радикалы в смысле А. Г. Куроша 
(легко проверить, что полупростые классы для строгих радикалов 
янляются предмногообразиями, а классы радикальных обьектов для 
таких же радикалок дают нам примеры копредмногообразий I и круче­
ния. Теоремы, которые доказаны в данной работе, носят следующий
характер: ион с об изучении некоторого класса рефлективных под­
категорий категории ЭД сводится к изучению системы с
щих к часов рефлективных подкатегорий в К1тегории ассоциативных 
колец и в некоторых категориях ЭД, правых 6*-модулей над фиксиро­
ванным ассоциативным кольцом I/, причем эти системы рефлективных
подкатегорий удовлетворяют соответствующим условиям согласован­
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ности. Кроме того, в работе описаны все насыщенные многообразия 
категории ЭХ и найдена формула умножения таких многообразий. Ока֊ 
залось, что насыщенные многообразия составляют подполугруппу

(ЭХ) н группоиде О (ЭХ), всех многообразий категории ЭХ. Ни 
Сг (ЭХ), ни Зе (ЭХ) не являются свободными. Сг (ЭХ) не является груп­
поидом с левым или правым сокращением. В Ле (ЭХ), а следователь­
но, и в Сг (ЭХ) имеются делители нуля и нильпотентные элементы. 
Доказано, что совокупности всех предмногообрази й категории абе­
левых групп и категории ЭХ не являются множествами. В категории 
ЭХ имеется класс бикатегорных структур.

Известно, что если в любой категории брать произведение трех 
многообразий, третье из которых является бимногообразием, то в 
этом случае операция умножения многообразий будет ассоциативной. 
Возникал вопрос, будет ли иметь место ассоциативность, если 
бимногообразие брать не на третьем месте, а в середине, или же в 
начале произведения? Ответ отрицательный. В категории ЭХ построен 
пример, который показывает, что если даже на первых двух местах 
стоит одно и то же идемпотентное бимногообразие, все равно, в об­
щем случае ассоциативности не будет.

§ 1. Предмногообразия, многообразия и группоид 
многообразий

Пусть К категория, удовлетворяющая следующим условиям: 
1. К — нормальная категория, 2. К — локально малая справа би кате­
гория с нормальными кообразами и с ядерными парами морфизмов, 
3. К — категория с прямыми произведениями.

Полная подкатегория К, замкнутая относительно подобъектов и 
прямых произведений, называется предмногообразием категории К 
([2]. стр. 216).

Пусть Р(|> и Р — два предмногообразия категории К. Обозна­
чим через Р(|) Р ?) полную подкатегорию К, порожденную всеми 'объ­
ектами А £ К, для каждого из которых существует по крайней мере 
одна такая точная последовательность

I* 5
Л<2>----- ► А -----> Л11»,

что А‘2) - ОЬ Р,2) и Л(|) £ ОЬ Р(И. Эта полная подкатегория является 
предмногообразием категории К (см. [2], стр. 217), называемым произ­
ведением предмногообразий Р 11 и Р <

Рассмотрим действие кольцевого гомоморфизма 7/ -» И. Любой 
правый И-модуль А становится правым 77-модулем, если действие 
операторов определить следующим образом: а и — а (и?); мы будем 
говорить, что модуль А превращен в 77-модуль А. отступлением 
вдоль ?. 2'

Обозначим категорию абелевых групп — АЬ, категорию ассоци­
ативных колец — Ав, категорию правых 77-модулей — ЭХр. Категории 
ЭХ и категории ЭХи (7/ £ Ав), АЬ и Аб удовлетворяют всем условиям, 
наложенным на категорию К ([1], § 1).
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Пусть ( некоторое ассоциативное кольцо, не обязательно с 
«единицей, Ру некоторое предмногообразие категории ЭД/ правых 
//-модулей, а Е — некоторое предмногообразие категории АЬ. Легко 
проверить, что все 6/ модули А £ Ру такие, что абелева группа А Ь, 
составляют предмногообразие в Р/ и, следовательно, в ЭД/-. Это пред­
многообразие назовем ограничением предмчогоэбразия Р| по предмчо- 
гообразию Ь и обозначим Ру, ь .

Пусть Р — некоторое предмногообразие категории ЭД. Точно так 
же, как это делалось для многообразий при доказательстве теоремы 
2.2 работы [1], можно показать, что нее абелевы группы А такие, 
что для некоторого ассоциативного кольца /7, модуль (А, и। Р. 
составляют некоторое предмногообразие Ь в категории АЬ, все ассо­
циативные кольца и такие, что для некоторой абелевой группы А 
модуль («4, У) Р, составляют некоторое предмногообразие Р\, в ка­
тегории Аз и все модули (Д, £7) £ Р. где кольцо 6/ £ Рд, зафиксиро­
вано, составляют некоторое предмногообразие Р категории ЭД/. По­
лучили некоторую систему предмногообразий 5— Р/ с|£/^Р\» .

Лемма 1.1. Полученная система предмногообразий 5 = 
= Ру. ь| И Рдч' удовлетворяет следующим условиям:

а) Если [/-модуль А £ Р//. ь где Ру. 5, ’Ч V I! - мономор­
физм в категории Аз, а (А , И) преврагиение П-моду л я А в Г -мо­
дуль Д.։ отступлением вдоль р, то У-модуль А, принадлежит 
предмногообразию Рк. ь £ (ясно, что кольцо 1/£Рд։՝;

б) если модуль (А, (/)£Ру, с, а модуль (В, 1Г)^Рц । где Р. г и 
Ри ь принадлежат 8, то прямое произведение этих модулей 1.4 В, 
И 1₽) прина дле жит предмногообразию Р и с ^8 (ясно, что коль­
цо и х ^СРл,).

Доказательство. Пусть модуль (А, П) £ Р/ и, где 
Ру, ь 5 и р: V —• И — мономорфизм в категории Аз. Тогда модуль 
(Д, Рассмотрим И-модуль А *. Гак как отображение (1։, р):
(Д,, |/1 ֊* (А, И) является мономорфизмом в категории ЭД. то мо­
дуль (Дч, К)£Р. Значит, И-модуль А ,£Р/, ь, где Ри. I 6

Пусть модуль (Д, £/)^Ру, ь, а модуль (В, 1Т,) ֊Рн . ь Эти мо­
дули принадлежат предмногообразию Р, поэтому прямое произведение 
этих модулей (Д X В, И X 1Г)£Р. Значит И IV-модуль А < В- 
С Ру иг. 1» где Ру «г. ь £ Лемма 1.1 доказана.

Рассмотрим систему предмногообразий 5-= (Рул. £7<Ра»}- где 
Р*։ --некоторое предмногообразие категории Аз, Ь некоторое пред­
многообразие категории АЬ, а Р/ । (£/£ РлЭ—ограничение некоторо­
го предмногообразия Р< категории ЭД/ по предмногообразию Ь. Сис­
тему предмногообразий .$ = 1 Ру. сРа. • удовлетворяющую усло­
виям а) и б) леммы 1.1, назовем согласованной системой предмногообра­
зий (ССП). Очевидно, что существуют такие системы предмного­
образий, которые не являются согласованными.
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Пусть 5 — некоторая ССП. Рассмотрим полную подкатегорию 
Р (5) категории ЭХ, объектами которой являются всевозможные мо­
дули (Л, (/) (; Р .ь (Р<л при всевозможных

Лемма 1.2. Полная подкатегория Р (5), порожденная согла­
сованной системой предмногообразий Л>, являете я предмногообра՝ 
заем категории [О?.

Доказательство. Пусть модуль (Д, (/)£ Р (.$), то есть 
(Д, £/)€ Рг.ь (Р(/. 5), а Р Н0: (В, И)-* (Д, (/) мономор­
физм в категории ЭХ. (/-модуль А отступлением вдоль превра­
щается в И-модуль Д.|, который принадлежит предмногообразию 
Р\ I. С \ в силу согласованности системы Л. Отображение (!’֊л» 1Д: 
(В, Ю —* (Дц, Г7) является мономорфизмом н категории правых Р-мо- 
дулей ?Хг, поэтому И-модуль В Ри.ь, где Рг.ь - 5. Следовательно, 
подмодуль (В, I/) также принадлежит подкатегории Р (5).

Пусть дано некоторое семейство модулей (Д., (^), 2 £ /.
Покажем, что прямое произведение модулей этого семейства

(ГР Д„ Пг ил = (Д, И)

также принадлежит подкатегории Р (Л). Ясно, что абелева группа 
Д £ 1_, а кольцо £/£Рда. Ясно также, что если кольцо 1Г Рд5, то ну­
левой модуль (О, 1₽)^Р|г. ь где Рг. Значит, из условия 6) 
леммы 1.1 следует, что для любого / £ /, (/-модуль
(Д*. П) -(О . . у Д/ ХОХ • Г.л (/,) <= ((П՝ А. > /,) > Г/ Д/(

(П< и/хи.^х П<£Л)), 
/>»

где Д, = 0, если у ¥= /, принадлежит предмногообразию Р<\ь £5. Так 
как Рг.ь — предмногообразие в категории ЭХу правых (/-модулей, то 
прямое произведение (рассматриваемое в категории ЭХс) этих всех 
С՛-модулей Д ' также должно принадлежать предмногообразию Рс. (.£•$. 
Очевидно, что это прямое произведение совпадает с модулем (Д, (/) — 
= (ПГД,, IIх (Л). Значит, модуль (Д, (/)(;Р(5). Лемма 1.2 дока-*<•/ • и ■ II1X11
зана.

Из этих двух лемм следует
Теорема 1.1. Любое предмногообразие Р категории ЭХ одно­

значно определяет согласованную систему предмногообразий 5. 
Каждая согласованная система прг дмногосбразии 5 однозначно 
определяет пред.многообразие Р (5) в категории ЭХ. Эти сопостав­
ления — взаимно обратные. ‘

Пуст.. X, ֊ ;р;", \и± РДО и X- ։Р12',.,|У. РЙ1-ДВС ССП. 
Возьмем некоторое кольцо • Р ч, и рассмотрим полную подкате­
горию Р^-'ц 1 категории ЭХи, порожденную всеми трми (/-модулями 

( Д, И), для каждого из которых существует по крайней мере одна
такая точная последовательность
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(В, и) (С, 1Г),

что (В, И € Р'л'а (С. '.И € Р',!’где Р',-', 5., а
Когда (У пробегает нее Р -Р'(’, мы получаем систему

5։>2- (ру \иер<£.рэд

полных подкатегорий категорий ЭДс. С другой стороны, произведение 
предмногообразий Р(5() и Р (5.) является предмногообразием н ЭД, 
поэтому существует такая ССП 5, что Р (5։) Р (52) — Р (5։. Из по­
строения системы 5։,з и определения произведения предмногообразий 
следует, что системы полных подкатегорий 5 и 5». 2 совпадают. Так 
как 5—ССП, то и 5,.2— ССП.

Предложение 1.1. Произведение двух предмногообразий 
Р (5։) и Р (.$։) категории ЭД определяется по формуле Р (5։) \ 
ХР(52) = Р (5,,2).

Пусть У — класс групп. Тогда 5У есть класс всех подгрупп, 
СУ есть класс всех декартовых произведений У — групп, С0#У класс 
всех групп, аппроксимирующихся У-группами.

Если У — произвольный класс групп, X (У) — порожденное им 
предмногообразие, то X (У) = 5СУ — Со/?-ЛУ.

Лемма 1.3. Совокупность всех предлгногообразии категории 
абелевых групп не является множеством.

Доказательство. Известно, [4], что для всякой бесконеч­
ной мощности гп существует 2т неизоморфных подпрямо неразлагаю­
щихся абелевых групп без кручения, каждая из которых имеет мощ­
ность ш. Выберем для каждой мощности т абелеву группу /4т тако­
го вида и рассмотрим предмногообразие X (/4т), порожденное этой 
группой. Пусть мощность т п. Так как X (Ат) Со£-5[Дт], то 
каждая X (Дт)-группа аппроксимируется подгруппами группы -4т. а 
так как А„— подпря.мо неразлагающаяся абелева группа, мощность 
которой больше мощности группы /4т, то группа Ап X (/4т). Полу­
чили, что X (4т) ¥= X (/4П). Лемма 1.3 доказана.

Теорема 1.2. Совокупность всех предмногообразий катего­
рии ЭД не является множеством.

Доказательство. Пусть Ь некоторое предмногообразие 
категории абелевых групп, а (0*—тривиальное предмногообразие ка­
тегории Аб. Рассмотрим согласованную „систему“ предмногообразий 
1ЭДо. ь|О£ |О !, где] ЭДо, ь — это совокупность всех тех О-модулей 
А, для которых абелева группа А Ь. Очевидно, что для различных 
предмногообразий Ь категории АЬ получаются различные предмно- 
гообразия категории ЭД выше рассмотренного вида. Из леммы 1.3 
следует, что теорема 1.2 доказана.

Рассмотрим теперь многообразия категории ЭД. Если предмно­
гообразие Р категории ЭД является многообразием № категории ЭД,
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то вместо системы предмногообразин 5 Р(\ l|(7£Pa* мы получим
систему многообразий 5 — JN v г .(,»». l («) IU £ Т\ (см. [1], доказатель­
ство теоремы 2.2), где L (л) (п — неотрицательное целое число) 
многообразие категории АЬ, определяемое тождеством пх О, Т и 
Т такие многообразия категории As, что Т Т Г) Т (п). где Т (л)— 
многообразие категории As, определяемое тождеством пх — О, И; (U)- 
значение вербала V г многообразия Т' на кольце U, a Nиr (t/>. l<«> 
((/£ Т) — ограничение по многообразию L (л) многообразия Nvr(L’j ка­
тегории определяемое идеалом Ку (U) кольца U. Очевидно, что 
полученная система многообразий удовлетворяет условиям а) и б) 
леммы 1.1.

Пусть б: U — W— гомоморфизм колец. Тогда для любого моду­
ля (Д, ('՛) подмодуль (Д Кег Кег 0) является идеалом ([1], § 1) это­
го модуля, поэтому наряду с каждым модулем (A, U) мы можем 
рассматривать также и фактор-модуль (>4 А • Кег 0, U Кег €՛) модуля 
(А, U) по идеалу (Л • Кег 0, Кег 6). I

Лемма 1.4. Система многообразии S= (ЛЛ'у (t ’), l (л)|(7 6 Т) кро­
ме условии а) и б) леммы 1.1 удовлетворяет еще н условию в) если 
L'-мпдуль A Nrr (Г), l м), ме Nr7 (с). t (Л) £ S и (/--♦ If являет­
ся сюръективным гомоморфизмом в категории As, то модуль 
(Л A KerO. U Кег 6) принадлежит многообразию Nrr ((/ Кег 0), L (л)£

(ясно, что кольцо (//Кегб£Т). |
Доказательство. Пусть модуль (Д, (/)£ N гг (£,'), 1 (л» и 

Ь: U — lfz—гомоморфизм „на“ в категории As. Тогда модуль (A, 
£ N. поэтому фактор-модуль (Д/Д Кег 0, (//Кег 0) также принадлежит 
многообразию N как эпиморфный образ модуля (A, U) при естест' 
венном эпиморфизме. Лемма 1.4 доказана.

Систему многообразий 5= |Ni r. (U). l (Я)|(/^Т|, удовлетворяю-
щую условиям а) и 6) леммы 1.1 и условию в) леммы 1.4, назовем со­
гласованной системой многообразий (ССМ).

Пусть 5= (Г), ь Т) —некоторая ССМ. Рассмотрим
полную подкатегорию № (5) категории ЗХ, объектами которой являют­
ся всевозможные модули (Д, (/) £Миг (<;), с („>» при всевозможных 
(/£Т. ]

Лемма 1.5. Полная подкатегория И <5) категории порож­
денная согласованной системой многообразии 5, является многооб­
разием категории 9Х.

Доказательство. ССМ является ССП, поэтому в силу лем­
мы 1.2 подкатегория М (5) замкнута относительно подобъектов и пря­
мых произведений. Покажем, что она замкнута относительно кои­
деалов.

Пусть модуль (Д, (7) (.$’), то есть (/-модуль Д^ЬЬу. ((. )а Кл>»
где И(г>։ цЛ)£5', а 0Д, 0):(Д, (/)—♦((?, И)—нормальный эпиморфизм 
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р категории ЭД, то есть гомоморфизм „на“ (см. [ 1 ), предложение 1.5). 
Гомоморфизм fi : U > IF — гомоморфизм .на", поэтому фактор-модуль 
(Л/Л-KerO, 7//Kerû) принадлежит многообразии։ Nir.(i i «-г »> l <«• 
в силу согласонанности системы S, и существует изоморфизм

(//Кет 6 — IF. Рассмотрим модуль (Я , U Кег 0) (В, L//Ker г>) и 
отображение (<*, 1): (Л/Л Кег в, 7//Кег —► (В, U Кег ‘0, которое пе­
реводит всякий элемент (афЛ КегО)£Л Л Кег 0 в элемент а В, а 
на кольцах действует как тождественный автоморфизм. Отображение 
, определено корректно, так как легко проверить, что Л • Ker^ÇKer б А . 
Очевидно, что отображение (ф, 1) является гомоморфизмом „на“ в ка­
тегории ЭД и, даже более того, является гомоморфизмом „на“ н кате­
гории ЭД/ Kvrk. Поэтому, так как Ü Кег 6 модуль Л Л-Kerû принад­
лежит многообразию N\г. (< кег»), l (.«» категории Тбк«», то U Кег 0- 
модуль В также принадлежит многообразию N гг ц l (П . Модуль 
(В, IF) — (В _| । IF), поэтому модуль (В, IF ) £ Nv, <г>. ци>, где 
Ni г (W;.l (я) С •$. Лемма 1.5 доказана.

Из этих двух последних лемм следует
Теорема 1.3. Любое многообразие N категории ЭД однознач­

но определяет согласованную систему мно\ообразии S. Каждая со­
гласованная система многообразий S однозначно опр? геля ՝т мно­
гообразие N (5) в категории ЭД. Эти сопоставления взаимно об­
ратные.

Замечание 1.1. Пусть и — неотрицательное целое число, а Т 
и Т' — такие многообразия категории As, что 7 Ç 7 П 1 1 п). Обозна­
чим через N (п, Г, Т') многообразие категории ЭД, определенное 
тройкой (п, 7՝, Т') (см. [1], § 2). Из доказательства теоремы 2.3 ра­
боты [1] видно, что формулу умножения многообразии категории Л' 
можно записать и в такой форме
К (п:, Л, Г։) 1Ч(п., Л, Г.) = М (п^,, ЛЛ, г, Т(п.,)П л Т, Т{ПХ) п 

п[Гр т\ г21 пл Г,).
А А А А

Напомним, что (Г։, Г2], где Г։ и 7г — некоторые многообразия ка­
тегории Ав, это то многообразие категории А$, чей вербал I • 

определяется равенством
и. .,(£/)= П* (иу-у.Щ), I Г|. 711 /1

где И» и К* —вербалы многообразий Г։ и Т., а О— любое ассоциа- 
* * _ ,

тивное кольцо. Когда п։ или п ,, или же оба они одновременно равны нулю, 
то есть когда задаваемое ими многообразие абелевых групп совпадает 
с АЬ' (в работе [1] этому случаю соответствовал индекс п оо, однако 
обозначение п 0 лучше, так как ясно, что 7 (О) = А5>, удоонее пользо­
ваться этой новой формой записи формулы умножения многообразий ка­
тегории ЭД. В этой записи вместо Т(</), где <7—наибольший общий дели­
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тель чисел л։ и п2, стоит Т (п։), опущен член Т так как из усло­
вия Т\ С Т (П։) следует, что всегда 7 \ Т (л.) С Т (л։) Т (л2) = Т (л։л.) 
([2|, стр. 218). Из следствия IV.6.10 (см. 19], стр. 237) и из опреде­
ления бимногообразия (см. [1|, стр. 232) следует, что если в произ­
вольной категории брать произведение трех многообразий, третье из 
которых является бимногообразием, то в этом случае операция умно­
жения многообразий будет ассоциативной. Так как Т (пх) — бимного­
образие в категории Ав, то

(Г, Г2) Г(л։) = Г, (7'2 Т (п,)) ■= 1\ Т, ТМ.
Обозначим группоид всех многообразий категории ЭХ через Сг(ЭХ). 

Это группоид с нулем И (0, Т (0), Т (0)) — И (0, Аб, Аз) = ЭХ и еди­
ницей NO, Г(1), Г(1)) = |(О, О)|. I

Пусть № — некоторое многообразие категории ЭХ. Тогда X — 
= № (п, Т, Т) (см. [1], теорема 2.2),

Определение 1.1. Многообразие X категории ЭХ назовем на­
сыщенным, если из того, что модуль (/4, а 0: № — и являет­
ся нормальным эпиморфизмом в категории Аз, следует, что 1Г-мо­
дуль До также принадлежит многообразию X (см. [3], стр. 92 и 101)-

Теорема 1.4. Многообразие И (л, Г, Т ) кат ?гории ЭХ являет­
ся насыщенным многообразием тогда и только тогда, когда Т=А&. 
Существует взаимно однозначное соответствие между всеми па­
рами (г, 7՜) (л — неотрицателг>ное целое число, о Т —такое много­
образие категории Аз, что 77’ (л)), и всеми насыщенными мно­
гообразиями 14 (л, Аз, /) категории ЭХ.

Доказательство. Если многообразие 14 (л, Т, Т) насыщен­
ное, то так как нулевой модуль (О, О) принадлежит этому много­
образию и для любого ассоциативного кольца I/, гомоморфизм и — 0 
является гомоморфизмом „на*՛, получаем что для любого ассоциатив­
ного кольца и модуль (О, 6')(;Ы(л, Т, Т ). Значит, Т = Аз. Обрат- л
но, если модуль (А, (т, Аз, Т) и б: И7 — • 6/ нормальный эпи­
морфизм в категории Аз, то модуль (До, М7) также принадлежит 
многообразию X (т. Аз, Т), так как из существования коммутатив­
ной диаграммы

\л/----- ------ и
б~ би

V» (№) у՜՛19’ - У^и.)

следует, что для любого а - А и для любого I ( Н7), аои» — а- 
• (и»б) = а- (и» 1А (б)) = 0. Вторая часть теоремы следует из предло- 
жения 2.4 работы | 1 ]. Теорема 1.4 доказана.

Следствие. Для насыщенных многообразий, соответствующая
•система кольцевых тождеств пуста. Значит, насыщенные многообра- 
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зля — это классы модулей, задаваемые одним 1 лишь наборами битож- 
деств (см. [3], стр. 103 и [1], стр. 218).

Теорема 1.5. Произведение любых двух насыщенных много­
образии И (лр Ав, Т։) и 14 (п.,, Ав, Т2) язля?т:я насыщенным мно­
гообразием, которое определяется по формуле

14 (л։, Ав, Т։) 14 (л2, Ав, Т2) = 14 (л։л2, Ав, Т,Т (л2)).
Доказательство. О ։евидчэ, что многообразие Ав является 

нулем группоида всех многообразий ассоциативных колец. Поэтому 
из формулы умножения многообразий ^категории ЭД следует, что 
Т.Т (л,) П АвТ2Т (л։)П[Тр А$-Т2]Г|Ав ■Ав = Т1Т (л,),։так как кз того, 
что АвС[Тп Ав][см. [1], стр. 230], следует, что [Тр Ав] — Ав. Тео­
рема 1.5 доказана.

Следствие 1. Насыщенные многообразия категории ЭД обра­
зуют подгруппоид Зе (ЭД) с нулем 14(0, Ав, А8) - ЭД и правой еди- 
дицей 14 |1, Ав, Т (1)) в группоиде всех многообразий Иг (ЭД) этой ка­
тегории. Этот подгруппоид является дг։усторонним идеалом в 6г (ЭД).

Следствие 2. Так как для любых двух многообразий Т, и Т 
категории Ав, 14(0, Ав, Т։) 14 (о, Ав, Т2) = И (0, Ав, Аз), то в груп­
поиде 6г (ЭД) многообразия вида N (0, Ав, Т) образуют двусторонним 
идеал с нулевым умножением. Значит, в группоиде 'зг (ЭД) имеются 
делители нуля и нильпотентные элементы.

Теорема 1.6. Подгруппоид Ле (ЭД) является полугруппой.
Доказательство. Достаточно показать, что если П(т„ 

Д.% 7'։) и М2 — П (т2, Аз, 7*2) два нж ыщенных многообразия, то для 
любого модуля (/4, И) значение вербала Ид-, (1/л, (Д, 7/)) является 
идеалом в модуле (Д, (/) (см. [9], стр. 237). Действительно, вербал 

1/Л։(Глг,(Д, £')) = Ил-(ли։Д4-Д-Р'г,(6/), 0) = (т2лп։Д4.тгД Иг.(И, 0) 
(см. [1], предложение 2.5). Теорема 1.6 доказана.

*
Лемма 1.6. Если любое многообразие N (л, Т, 7 ) категории 

ЭД умножить справа на любое многообразие вида Л (1, Т. 7~(1>), 
то соответствуюгщие тройки перемножаются покомпонентно, 
то есть N (л, Т, Г) Л(1, Т, r(l))=/V(n, ГТ, Г).

Доказательство. По формуле умножения многообразий ([1], 
теорема 2.3), мы получим выражение

Г Г(1)П 7 - Г (1) Т (1)П[Г, Т Г(1>] п т г;
которое равняется Т , так как 7 (1) -единица группоида многообразии 
категории Де, Г С Т и [ Г, Г] 5 Г.

Лемма 1.6 доказана.
В конце замечания 1.1 указывалось, что если в произвольной ка­

тегории брать произведение трех многообразий, третье из которых 
является бимногообразием, то в этом случае операция умножения мно- 
гообразий будет ассоциативной. Возникает вопрос, а как будут обсто-
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ять дела, если бимногообразие брать в середине, или же в начале 
произведения? Будет ли в этих случаях ассоциативность? Мы пока՝
жем, что это не так,-что если даже на первых двух местах стоит одно 
и то же идемпотентное бимногообразие, то все равно, в общем случае 
ассоциативности не будет.

Известно, что М (0, 7(1), 7(1)) идемпотентное бимногообразие 
в категории ЭД ([1], § 3).

Предложение 1.2. [14(0. 7(1), 7(1))А(0, 7(1), 7(1))]. 
-Л<(1, /45, 7(1))/= N (0, 7(1), 7(1)) -[Ы (0, 7(1), 7 (!))• А (1, Д$, 
т (1))].

Доказательство. В силу леммы 1.6 и формулы умноже­
ния бимногообразий ([1]։, теорема 3.2), левая часть этого выражения 
равна (0, Дз, 7 (1)). Мы показали, что /V (0, 7(1), 7(1)) И (1, Дз, 

7 (1)) = Л(0, Ав, 7(1)). Значит, правая часть нашего выражения рав­
няется АДО, 7(1), 7(1))-АД0, Дз. 7(1)) = А(0, Дз, 7), где 7' = 
= 7(1) 7(0) Г) 7(1)-7(1)-7(0) П.| 7(1)-- 7(1)/- 7(1)| Г) 7(1)-Дз = 
= [7(1), 7(1)]. Так как существует такое кольцо 7/, что и ֊ С/2, то 
вербал Игл), гр,) (£/) = г<։>(^)‘ Кг(П (£/) = и• и =/ и = Иг ц» (£/). 
Это означает, что многообразие [7(1), 7 (1)] ֊ 7(1). Значит, много­
образие А(0, Де, 7 (1)) =/= /V (0, Дз, [7(1), 7(1)|) ([1], предложение 
(2.4). Предложение 1.2 доказано.

Следствие. Умножение многообразий категории ЭД не ассо-
циативно.

В силу следствия 2 теоремы 1.5, для любых двух насыщенных 
многообразий ЛД0, Дз, 7։) и N (0, Дз, 72) нида /V (0, As,7) и для 
любого многообразия N (л, 7, 7 ) категории ЭД имеет место равен­
ство ЛД0, Дз, 7։) К(п, Г, Т ) • А(0, Дз, 73) = АДО, As, Дз) = ЭД՛ а
Более того, для любого насыщенного многообразия N (п, As, 7),

N (п, As, 7)ЛД0, As, T)^N(Q, As, As),
то есть насыщенные многообразия вида Ь' (0, Дз, 7) являются пра­
выми делителями нуля полугруппы 8е (ЭД). Из сказанного выше сле­
дует. 1

Теорема 1.7. Ни группоид С г (ЭД) ни полугруппа 8е (ЭД) 
не я вл я юте я свободными.

Мы уже рассматривали некоторые свободные коммутативные 
подполугруппы группоида О (ЭД) ([1], теорема 3.3). Рассмотрим еще 
дне такие подполугруппы. Я

Рассмотрим все насыщенные многообразия нида Н (и, Дз, Т (л)), 
где л неотрицательное целое число. ОЬ И (и, Дз, Т (п)) — {(Д, 
и)\па 0, для любого а А}, так как для любого элемента о^Д и 
любого элемента и и, равенство а (пи) = 0 выполняется автоматиче* 
-ски в силу того, что а (пи) = (па) • и ~ 0 и = 0. Нетрудно проверить, 
что насыщенные многообразия выше рассмотренного нида образуют 
свободную коммутативную полугруппу с формально присоединенными 
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нулем .V (0, /45, Т (0)) и единицей .7(1, Дз, Т ())), свободными обра­
зующими которой являются насыщенные многообразия вида /V (р, Аз, 
Т (р))> Р—простое число. Эта полугруппа изоморфна мультиплика­
тивной полугруппе всех неотрицательных целых чисел. Из формулы 
умножения следует, что эта полугруппа является правым идеалом в 
5е(ЭД)-

Легко проверить, что многообразия вида IV (1, Т (к), Т (1)), где 
к 1, 2, • • •, образуют свободную коммутативную подполугруппу в 
£г(ЭД) с формально присоединенной единицей Л (1, 7'(1), Т (1)I, 
свободными образующими которой являются многообразия вида /V (I, 
Т (р)> Т (1)), где р —простое число. Эта полугруппа изоморфна муль­
типликативной полугруппе всех натуральных чисел.

Рассмотрим теперь все насыщенные многообразия вида N (п, Аз, 
Т(т)), где т—делитель п, если п — натуральное число и т любое 
натуральное число или нуль, если п =0. Легко проверить, что все на­
сыщенные многообразия такого вида образуют подполугруппу в по­
лугруппе 5е(ЭД). Эта подполугруппа является правым идеалом в по­
лугруппе 5е (ЭД). Она изоморфна мультипликативной полугруппе всех 
пар (п, т), где пит удовлетворяют тем же условиям, что и выше 
и для любых двух пар (пп т^ и (и., т,) мультипликативная опера­
ция определена следующим образом: (и։, т։)-(п2, т2) = (п։п2, т։т>). 
Очевидно, что эта подполугруппа не является свободной и что пра­
вая единица М (1, Аз, Т (1)) не являетея в ней единицей.

Замечание 1.2. Если произвольное многообразие N (п, Т, Г) 
умножить слева на любое насыщенное многообразие К' (т, А$, Т), то 
многообразия Т и Т никакой роли не будут играть в этом умноже­
нии, так как из формулы умножения многообразий следует, что

И (т, Лх, Т)-7У (п, 7, 7’ )= /V (тп, Аз, Т- Т (п)).

Отсюда следует, что Сг (ЭД) не является группоидом с левым сокра­
щением. Кроме того, нетрудно проверить, что для любого бимного­
образия /V (т, Т (т), Т (т)) ([I |, § 3), М (т, Г (т), Т՝ (т)) •/V (п , 
Д$, 7’ (п)) = И (т, А з, Т (т)) - № (п, Аз, Т(п)) = М (тп, Аз, 7’ (тп)). 
Значит, Сг (ЭД) не является также и группоидом с правым сокраще­
нием. Заметим еще, что М (п, Аз, Т (п>) • ТУ/ (т, 7 (т), Т (т)) .V (п, 
Аз, Т (п))՝ № (т, Аз,Т (т\)= К (тп, Аз, 7՛ (тп)).

Предложение 1.3. Для тою чтобы многообразие /V (п, 7, 7 ) 
было идемпотентом в группоиде 6г (ЭД), необходимо и достаточ­
но, чтобы оно или было вида 77(1, Т7’(1)) или же вида Л (0, Т, 
Т), где в обоих случаях Т идемпотент в группоиде всех мно­
гообразий категории Аз.

Доказательство. Из формулы умножения многообразий вид­
но, что для того чтобы многообразие /V (п, 7, Т) было идемпотентом 
в группоиде вг (ЭД), необходимо, чтобы п ֊п, то есть чтобы п=1 
или же п =0.
849—5
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Пусть n = 1, тогда Г'= Г (1), так как Г Ç Г(1)= {0{. В силу 
леммы 1.6 (N (1, Т, 7(1)))2 = N (1, 7՜, 7(1)). Значит, многообразие 
/V (1, 7, T (1)) тогда и только тогда идемпотентно, когда Т2 — Т.

Пусть л = 0. Тогда имеем многообразие нида N (0, T, Т ), где 
7'С Г. Из условия А(0, 7, Г)=(^(0, 7, 7'))г = А(0, 7', 7) 
получаем, что для того чтобы многообразие Л' (0, 7, Т') было идем, 
потентом, необходимо, чтобы 7՜ = Т. В силу формулы умножения 
многообразий категории ЭД имеем, что

7’ = Г-Г(О)ПГГ-Г(О)П[Г, 7-Г]пГ֊=[7', 7-7]п72= 

= [ 7', Т- Г] П т,

так как Г՜ = Т. А из неравенства | Т', Т- Г']^_ 7- Т' 5 7’ получаем 
что Т—Т. Из условия /V (О, 7, 7')=А(0, Т’, Т) и из предложения

А

2.4 работы [1] следует, что 7*=Г=7. Получили многообразие вида 
И (О, Т, Т). Предложение 1.3 доказано.

Следствие 1. Единственным нетривиальным идемпотентом в 
полугруппе В (՝Д) вгех бимногообразий категории ЭД ([1]., § 3), яв­
ляется бимногообразие Ы (О, Т (1), Т (1)).

Следствие 2. Единственным нетривиальным идемпотентом в 
полугруппе 5е(ЭД) всех насыщенных многообразий категории ЭД, яв­
ляется ее правая единица И (1, Ав, Т (1)).

В работе [1] доказано, что для любых многообразий № (лп Т։, Т։) 
и N (л2, Т2, Т2), И (л։, Тр Т։)(п2, Т2, Т2) = И («։л2, Т։ Т2, Т։ Т ). 
Значит, многообразия нида ТУ (п, Т, Т) образуют подгруппоид Г (ЭД) 
в О (ЭД). I

Предложение 1.4. Г (ЭД) П 5е (ЭД) = |ЭД ,.
Доказательство. Если многообразие /V (п, Г, 7) £ 5е (ЭД), 

то в силу теоремы 1.4, Т — Дх, а так как 7С Г (л) ([1], замечание 
2.2|, то это возможно лишь тогда, когда п = 0. Значит, № (л, Т, Т)~ 
— Л/(О, Д$, Д$) = ЭД. Предложение 1.4 доказано.

Следствие. В(ЭД)П5е (ЭД) = |ЭД).
Предложение 1.5. Для того чтобы многообразия 7։,

7։) и /V (п2, 7,, 7?} коммутировали, необходимо и достаточно, 
чтобы 7, 72 = Т2 7\ и Т\ Тх Т2 Т (</) Л[ 7р Тх 72] Л Л 72 =
= Т. 7 (л։) П Т, 7\ 7 (</) Л [ 7?, Т2- 7։] Л Т2- Тх, где <7 - наибольший об 
гиигг делитель чисел пх и п2. Если л։ или п,, или же они оба раян* 
нулю, то вместо 7 (</), в левой части равенства надо подс/панн/ли 
7 (л։), а в правой части Т (лг). I

Доказательство следует из формулы умножения многообразий I 
категории ЭД и из предложения 2.4 работы [1]. I

Следствие 1. Для того чтобы коммутировали насыщенный 
многообразия И (лр Д$, Гх) и И (л2, Д:», 72), необходимо и достаточ I 
но, чтобы 7։ 7 (л2) = 72 7 (л ). I
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Следствие 2. Для того чтобы многообразия № (п1։ Т։, Т,) и 
(п2, Т.„ Т2) группоида I (УХ) коммутировали, необходимо и доста­

точно, чтобы Г։ Тг = Т.,Т}.

§ 2. Бикате горные структуры

Известно, что совокупность всех бикатегорных структур в кате­
гории ассоциативных колец не является множеством (см. [6], теоре­
ма 1).

Т еорема 2.1. Совокупность всех бикатегорных структур в 
категории УХ не является множеством.

Доказательство. Возьмем в категории Аз некоторую бика- 
тегорную структуру (Аз, Е\я, Мц,) и построим по ней бикатегорную 
структуру (УХ, £^, в категории 90?.

Пусть (зд, ©у): (А, (У) —* (В, I/) — любой морфизм категории 30? 
и ?(г =* °։1 ($: ♦ 11^, ц: —*> И) — допустимое разложение кольцево­
го гомоморфизма © в бикатегорной структуре (Аз, £д։, Л/А,).

Рассмотрим диаграмме'
(Ч>*.Фи)

с А ,Ц)-------------------- - < Ь»V)

(Т,8) (1,н

(1т Фд 4֊ 1пзФа >\Л/, )Л/)

(2.1)

я всякого (и. <р , р а •А

где 1т <рА + 1т ©А о Ц7 — это И^-подмодуль И^-модуля £•>, порожден­
ный подгруппой 1т ©А, гомоморфизм ~ переводит любой элемент а£А 
в элемент а»д £ 1>п , /-вложение подгруппы 1т — 1т груп­
пы В в В. Покажем, что пары (”, 9) и (/, р) являются морфизмами 
категории УХ.

Для всякого а^А и для всякого и^иу (а и) "
= (а?д)-(«?у) = а?д (ц9) и = ауАо иЬ = а* о иб.

1т + 1т ։,о и для всякого

1” ч 11/|((<։։®а 'Ьа?дош) о ш] / = (а։©дош -р а©д о шш)/—а.©д ою-р с©до«՝ш =

: (<։։?а)-(«> Р) + (а ?д ) («ио) р = (а։?д)(«> р) 4՜ (а? д) • Р«р) • (ш н) =
= [а։ ©д 4֊ (а ©д ).(юр)].шр = (а։Фд 4֊ а уд о «>) / • <» р.

Очевидно, что диаграмма (2.1) коммутативна. Мы получили, что 
любой гомоморфизм (©л । ) категории 9Х разлагается в произведе­
на (?д, ©, ) (-, б). (/, ц), где ©а=бр —допустимое разложение
Морфизма ©у в бикатегорной структуре (Аз, £л», Л/д։)- Покажем, что 
получили бикатегорную структуру (УХ, в категоРии
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Очевидно, что (/, u) £ Mon ЭД. Покажем, что (г, £>)££/>/ЭД.
Пусть даны гомоморфизмы (û, 1^-) и (Z, /ц)такие, что (". û) ( j'/l'iv) == 

= (-, 0)(Z, /.«•). Это означает, что 9>u)=(rZ, 0/д ). Из равенст. 
на 0-ц — 6/ц- следует, | что ։i»tv =/ц-, так как As. По­
кажем, что ù = /. Действительно, для всякого

(a»?4 ?д-г 1m ?Л IF',

4՜ (о?д о <о) 6 =(а։ сЛ) !> 4֊(а?Л)|•(«>») = («i~) ՛? (а՜) ) - Л1к/4-
4-(a"Z) (0‘Xtf ) = (а։?Л) *4-(а?д) Z-.oZtt- = (а^д) Z F (а?д * w) f- -

= (в1?Л4- а?Л о <•>)*. В

Значит, Ф = X. Получили, что (", 6)££/нЭД.
Пусть Ou = рх (р: U -* R, R -* И)— два различных разложения 

морфизма çr (֊ Мог As. Тогда существует такой изоморфизм -колец 
; : 1Г — /?, что Р = (см. [2], определение 1.8.1) и, значит, суще- 

стнует такой изоморфизм

(;, «д,):(1т тЛ 4֊ 1m ?д’* U7, U7) — (1т?Л4֊1т ®Ло R, R),

что (", р) = (', &)(:, Вг).
Ясно, что Iso ЭД С ^ЭД П ^ЭД * Получили, что (ЭД, ) яв-

ляется бикатегорной структурой в ЭД. В
Пусть даны дне различные бикатегорные структуры (Аз, Е'^„ 

Л/՜1.1') и (Аз, £(’>, ЛЛ?՝) категории Аз. Пусть, например, £\։) /?/]).
Не нарушая общности можно считать, что 2ЗД С Е(£. Это означает, 
что существует такой эпиморфизм б £ £*А^, что О с Е'^. Из построе­
ния бикатегорной структуры (ЭД, Е^, М^) по бикатегорной структу- 

,но(0, б)^£$ Iре (As, Æa<, .VA։) следует, что эпиморфизм (О, Û) 4^*»

Аналогичным образом доказывается, что если Л/А1’ =/= М(^, то соот­
ветствующие классы морфизмов М=^= Л/,. Теорема доказана.

Замечание 2.1. Так как категория ЭД является локально ма­
лой бикатегорией с нулевым объектом и с прямыми и свободными 
произведениями, то категория ЭД является биполной категорией с ну­
левым объектом. 1

§ 3. Строгие радикалы и кручения

В работе [12] установлено, что в произвольной категории К 
можно построить общую теорию радикалов в смысле А. Г. Курош* 
[11], если эта категория удовлетворяет условиям I—V работы [ 1-] 
Эти условия выполнены в категории ЭД (см. [1], § 1). При построй 
нии радикала и смысле А. Г. Куроша в категории К выделяете« 
класс объектов, обладающих некоторым свойством R՝, такие объекты 
называются ^-объектами. Мы скажем, что свойство R радикально 
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или определяет в категории К А-радикал, если выполняются следую­
щие условия:

(А) Если 0; В —* А—нормальный эпиморфизм и А — A-объект, то 
и В—А-обьект.

(В) Для каждого объекта А £ К существует A-идеал (А (Л), •» | , 
содержащий все A-идеалы объекта А (идеал (А' (Л), называется 
А-радикалом).

(С) Если [уд, 5 (Л))-нормальный фактор-объект объекта А по его 
А-радикалу (А (Л), р J, то объект 5 (Л) является А-полупростым, то 
есть он обладает лишь одним нулевым А-идеалом.

Из результатов работы [12| следует, что в категории ЭХ свой­
ство R радикально тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет 
условиям (А) и •

(D) Объект А является A-объектом, если для любого ненулево­
го нормального эпиморфизма 9: А —» В, В обладает ненулевым А-иде­
алом.

Мы будем говорить, что свойство А определяет в категории К 
строгий А-радикал, или что А является строго радикальным свой­
ством, если оно радикально и удовлетворяет условию

(Е) А-радикал (А (Л), р J любого объекта Л £ К содержит все 
А-яодъсбекты объекта Л.

Ясно, что в любой абелевой категории каждый А-радикал яв­
ляется строгим А-радикалом.

Пусть в категории ЭХ задан некоторый строгий радикал А. Рас­
смотрим полную подкатегорию 0ЭХ категории ЭХ, объектами которой 
являются все модули вида (О, U). Любые идеалы и любые гомоморф­
ные образы объектов из 0ЭХ сами лежат в подкатегории 0ЭХ, следо­
вательно, (см. [11|, § 6), радикал А индуцирует вполне определенный 
радикал А р в подкатегории 0ЭХ, а это означает, что радикал R оп- 

ределяет вполне определенный радикал Аде в категории As. Все ска­
занное выше остается верным и для подкатегории ЭХ0 категории ЭХ, 
объектами которой являются все модули вида (Л, О), поэтому ради­
кал А определяет вполне определенный радикал Ао в категории АЬ. 
Получили, что

А(Л, О)֊(А„(Л), О) и А(О, 4/)=(О. Ад,(47)). (1)
Из строгости радикала А категории Э.\' следует строгость ради, 

кала Ад, категории Аз.
Пусть (Л', 47')—А-радикал модуля (Л, С ). Обозначим 6 R (I ),

Лемма 3.1. А(47) = Ад։(47) и А0(Л) с А₽((/) (Л).
Доказательство. Рассмотрим нормальный эпиморфизм (0, ,»• 

:(^(О)(Л), А(47))-(О, А(6’)). Модуль (Аа.(Ь)(Л), А (47)) А-радика- 
лен, следовательно А-радикален модуль (О, А (47)). Значит, идеал
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К(С ) кольца и А?д$-радикален, поэтому R (1У)С2. /?А։ (1У). Обратное 
включение следует из того, что модуль (О, является А-под-
модулем модуля (Д, /7), поэтому этот модуль лежит в радикале 
R (А, С!) (и'»(Д)» R (47)). Вторая часть леммы доказывается ана­
логичным образом. Отметим, что отображение (1, 0):(Ад> (Д),/? (47))֊*
-•(/?#<() (Д), О) не является полулинейным отображением, если дей­
ствие кольца R (!У\ на абелеву группу А/?р)(Д) не является нуле­
вым. Лемма 3.1 доказана. (

Замечание 3.1. Там, где будет ясно, что и—кольцо, мы все­
гда вместо Л>д5(С’) будем писать R ((У). 1

Замечание 3.2. Рассмотрим полную подкатегорию ЭХ0 модулей 
с нулевым действием кольца. Такие модули будлм обозначать (Д, 47),г 
Так как в случае модулей с нулевым действием кольца отображение 
(1, 0): R ((Д, 47)О1—(А/?(Г) (Д), А (4Л )0 — (А/?(г) (Д), 0) является нор­
мальным эпиморфизмом в категории ЭХ, то (Д) £= Ro (Д)• Сле­
довательно, в случае модулей с нулевым действием кольца, R ((Д, 

=(/?о(Д), R (1У))0. I
Лемма 3.2. Для любою модуля (Д, 47),

/?(Д, 4/)=(/?₽ю(Д), R(U)) = R(AtR(U)) = R(RR^U}^AY 1У) =

= В^иДА), R (У)). (2)
Доказательство. Радикал R — строгий, следовательно из 

включения R (Д, R (47)) (А, R (47)) С (А, (У) следует, что R (А,
R (47)) с А (А, и). С другой стороны, R (Д, 47) (А), R (47))
является А-подмодулем модуля (Д, R (47)), следовательно, R (Д, 47)С 
£= R ( А, R (47)). Значит. R (Д, (У) = R (А, R ((У)). Аналогичным обра­
зом доказывается, что R (А, 1У)^ R (Кщщ (А), (У). Лемма 3.2 дока­
зана. • ; .'л I

Покажем теперь, что для любого ассоциативного кольца 47, 
строгий радикал R категории ЭХ индуцирует вполне определенный 
радикал в категории R (4/)-модулей ЭХ/гцч. Именно, скажем, что 
правый R (47)-модуль А А1/г(г,-радикален, если (Д, R (1/)) — А-ради- 
кальный объект категории ЭХ. Проверим, что свойство А/?(г) действи­
тельно радикальное. |

(А) Пусть 0: А — В является нормальным эпиморфизмом в ка­
тегории ЭХл>(О и R (47)-модуль А А/дс/ррадикален. Так как отобра՜ 
жение (0, 1): (Д, R ([')) — (В, R (47))—нормальный эпиморфизм в ка­
тегории ЭХ, то модуль (В, R ((У)) А-радикален. Значит, В/ци) (В) —В.

(Д) Пусть для любого ненулевого нормального эпиморфизма 
R (47)-модулей >. А —*■ /), R (47)-модуль О обладает ненулевым А^(С>- 
идеалом, н данном случае подмодулем. Покажем, что Вщи) (Д) = А. 
Действительно, пусть (9, г): (Д, R (47)) ֊* (В, 1У) любой ненулевой 
нормальный эпиморфизм в категории ЭХ. Тогда имеем следующую 
диаграмму: /
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(Вя, К( и?

где Вт. превращение И-модуля В в R ((/)-модуль отступлением 
вдоль ". Если &— ненулевой гомоморфизм, то пара (б, 1) является не­
нулевым нормальным эпиморфизмом категории ЭХ/?«), поэтому в 
R (С')-модуле В. существует ненулевой /?/?(<,-модуль С., R {С-, 
R (С )) == (С5п, R (С/)). Рассиэтрлм ограничение нормального эпимор­
физм։ (1. ") па ^-подмодуле (С-, R (£/|). Гомоморфным образом это­
го /^-модуля будет ненулевой /^-подмодуль (С, И) модуля (В, И). 
Значит, (О, О) (С, И) С R (В, I/). Если же Ь — О, то В — О, так 
как О — гомоморфизм „на“. Очевидно, что в этом случае модуль 
{В , В(С’))=(О, R (I )) является ^-радикальным модулем, следова­
тельно его гомоморфный образ (О, I/) также является ненулевым В- 
радикальным модулем. Получили, что для любого ненулевого нор­
мального эпиморфизма (0, -): (4, /?((/)) — (В, И), модуль (В, И) 
обладает ненулевым /^-идеалом. Значит, /?(Д, R (£7) )= (Л, R (£/)), а 
это означает, что В/ци) (Л) = А.

Итак, каждый строгий радикал R категории ЭХ индуцирует впол­
не определенные строгий радикал /?А$ в категории Аз и радика-, 
лы /?,?({,) в категориях ЭХ/дс/), причем для любого модуля (>4. С) 
В (Я, и} = (Вц՝( > (А), R (С/)). Из леммы 3.2 следует, что если

R (6) — 0, то R R а} = R,,,

где #0֊это тот самый радикал категории АЬ, индуцированный ра­
дикалом R категории ЭХ, о котором говорилось до доказательства 
леммы 3.1. Покажем, что полученная система радикалов

|А?д։, RR(U)\R (и)^Аб|
обладает следующими свойствами:

(R!) Для любого R (£/)-модуля А, Д • А? (С) (Д).

(R?) Для любого ^/-модуля А, R«(У» ( А) • I. RR^^ । (А),
(7?3) Если R ((/) —* R ( И) гомоморфизм колец, то для 

R ( И)-модуля А, (А.) С (Д)«

Действительно, первые два условия следуют из того факта, что 
А'-радикал любого модуля (А, Ь) является идеалом этого модуля. На­
помним, (см. [1], § 1), что подмодуль (Д, С\) модуля (А, Г) тогда 
и только тогда будет идеалом модуля (Д, С), когда идеал коль­
ца (У и выполнены включения Д-£/։^Д։ и А^УС-А^. Условие (КЗ) 
следует из существования следующей коммутативной диаграммы (см. 
113], предположение 2).
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(Af.RtUt)- - - - - ——֊ (A,RiV։)
* 1) | и

lR>lü,(A,),R<U>) —(RwAi.R։W)

ГДС i — (Л<), а 3У» — вложения радикалов.
О п р е д е л е н и е 3.1. Систему радикалов JÆa». Æ//(ü)|Æ I U)£ As), 

где A’as строгий радикал в категории As, назовем согласованной 
системой строгих радикалов, если она удовлетворяет условиям (R1) 
(R3).

Теорема 3.1. Пусть» категории ЭХ задан строгий ради­
кал R. Тогда в категории As он индуцирует строгий радикал Ras, 
а на каждой категории ЭХ/?ц », R (U) £ As, индуцирует такие ра­
дикалы Rk (< ), что система строгих радикалов |Æas, Rr(A)\R(1r)£ As 
является согласованной. Обратно, каждая согласованная система 
строгих радикалов ,A?as, Rr,(( >\R (U) 6 As) задает вполне опреде­
ленный строгий радикал R в категории ЭХ, радикалъныгг класс 
которого составляют все такие модули (A, U), что кольцо U Ras- 
кольцо, то есть U ■֊ R (£/), а R (СП-модуль А — Rr<i,a — радикаль­
ный модуль. Сугиествует взаимно однозначное соответствие меж­
ду всеми строгими радикалами категории ЭХ и всеми согласован­
ными системами строгих радикалов.

Доказательство. Первое утверждение теоремы мы уже до­
казали.

Пусть задана некоторая согласованная система строгих радика­
лов А?д», Rrh )R (U) ч As). Покажем, что класс Æ-модулей, о котором 
говорится в формулировке теоремы, является радикальным классом 
для некоторого строгого радикала R категории ЭХ.

(А) Пусть 0): (A, U) — (В, I/) нормальный эпиморфизм и 
(A, С՛)— Æ-модуль, то есть (A, U) = (Rr{U) (Д), R (Cf)). Покажем, что 
(В, И) — R-î одуль. Действительно, 0; U —♦ И — нормальный эпимор­
физм в категории As и кольцо U — Æ.-u-радикальное, следовательно, 
кольцо V является Æas-кольцом, R ( к) = И. Рассмотрим коммутатив­
ную диаграмму

(A,R,U» . (B.RiV֊,)
*s.<> <i,e>

А (А)-модуль Brt, как эпиморфный образ ^//((//-радикального R (£/)-мо- 
луля А, является /0?(1/)-модулем, RR(U)(Brt) = В. Следовательно, из 
условия (R3) получаем, что В Rr(ü)(B<}) El Rr (V)(B) В, то есть 
B-R{V) (В) = В. Значит, модуль (В, I/) является /^-модулем.
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(В) и (Е). Покажем, что для любого модуля (/1, 17) идеал, в 
силу (И1) и (R?), ((с/> (>4), R (17)) является строгим А-радикалом 
модуля (А, 17), то есть надо показать, что этот идеал содержит все 
^-подмодули модуля (Л, 17). Пусть (Я, I/) — А-подмодуль модуля 
(Л, 17). Тогда кольцо И является Ад»-подкольцом кольца 17, следо­
вательно, И - R ( И) С R (£/), так как Ад»—строгий радикал в кате­
гории Ав. Получили, что модуль (В, А (И)) являет­
ся А-подмодулем модуля (/4, R ((7)). Рассмотрим коммутативную диа­
грамму:

1В,М)) ——----- -  ՝А'Д՝и՝>
Н.П ՛’’

(Ав.

где (г, □) — вложение подмодуля (В, R (И)) в модуль (Л, R (17)). В( И)- 
модуль В является А/г( ^-радикальным подмодулем R ( И)-модуля А:, 
следовательно, в силу свойства (КЗ), В (А3) В/ги , (А).
Значит, модуль (В, 17) С (В.р(щ(А), R (17)).

(С) Покажем, что R ((А, 17),^ (Д, 17)) = (О, О). Действительно, 
из R (17/В (17) ) = О следует, что

В(А/Вн1Щ(А), 17/R (17))=^(А/Вк1и) (А)), О) (О, О),

так как если применить условие (КЗ) к гомоморфизму О — R (С ՛), то 
получим, ЧТО ДЛЯ любого R ((/рмодуля А. А0(Д) — ) (Д). По­
этому абелева группа А В.ч (А) А/Во (А). Но абелева группа 
А Ао (Д) — А0-полупроста, следовательно, абелева группа А R/. (Д)
также А0-полупроста.

Третье утверждение теоремы следует из первых двух утверж­
дений, так как сопоставления, которые там указываются, взаимно 
обратные. Теорема 3.1 доказана.

Замечание 3.3. Если в согласованной системе строгих ради- 
калов [Ад։, >|А (17) £ Ая —хотя бы для одного кольца R ( 1Л> все
R ( /^-модули А^ю-радикальны, то для любого кольца А (£/) £ Аб 
все R (£/)-модули А#(Ц)-радикальны.

Выше мы доказали, что для любого R (£/)-модуля А, Rl)(A) с 
— RR^ւ,) (А), поэтому достаточно доказать, что для любой абелевой 
группы А, В0(А)=А. Рассмотрим нулевой гомоморфизм 0: А ( Т ( -О. 
Из условия (ИЗ) имеем, что для любой абелевой группы А, Д — 
~ (До) Ао (Л) С А. Значит, Ао (Л) = Л.

Замечание 3.4. Если в согласованной системе строгих радика­
лов |Ад», А/?«/)|А (4/)£Ав) хотя бы для одного кольца R (V) все 
^(Р)-модули являются А/? (И)-полупростыми модулями, то все абелевы 
гРуппы А являются А’о-полупростыми абелевыми группами.
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Действительно, лю>ая абеленэ группа является А ( И)-модулеи 
если действие кольца R ( И) определить как нулевое, а для любогс 
R ( И)-модуля Д имеем, что Ао (Д) С А\-(Г| (Д) = О.

Замечание 3.5. Зафиксируем некоторый строгий радикал Ал, 
в категории А$ и рассмотрим систему таких радикалов

|Аа„ АЛ(У)| А (7/)^А8|,
что для каждого А (б')-модуля Д, А/^У) (Д) = Д. Легко проверить, 
что эта система строгих радикалов является согласованной.Очевидно, 
что для различных строгих радикалов Адч категории Ав мы будем по. 
лучать различные строгие радикалы категории ЭД.

Определение 3.2. Строгий радикал А категории ЭД называет­
ся кручением (сильно наследственным строгим радикалом), если из 
(Д, R (В, V), где (Д, I}} — подмодуль модуля (В, I/), следует, 
что А(Д, 6/) = (Д, С/), (см. (15], стр. 290).

Описание кручений (сильно наследственных строгих радикалов) 
категории ассоциативных колец дано в работе [7].

Теорема 3.2. Согласованная система строгих радикалы 
Ам, А,9(( | А (С) £ Ав тогда и только тогда является кручением 

в категории ЭД, когда она удовлетворяет следу кипим условиям
(И4) Радикал является кручением в категории Ав.
(И5) Если р: А (7/) С А ( И) - вложение колеи, и R ((7)-люд у ль 

А лежит в R (17)-модуле [А/?(И (А)],, для некоторого R (V)-моду­
ля В, то А = А/?((/) (Д'.

Доказательство. Если радикал А является кручением в ка­
тегории ЭД, то из того, что и֊подкольцо кольца Т" и и R ( Е)
следует, что модуль (О, 17) — подмодуль модуля (О, К) и (О, 7/)СЗ։0.
А ( I/)) — R (О, V). Значит, А (О, 17) = (О, 17), то есть А (17) = 7՛.
Условие (Е4) выполнено. Если же модуль (А, R (7/)) С ([А/?<\> (А)]՛
А (7/)), где р: А (17) С R ([/) — вложение колец, то

(Д, А 17)) С (А/г(И(А), А(И)= R (В, V)
и (А, R (17))—подмодуль модуля (В, V), поэтому А (А, R (7/՝) = (Д> 
А (7/)). то есть А/?(^)(Д) = А. Условие (И5) также выполнено.

Обратно, пусть согласованная система строгих радикалов ( АлД 
А//(/ R ( 7) £ Аь} удовлетворяет условиям (И4) и (175) и модуль (Д-1 
7 ) С R ( А, I ) — (А/г(|) (А), А ( I/)), где (А, 17) — подмодуль модуля 
(А, V ). Тогда 7 является подкольцом кольца И и 17 с А (к), следе ] 
вательно, R ((7) — С, так как Ал» кручение в категории А .. Из уело I 
вия (Д, А(7Л)<= |АЛИ А», R (И), гдг (4, А(7/,) - пэдмэ։у\ь мо| 
дуля (А, И), следует, что А (ТУ)-модуль А лежит н А (7/)-модуле| 
[А/?( и, (А)]где р — вложение подкохьца А (17) в кольцо А(1/). Зн’-| 
чит, из (К5) следует, что А^(։>(Д) = Д. Теорема 3.2 доказана. I

Замечание 3.6. В частности, когда А (7/) = А ( И), из уело I 
вия (И5) следует, что для любого кольца R (и) радикал Ящи) явл«| 
ется кручением в категории ЭД/дц). I

Замечание 3.7. Легко проверить, что если в согласованной! 
системе строгих радикалов, рассматриваемом в замечании 3.5, в ка| 
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честве строгого радикала категории А» мы будем брать некоторое 
кручение категории Ав, то полученная система строгих радикалом бу­
дет определять кручение категории ЭХ.

Замечание 3.8. Если в согласованной системе строгих ради­
калов |/?д։, £/?(/•,(6/) Аб радикал R\։ тривиальный радикал (для 
любого ассоциативного кольца 4/, R (У) — О',, то эта система превра­
щается в пару радикалов R>)\, где Аг,—радик1Л в категории АЬ. 
Зафиксируем некоторый радикал R в категории АЬ и рассмотрим па­
ру !ОЛъ R}, где Од,—тривиальный радикал категории Аз. Эта пара 
опреде\яет строгий радикал в категории ЭХ, так как услония (R!) и 
(ИЗ) для нее выполняются автоматпчгски. а выполнение условия (И2| 
следует из того факта, что для любой абелевой группы А и любого 
эндоморфизма / этой группы / (R (/!)) R (А) (см. [13] и [14]). Оче­
видно, что если в качестве радикала R мы будем брать кручение ка­
тегории абелевых групп, то пара Од», R будет определять кручение 
в категории ЭХ.

Следствие. Совокупность всех стр;гих радикалов категории 
ЭХ не является множеством.

Замечание 3.9. Рассмотрим пару радикалов [0*5, 1 , где 
Од, — тривиальный радикал категории Ав и 1 (/4) А для любой абе­
левой группы А. Эта пара задает кручение R в категории ЭХ. Легко 
проверить, что это кручение удовлетворяет следствию 4.20 работы 
[15], поэтому полная подкатегория ЭХ0 категории ЭХ, порожденная 
всеми А-радикальными объектами, является подкатегорией локализа­
ции. Значит, в неабелевой категории ЭХ существует нетривиальная под­
категория локализации.
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G G. EMIN P re varieties the g rouppoid of varieties and strict radicals 
in the category of modules over all rings (summary)

The category is considered, its objects are all possible pairs (4, I ) (4 is 
the right U- module over associative ring U) and the morphisms are the pairs of 
homomorph isms J under the condition (a-u) «t֊i ‘wrp

The description of the prevarieties, varieties and Kuroshs strict radicals of the 
mentioned category is given. The grouppoid of the varieties of the category 9X •’ 

studied.
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