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ОБ АСИМПТОТИКЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
И СЛЕДЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В настоящей заметке уточняются и обобщаются результаты ра­
боты И. Вайдмана [1] и автора [2], [3]. При доказательстве получен­
ных результатов существенную роль играет следующая (см. [4], стр. 
240, 246)

Теорема М. Г. Крейна. Пусть А — Ар + /Ал волътерров 
оператор, Ар и Ал — самосоаряженныг операторы и где —
пространство ядерных операторов. Тогда

1։_ л* (г- ւ. л Д/г) 1 I* ,пЛ ,П|Нт --------------= Нт --------------  — — I с/РА^Р\,
г ր+х. г т: յ

■:н

Вт 2 Хя (Др) — 0. 
։*° Ր«/>»

(1)

(2)

Здесь п+(г, В) и п- (г, В} означают соответственно количества 
характеристических чисел оператора В в интервалах [0, г| и [—г, 0]։ 
5|г — ядерная норма оператора В, Р\—любая максимальная соб­
ственная цепочка оператора А, <ДВ) собственные значения опера­
тора В.

Пусть А (х) и В (х)—прямоугольные, соответственно п \т и 
т/ п, матрицы-функции с элементами из пространства 13 (а, 6), 
— ос а Ь со.

В пространстве 13 (а, 6: Н„) п-мерных вектор-функций с интег­
рируемым квадратом модуля рассмотрим интегральный оператор

г>
(6/)(х)= С(х, 0/(0^ (а<х<6). (3)

И * >
где квадратная матрица-функция п-го порядка (3 (х, /) задается фор­
мулой

Շ (х, /) = А (х) В (0,

Легко видеть, что 
та. Справедлива

Теорема ].

оператор (7 принадлежит классу Гильберта — Шмид*

Характеристические числа оператора (յ удов
-летворяют асимптотическому соотношению
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ь
Пт "* (г’ 61 = -к ('|В»(х)Д’(х)֊И (х)Д(х)|։</х. (4)

г 2* } 
а

Оператор О имеет след в смысле главного значения и 
ъ

Нт V >,(О = 4-( 5р(Я*(х)Л*(х) + Л(х)В(х))</х. (5>
• -о , 2

’*•’ >» а

Доказательство. В пространстве А2 (а, 6; Н„) введем в рас­
смотрение вольтерров оператор

(КП(х)= [(В*(х)Л*(0-Л(х)В(/))Г(0Л.

Легко видеть, что мнимая часть Ку оператора К выражается фор­
мулой 

ь
(К//)(х)=- Ц’ (В* (х) Л*(() - А (х) В(0)/(/> <11 

а

и является конечномерным, а именно 2т-мерным оператором. Очевид­
но также, что семейство ортогональных проекторов в А՜ (а, 6; Нл)

(А/)(х) = | 0, а ՝<С х < /
I / (*). * <х ^.Ь, 

Ра = 1, Рь = 0 (а < / < 6)

служит собственной максимальной цепочкой для оператора К. Мы 
дола:ны вычислить правую часть формулы (1).

Сначала предположим, что матрицы-функции А (х) и В (х) яв-
люется ступенчатыми, т. е.

А (х) = Ду, Н(х)= В, при х£Д, (зу, а/ + ։),

г дс — а < ? 1 * < 7/ = Ь. Очевидно, что

где Р^ = Л>+1 — Лу, / = 0, 1, 2, • • •, I — 1.
Если обозначить через и (к = 1, 2,---, п) собственные

числа и соответствующие собственные элементы оператора В' А'. — 
— А) В/, действующего в пространстве Нп, то, очевидно, что систе­
ма функций

I (€ Д*
I о,
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будет полной системой собственных элементов оператора 2/ Р^К}Р

которые соответствуют собственным значениям И/՜’ Следовательно*

к, л,|։ = V 1чл1 ® Iя:- А՛ 
к—\

Отсюда следует, что
ь

V |/\ к, = у Г Iя’ (х) Д* СО -АМ В (х)|, </х.

/-"1 а

(6)

С другой стороны, очевидно, что в этом случае

’ ^РК^Р\Х = £ |/\/О Ръ|։.

Таким образом, формула (4) в случае ступенчатых матриц-функций

доказана.
Перейдем к общему случаю. Пусть А (х) и В (х) — такие сту 

пенчатые матрицы-функции, что
ь

|В(х) ֊ В(х) -(</х)'.<

а

Через |С| обозначается норма оператора, порожденного матрицей 

С в пространстве /Л. Оценим норму оператора Р± (К}— КА Ль где 

К} — мнимая часть оператора
ь

(К/)(х) - \ (5*(х)Д* (1)-А (х)

и

В {։))/(/} <Н.

Имеем

д
- А (х)| |й (01 + И (*>! Iя <') - в (/)|’։ л 2 ) 17 (,)Г
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A (/)!’ J/+2

Отсюда легко следует, что

\Р> (Л՜/ ֊ к А 7 0)!=л( | |И (0-л (0,։Л +
А А А 1

+ [|Д(01։<// |’|в(о-5<01‘л | • 
• • Vд д

Следовательно
~ /I* \։<2 / Г *• \1/2|/>, (Л7 - КА PJ<2( ( |5 (ОР dt ) ( I И (О-И (>)fdt ) .+

/ P \irt / f —
4-( |Д(01’Л I [ |Я(О-Я(/)|։ Л 

. Ü / \ VА А
Отсюда вытекает, что

I - / 1 Г \1/2 / ' IУ|Л^К/֊К/)РЪ|< (У, ( 1Ж0М ) (s ’Л(')֊
2 /-։ /-։ \ 7 /-»д

\։/2 // р \М2 / i р \1/2
-AW-dt ) +(2 И(01’^) (V |В(01֊^(0Г^ i =

b

a
b

B (t)\2 dt
a

Таким образом, так как Kj Kj есть 4лп-мерный оператор, то

V |Рл К, Л.Ь - У |Л; Л К <4лпУ |А (Ку-Лу) Л?| <8тсг. 
/-1 /-2 7-1

Учитывая соотношение (6), после предельного перехода отсюда по­
лучаем, что

ъ
f \dP К, </Р|, =- А С|В» (х) А* (х)-Д (х) В (х)|, Ух.

°
(7)

Это вместе с приведенной формулой (1) М. Г. Крейна дает (4).
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Дли доказательства соотношения (5) сначала заметим, что 
ft

—G) /) (х)=---- yi (В* (х) Д* (/) + Д (х) В (/)) / (t) dt, (8)

а

где Кц — вещественная часть оператора К. Отсюда видно, что Кц — 
-(Л—конечномерный оператор. Следовательно, по теореме А. С. Мар­
куса ([5], стр. 115) имеем

5р(АГ/?— С)г= V (Х+ (Д^)—/у (С)) -{-V (/.- (Кр)-(б7)>, (9)
I /==։ /-։

где '■* (В) (л֊(В)) положительные (отрицательные) собственные зна­
чения оператора В, расположенные в порядке убывания (возрастания). 
Так как оператор — С есть 2т-мерный оператор, то по известным 
неравенствам Куранта ([6], стр. 258)

(О < < '■;(&).
Отсюда следует, что

Jim I У (Кр)- У (G)
•-0 у 7

А/<А₽)>։ (О)>*

lim ( V к- (Кр)- V /- (G)
«-*0 \ _ 7 7

S <*>)<-■ (OK-«

= У a; (Kr)-՛. (Go, 
/-։

“ s ('7 №) — '7 (G՛)). 
/-I

Таким образом, формулу (9) можно переписать в виде

Sp (KR — G) = li։n
։ -0

*■/ —
|i, (O)|-•

Теперь заметим, что согласно формуле (2) М. Г. Крейна

lim lj (KR) = 0,
»-♦0 |Aj(Kg)|>« 

откуда
Sn (Kr— G)- - lim 1՝ I.) (G).

i-.11 Uy(O)|>!

t другой стороны, из (8) следует, что
ь

5р (Кк - 6) - у (' Зр (В* (х) Л* (х) + А (х) В (х)) </х.

а
Последние две формулы и доказывают соотношение (5).

Следствие. Если ядро оператора (3), действующего в про 
странстве £2 (а, 6), имеет вид 
4-849
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т

V Uk (х) Vi (/), X t 
Л=1

v Uk(l) и* (х), х > С 
4-1

где и« (х) £ L- (и, 6) и v* (x)£L՜ \а, Ь), то

т

lim п (г, G)

а
v и к (x)vjx) 
й—1

dx. (101

Это следствие без доказательства приведено в [3]. 
Для доказательства надо положить

А (х)г=(ц, (х), иг (х),-• •» ит (х)), В* (х) = (v։ (х), ч., (х), ■ • -,г»т(х)).

В работе И. Вайдмана [1] вместо (10) доказано, что существует такое 
Л/>>0, что Мгп (С) > п, где (а„ (О’)!' ։ — характеристические числа 
оператора С.

Теорема 1 может быть обобщена следующим образом.
Теорема 2. Пусть А (х, /) (а 4 Ь} — такая квадрат­

ная матрица п-го порядка с элементами из (а, Ь), что опе­
ратор 

л
(4/)(х)= [/1(х, 0/(0 л

V а

является ядерным. Тогда для характеристических чисел интег
ральною оператора С, порожденною эрмитовым ядром

справедлива асимптотическая формула 
ъ

Нт ——= — Нт |/Г (х, х)— А., (х, х)|։ 4х,
Г - я Г 2~ «> -о J

а 
где

X +1 I I

1 с г* А>,(х, /)— ---- I ( А (м, г») dudi՝.
4;/2 J J

4 - I - ■.

(И)

Доказательство. В пространстве А (а, 6; /Л) рассмотрим 
вольтерров оператор

X
(К/)(х) = |’(4» (л х) - А (X, 0)/(0 Л.

а
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Мнимая часть К} этого оператора равна

(А'у/Нх) *)- А (х, ()) / (/) ^ = _ (АУ/) (X>

и по условию принадлежит классу 5։.
Напишем разложение Шмидта оператора А:

X

/-1

Здесь 5, (/ — 1, 2, •■•)—сингулярные числа оператора Л, ('£, } ' , , 
{'Ь }/-։ — ортонормальные системы в пространстве /3 (а, 6; //„), а ряд 
сходится в ядерной норме, т. е. |Л,у— А\г —» 0 при /V — эс, где

.V

Ядро
IV

Л.у(х, /)=\ $, (х) •!>*(/) (почти всюду)
I

оператора Ах можно записать в виде
Аы (х, /) — Ах (х) Вх (О.

где
ЛIV (х) = (?։ (х), ©, (х),- • •. (х)),

Ву (х) = ($! |»г (х), $2 (х), • • • , 5 V (х))

— прямоугольные nx^ матрицы-функции со столбцами
г/ (х) = (?ъ (х))^։ и Фу (х) = {’**, (х))"_։ 0=1, 2, ••./V)

соответственно. Согласно формуле (7) имеем
ь

( \дР(к^<<р\՝ = -֊-у |в; (х) л;<х)-Лл (х» Вл(х)|,</х, (12>

;р’ и
где

X
(кх />(х) = | «в; (х> л;, (о - Лл (х) Вх (*»/<п л- 

О
Так как |(А',у)у — =|(Лл)/ — Ау\г при /V -> со, то учитывая непре­
рывность функционала, задаваемого левой частью (II) в ядерной мет­
рике (см. [7], стр. 378), получаем

Пт С\дР </Р|>= [ \<*Р Ъ 
м •+



В. А. Яврян208 
«52=

Нетрудно показать, что элементы
лг _____

а,' (х, /) V $/?У|(х) л/ (/)

матрицы-функции /1.у(х./) в метрике £2 (а, Ь) стремятся к соответ 
ствующим элементам а/ь (х, /I матрицы-функции А (х, /). Отсюда лег 
ко получить, что ряд

'сходится поэлементно в пространстве А* (о, 6). Это означает, что
ьII

|/4 V (х) /А\ (х) — А (х, х)| (/х — 0.
а

Из очевидного неравенства | п 17*1 для любой матрицы 
порядка получаем 

ь
Г|пт I [Лл (х) В.у (х) — А (х, х)|։ с/х = 0.

•у - х и а
Переходя к пределу в равенстве (12) и учитывая 
теорему М. Г, Крейна, получаем

приведенную выше

ь
1нп--------------= — |/1 (х, х) — А (х, X) д с/х.

' - » г 2* и
а

Легко видеть, что правую часть можно переписать в виде (11), гд< 
столбцы функций ?/(х) и у/(х)явно не участвуют, а фигурирует толь 
ко ядро А (х, /).

Теперь заметим, что
ь

(г) = ֊- С (А (х, 1)+А* (С.*))/(Г)Л= (А„/)(х). 

а

Отсюда вытекает, что С*~Кн = Г^5։, т. е. У 5п (Т) ос. Следо՛ 
՝ я«!

вательно, п 5п ( 7՛) -• 0, при п - ос и по теореме Фань Цюя (см. [4], 
стр. 52) заключаем, что

Нт п (г, Кк)

Теорема 2 доказана. а
Эта теорема является обобщением одной теоремы М. Г. Крейна 

'(см. [7], стр. 412). Действительно, если В (х, /) — эрмитово ядро, по-
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рэждакмцее ядеряый интегр1льный оператор, то для ядра А (х, /) = 
х== - i В (х, /) будем иметь

ծ

lim ------------ ֊ == ֊֊ Hin i \B‘ (x, x)±B., (x, x)j։ dx
f -» * Г 2՜ ձ -0 V <2

b
1 c

— — lim 1 |ճէ (x, x)L dx,
~ {՜Ս J a

где

(Gf) (x) = i j sign (x — t) B(x, t) f(t) dt.
I ՝a

Здесь учитывалось, что для эрмитова непрерывного ядра В. (х, /) 
матрица Bi, (х, х) будет эрмитовой.

В заключение заметим, что метод доказательства формулы (5) в 
предположениях теоремы 2 неприменим. Дело в том, что из В — С 
£ Slt В 5., С £ 5», как легко видеть, не следует, что

5р (В— С) — Нт 
• - о

В этом случае можно только утверждать, что существует такая 
последовательность ея 0, 6Я —»0, что

ь
Нт X >к (С) — — Нт I 5р (Д’ (х, х) (-Д. (х, х)) <1х.
п -• «• 2 $ * 0 /

а
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Վ. Ա. ՅԱՎՐՅԱՆ. Որոշ հնաէզրալ օս|ԼրատռրնԼրփ սնփւսկան ար 1Լ1նԼր|՛ ասի մ»ւ| տոտի- 
կայի և 1ւԼւոք|ւ մասին (աեփոփում)

Աշիւատանրո, մ ստացված Լ ինտեգրալ օ՛պերատորի սեփական ար քերների ասիյսյտո-
տիկան (րեորեյ 1 և 2), ինչ Աք ես նաև հաշվված / նրա հեսրրր հ(Ւ^վոր իմաստով,

V. A JAVRIAN. On the asymptotics of eigenvalues and the spur of some 
integral operators (summary)

In the theorems 1 and 2 the asymptotics of the eigenvalues and the spur of 
the integral operator (3) is obtained.
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