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С. В. ХРУЩЕВАЛЬТЕРНАТИВА БРЕННАНА ДЛЯ МЕР С КОНЕЧНОЙ ЭНТРОПИЕЙ § 1. ВведениеВсякий ли субнормальный оператор имеет нетривиальное инва­риантное подпространство? Этот вопрос, получивший недавно утвер­дительный ответ в работе Scott a Brown’a [1 j, привел к изучению пространств Нр (р), являющихся замыканием семейства многочленов Р в Lr (р), где р неотрицательная мера на плоскости С с компактным носителем, ар 1. С помощь.о спектральной теоремы сформулирован­ный выше вопрос сводится к вопросу о существовании инвариантных подпространств у оператора z умножения на z(z (;) = $, ; £ С) в h (р). Отбросим неинтересный случай р о (;), о (;)—единичная нагрузка в точке ;. Очевидно, что оператор z имеет инвариантное подпростран­ство, если L2 (р) = Н2 (р) или, если существует точка с такая, что функционал ? — - (;), ограничен в Н (р). В результате мы при­ходим к следующей альтернативе, которую справедливо назвать аль­тернативой Бреннана, так как J. Brennan внес большой вклад в иссле­дование этой возможности. ПустьОпределение. Альтернатива Бреннана с показателем р спра­ведлива для меры р, короче р^(5/?), если либо Н։' (р) = Lp (р), либо существует точка : £ С такая, что функционал ç —► 7 (;), ? £ Р огра­ничен в Н" (р).Как уже отмечалось выше, с проблемой субнормальных операто­ров связан! альтернатива (В:), и хотя Scott Brown доказал, что вся­кий субнормальный оператор имеет нетривиальное инвариантное под­пространство, нее же остается неясным— для всякой ли меры р спра­ведливо включение р£(В2). Brennan [2| доказал, что р£ (ВР) для лю­бой меры р, если р^>2. С другой стороны, нетрудно показать, что справедливость альтернативы Бреннана с показателем р =1 влечет ее справедливость при всех р. Действительно, если Нр (р) Lp (р), то существует функция g, q — р'(р 1) такая, что (1)для любого полинома ®. Рассмотрим неотрицательную меру у =Из (1) следует, что Н1 (у). Так как по предположению (В^совпадает с множеством всех неотрицательных мер с компактным но­сителем, то найдется точка ; и постоянная С, С^>0 такие, что
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Альтернатива Бреннана 185
If (5)1 (՝) СМ« '»•Следовательно, функционал ф —• ? (:) ограничен н Н" (ц).I В этой работе мы будем иметь дело с мерами |Ц абсолютно не­прерывными относительно обычной меры Лебега dS на плоскости. Речь пойдет об уточнении недавнего результата Бреннана |3], кото­рый доказал, что нС(^։)> если = /</5 и /£ £' *(</՝՝>) для какого-ни՜ буль е, г >0.■ Теорема. Пусть Ц = /г/5, носитель меры р компактен иf/(log- /)'</£< ֊֊ оо, р>1.

Гиде 11 €(#/>)•■ Профессор за!ельство этой Бреннан сообщил мне, что он может получить дока- теоремы с помощью другого метода.§ 2. Доказательство теоремы■ Лемма 1. Если теорема верна при р—1, то она верна и при 
любом р, р > 1.■ Доказательство. Пусть р ^>1 и Н” (р) Ер (р). Тогда су ше­ствует функция £, #££* (р), удовлетворяющая условию (1/. Проверим, что для меры ч-- \^\/д5 справедливы все предпосылки нашей теоре՜ мы. Имеем( Ig/IIog" te/| dS <. (|# Iog4gl) l/I<^> 4՜ J tel V W log-/</5 4> 

V V V■ <Const.Itei^/^s-i-(l/(iog /] </£)'"< + 
%' к)Так как мы предположили справедливость теоремы при р = 1, то 

\ (В1), откуда легко следует, что р£(В„)(см. введение). ЭК Перейдем к рассмотрению случая р — 1. Условимся символом vОбозначать интеграл Коши меры v:
I * Г<Л (С>
I *(г) = :--------

Хорошо известно, что *££|ос(-֊$) для любой конечной меры •* на плоскости. Пусть 0<^б/<^2, » конечная борелевская мера на плос-
— потенциал Рисса порядка </ меры V.■ Предположим, что все функционалы значений в точке разрывны в /7’(}*). Мы докажем, что тогда Н' (р) •-= £ (’4). Для этого достаточ­но показать, что



186 С. В. X рушен/1(il), ( = 0, rP => <? = 0.
Итак, пусть (}«•) и I “ 0 для любого многочлена ?. Изве- стное равенство (см. [4], стр. 49)

_  л
(? V == — “V,справедливое в смысле теории обобщенных функций, позволяет нам Адоказывать, что g!‘ = 0 почти всюду по мере Лебега dS.Пусть def л Х>0 и Е. = ։:: Igp ('.)!<>}.Бреннан показал, что множество Е. является н некотором смысле „толстым“.Определение. Измеримое множество Е на плоскости назы­вается „толстым“, если для всякой точки ;( С почти всякая окруж­ность с центром в точке : пересекает Е по множеству положительнсй- дуговой меры.Из [3] можно извлечь следующую теорему.Теорема (Brennan [3]). Пусть р произвольная неотрицатель ная мера на плоскости с компактным носителем и пусть для всякого :<-С функционал значения в точке ; не является ограниченным в77'՛ (р), Тогда если g£Lq ("■), q - pip 1) и <?£d? =0для любого многочлена то при всяком л^>0 множество

Е. = |^!1(՝)՛-С^1 является толстым.Доказательство этой теоремы короткое и мы приведем его для удобства читателей. Пусть ;( С и пусть X— ограниченное замкнутое множество положительной меры на полуоси (0, г оо) такое, что длина Е._ П и |: — '| = х|) = 0 для всякого х, х £ X. Множество 
X и |; ’| — х, имеет положительную плоскую меру Лебега и ,г£А5 (Е П Л*) — 0. Если ? £ Р, то

15(ХЖ) (2)
Подставляя в fl) JJlCj ? (г)С — z вместо ср, получим, что ? (z) =—------ •|?Мг)

Аесли gji(z)7=0. Следовательно15 (Л*) dS (’) g (-)^1 U» 1՛ dS (:)



Альтернатива Бреннана 187Внутренний интеграл есть непрерывная функция как свертка локаль­но суммируемой функции z՜1 и ограниченной l/gu|A*. ИтакI? 0)1 < Const. iTil/P (иг •Преобразования Коши V кооечных мер * обладают некоторой „не­прерывностью“. Поэтому есть надежда, что множеству Е должны принадлежать и точки плоскости, близкие к нему. Точнее, если для какой-либо точки ֊ С удастся расположить на Е семейство ве­роятностных мер (*;,)л>о так, чтобы
g։iG) lim'• - о + я։1 th ,

Сто, очевидно, \^Е,. Следующая лемма Карлесона [5] (см. также [6],. стр. 170) позволяет сформулировать критерий существования такого Iсемейства Положим Д (;, 8) = (Z: |;—С|-֊<8).I* Лемма Карлесона. Пусть р — конечная комплексная мера с компактным носителем на плоскости и пусть U’4* (:) 4- ос. Предпо­ложим, что (v,;), о — семейство вероятностных мер, такое, что носи­тель меры V;, лежит в Д (;, 8) для каждого 8, 8 0 и чтоI Hm I if'l = 0. (*)I '-«+ J 1
Л (Е. 26)ТогдаL !«•(:)= lim | ji d^,,.

I ։* ° + JcДоказательство этой леммы приводится для полноты изложения Оригинальное доказательство близкого результата см. в |5].

Первый интеграл в правой части предыдущего равенства по модулю не превосходит интеграла
р-с| 2б

d н

rr՝ / \i Const . .. ч 4Так как рб(г)|< - ---- - при |z — Ej > 2 о и (z)■ lx — «|чечно, то но теореме Лебега lim /, (8) = 0. Второй©—-о -ь пото-интеграл меньше



188 С. В. Хрущев

интеграла I ---- -—, который стремится к нулю при 0 4՜. 11о-.) :|следний интеграл стремится к нулю по условию, фПредположим, что нам удалось расположит!» для каждого *>, ^>0 на множестве Е ПИ՝, вероятностную меру > так, чтобы выпол­нялось условие (*). Тогда лемма Карлесона позволяет заключить, что 
։(^Е , если, конечно, 4/}:М(:)<^ 4՜ сг՝. Так как последнее имеет место для почти всех :, ;£С, то для завершения доказательства теоремы достаточно осуществить указанный выше выбор мер для почти лю­бой точки ; плоскости. Следующая лемма принадлежит Бреннану |3].Лемма Бреннана. Пусть Е „толстое“ множество и •> ^>0. Для любого ;, : £ С существует вероятностная мера ՝< на множестве △ (:, ^)П£т1кчя, что для любой ненозрастающей неотрицательной функции Л на полуоси (0, I- ос.) справедливо неравенство

А ( |; — г|) dr (:) (3)
Доказательство. Можно считать, что ; =0. Пусть "— ото­бражение, которое каждому г, г 0 сопоставляет первую точку пере­сечения окружности с центром в нуле и радиуса г с некоторым замк­нутым подмножеством Е, мера которого сколь угодно близка к мере множества Е. Мера V,. — есть нормированный образ линейной меры Лебега на отрезке (0, о) при отображении ". Подробности см. в [3| или в |6|, стр. 169- 170. фМы докажем теперь, что семейство построенных мер (՝<,) >□ об­ладает свойством ( ♦), если только мера р удовлетворяет условиям теоремы. Для этого нам потребуется оценка функций распределения потенциалов и\՛՛. Лемма Литтлвуда, использовавшаяся также в 13], позволяет это сделать без труда.Лемма Литтлвуда. П усть кости и Тогда Ji—вероятностная мера на плос-/г \i//>

< Кр (sup U՝ (>))՛՛’\. ' ес '___  си lim К р 4՜ °°.Л- 4- х Доказательство этой леммы основано на техникеЕго можно найти в книге Карлесона [7] на стр. 83 — 84. интерполяции.С тоит, одна-ко, предупредить чигате*я, что в [7] эта лемма не сформулирована, а доказывается как часть одной специальной теоремы. Кроме того, так как эта лемма в [7] используется в грубой форме, то и заключитель* пая оценка проведена с искусственным загрублением. Тем не менее доказательство леммы с помощью рассуждений из |7| восстанавливает’ ся без труда.



189Комбинируя лемму Литтлвуда с неравенством (3), получим
4

о■Отсюда для у, у > О
I 5(15: у:)< — f lt/,‘1'’rf5<I ' У" J ' УI Лемма 1. Существует постояннаяI с
^ля у. у^>— справедливо неравенство

(<? — 1 '
С, С 0 такая,

Н)

что

S('c: U, (')> у\ Const 5=
где к и Const - абсолютные положительные постоянные.Доказательство. Положим в (4) ------- = —, где А —д—1 Аероизвольное положительное число. Элементарные вычисления ынают, что

покапока-
/ К„ ур ֊’ 
\ у'> (q - )Выберем теперь константу А так, чтобы А > Кр для всех р, р 3, т. е. для <; — —~ < 3/2. Но 1 <С? < 3/2 в том и только в том слу- ■чае, если ------- 2. Значит, если положить постоянную С равной 2г4е,| <7 ֊ 1то окажется возможным выбрать q так, что ------ —■ <7 —1 АеМенно А Кр. ОтсюдаI S(|K </;-(0>у))< — е *’ < Cost С* </֊*’-•. «I у"I Приступим к проверке условия (*) для почти всех

и одновре-

=СС. Неменьшая
оложим
849

общности, можно считать, что
15)



190 С. В. ХрулцсвВвиду (5), первое слагаемое в правой части предыдущего неравенства есть о(1) при 2 —» 0’.Лемма 2. Пусть Л — неотрицательная функция на плоско­
сти, а а — положительное число. То1да

Л О Л “ ftI hf dS ֊Z֊ а I / log / d.S ֊Ь I Ле * <75.
а о оДоказательство. Если Л a log/, то hf af log/. Если же 1 , ։ .— /| — ЛAnalog/, то / <С е и hf he . Следовательно,֊л 

hf <a/log / + Ле“ ФМы воспользуемся этой леммой с Л - U^r', а постоянную а под­берем позднее. Положим С(п-Ц)
% 
GИз леммы 1 следует, что6(G,.)<Const о’е՜*".Кроме того, G = U Gn. Поэтому 

п>\ \

U\‘ е
И) « ---- е 6 ^2 —hCn 

• о е

о in-f-l) ехр
Если теперь выбрать — > то мы видим, что

г т 1£/?е <75=0(3).• / о Отсюда С Ц֊ / </5 < — 1՜ /1оК-/</5+О('.;. и Аго
о Л(;. 24)Это завершает доказательство теоремы.

Ленинградское отделение
Математического института АН СССР Поступила 15.IV.1979

им. В. А. Стеклова
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II. Վ. հ»Ր(1հՇ1!0Վ, Р Г Լ հ սւք<|> W(tnLrbuiui|ii|p վԼրչաւ(որ 1,նւորոս|խսյ Ո1| ^սյւ|ւԼր*|ւ Տամար / ա մ փnJinnl )

i.n^uji)/nJ ա որս ղո> //Հա ժ / 'հտևյաք արրյյուհբրւ

I (>) / (>) ds, որտեղ ք (1) 0, Ժտ֊ր Լերեղք* չափն Լ Հտրթոէք1ւան վրաէ

ղեպյ/Ում տեղ ft ունի »ետնյալ պն ղո ւ մն ե ր ft ղ մեկր ե մ ft այն մեկր.♦// ա մ H ”<>,) LP(n), կամ ղոյու/էյուն ունի Հ է’ կետ այնպես, որ Հք —• գ ք;) 
ֆ ոէն կ tj ft ոն ալ ր սաՀմ անափտկ ք /Т {դ ) տարածությունում. որտեղ 1Г՝ (?) - ե ր աղմաեղա մների 
փակույթն / Ս (?) տարածությունում է

S. V. KCHRUSHEV. The Brennan alternative for measures with finite 
entropy (summary)

1 he following theorem is proved.
Let d\± (s) - / (x) ds where / (j) 0, ds is the planar Lebesque measure.
If | /(111 /^’ ds < -f- oq, 1 p + <» then either //’(?) L (?) or there is

a point zr-C1 such that the functional (:) is hounded in (?). where IT (?) is
the closure of polinomials in the U (a) space.
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