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Введение

Пусть С — компактная абелева группа и С ((7) алгебра всех не­
прерывных комплекснозначных функций па С. Для равномерных 
алгебр В и А (Вс А) рассмотрим семейство {/)} всех тех замкнутых 
подалгебр С((»), что Вс О с А. Семейство |О является частично 
упорядоченным множеством по включению. Пусть Р -линейно упоря­
доченное подмножество семейства !£) .

Типом алгебры В относительно А назовем мощность

7 տսր сагс! Р. 
р

Тип алгебры В относительно А будем обозначать через /д (5). Если 
тип /а (В) конечен, то будем говорить, что алгебра В-конечного ти­
па относительно А. Если же конечно (( (0) (В), то говорят, что В—ал­
гебра конечного типа. Отметим, что в случае, когда /д (В) = 1, В яв­
ляется максимальной подалгеброй алгебры А.

Пусть Г —группа характеров компактной абелевой группы С и 
Гм подполугруппа группы Г. Через О, будем обозначать замкнутую 
подалгебру в С ((*), порожденную множеством Гс.

Определение. Равномерную алгебру Л на С называют ал­
геброй обобщенных аналитических функций или коротко алгеброй ана­
литических Функций, если О, совпадает с А для некоторой подполу­
группы Гу группы Г.

Данная работа посвящена изучению типов и относительных ти­
пов алгебр обобщенных аналитических функций. Основные результаты 
сосредоточены в§2и§3. В§1 исследуются некоторые свойства 
абелевых полугрупп, необходимые для изучения типов алгебр обоб­
щенных аналитических функций.

§ 1. Некоторые свэмсгза абелезых полугрупп

Пусть Г—абелева группа, и Г —подполугруппа группы Г, удов­
летворяющая условию Г* II (—ГД = Г. На Г можно задать порядок с 
помощью полугруппы Г+; под „а^>Ь“ подразумеваем, что а — Ь Г . 
Легко проверить, что . *

1. Если а, Ь, с £ Г и а Л, то а ք 6 ք с;
2. если а Г, то либо а ^-0, либо а ^0, причем могут выпол­

няться оба неравенства.
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Очевидно верно н обратное: если есть некоторый порядок на Г, 
удовлетворяющий условиям 1 и 2, то всегда найдется полугруппа Г . 
задающая такой порядок. Говорят, что полугруппа Г вполне упоря- 

очивает Г, если Г+ задает порядок на I и Г_ П( —Г ) — О .
Говорят, что подгруппа определяет архимедово упорядочение на 

, если для любых и, А£Г , где —а Г существует такое у ՝л >•- 
1исло п > 0, что па *€Г..

Понятие „архимедово упорядочение“ равносильно понятию макси֊ 
(альности. Иными схонами, если Г+ — максимальная подполугрупп! 
руппы Г, то Г + задает архимедов порядок на Г. Верно и обратно«*:
ели Г+ задает архимедов порядок на Г, то Г+— 
^угруппа группы Г.

Пусть Г0СГ° — подполугруппы группы Г. 
юлугрупп (включение строгое)

максимальи <я подпо

Последователь<ость

(1.1)
называется цепью полугрупп.

Уплотнением цепи (1.1) будет цепь, которая может быть пору­
чена вставлением конечного числа нолугрупп в данную цепь.

Говорят, что цепь

неуплотпяемая, есхи при всех 7, 0< 7 </и— 1, между Г( и Г, । нет 
промежуточных подполугрупп. Число ли называется длиной неуплот- 
Кяемой цепи (1.2).

Если при всех 7, 0 7 < т -1, каждое Г< есть идеал и Г4 4| 
О IС т—1, то цепь (1.2) называют идеальным рядом. Напомним, что 
для идеального ряда есть хорошо известный аналог теоремы Жорда­
на—I ёльдера — Шрейера, утверждающий что любые два идеальных 
ряда с началом Го и концом Г имеют изоморфные уплотнения. В слу­
чае же, когда ряд (1.2) не идеальный, такого результата нет, т. е. мо­
гут существовать дне неуплотняемые цепи различной длины.

I Для дальнейшего нам необходимы следующие леммы.
■ Лемма 1.1. Пусть Го максимальная, не содержащая нетри­
виальную группу, подполугруппа полугруппы Г" и существует хо­
тя бы один элемент из Г^ХГр, необратимый в Г*. Тогда Г’ Гсо­
стоит из одного элемента.

Доказа тельство. Пусть о £ Го необратим в Г*. Тогда для 
юбого Ь £ Г°, 6=^=0, а 4֊ Ь принадлежит Г,.. Действительно, если бы
у шествовал 6 £ Г" такой, что а-Ьб(;Гп, то полугруппа, по| жденная

множеством Го и элементом а \-Ь совпала бы с Ги (в силу максималь­
ности Го в Г°). Следовательно, для некоторого н Г нашлось бы та-
ое положительное целое число п, что п (а -Ь) б = а. Отсюда пЬ-{ с! -

=■= (1 -п)а^Г°, и поэтому-а £ Г°. А это противоречит допущению 
что а необратим в Г°. (аким образом, для каждого Ь Г , Ь О, 

л -Г 6 I о« А это и означает, что Г° = Г, и а . Лемма доказана.
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Следствие. Если Г('\ГЭ состоит из одного элемента, то 
Г°\ 0) — идеал для полугруппы Г°.

Пусть Г1—некоторая подполугруппа группы Г. Через х (!',) бу­
дем обозначать порядок максимальной группы, содержащейся н Г։.

Лемма 1.2. П,сть Го максимальная подполугруппа полу­
группы Г°. Тогда справедливо одно из следующих соотношений:

а) Г° — Г„и|а’. п а £ Го, — полугруппа целых неотрица­
тельных чисел 2:

б) Г° — (7"и//0, Гу-=С^и//о» где Н,, —идеал для Г°, а С°+ — 
подполугруппа в группе (7°, задающая архимед ов порядок на (7° 
(« частности, когда (л\ не содержит нетривиальную группу, (Т 
задает полный архилгедов порядок на (7);

в) Г° = 6°и Го (70 О /70, гле — идеал для I °, а — мак 
симальная подгруппа группы С' (в случае, когда С,) конечного по 
рядка, группа (7°—также конечного порядка);

г) Г° = 6'0 и (6'0 ֊}֊ ас) II/70, Г0=С0и//0, где (70 — группа, Но — 
идеал в Г°, п а0^Н0, п££+, п^2.

Доказательство. Если х (Г°) 1, утверждение а) следует
непосредственно из леммы 1.1. Предположим теперь, что х.(Г°)7>1. 
Пусть 6՛°—максимальная группа в Г°. Тогда Н -- Г0\.С0 является 
идеалом в Г°, и Г°—С0{)Н. Если а0^Г°\Г0, то возможны два слу­
чая: либо а0£ (7°, либо а3^Н.

Пусть а0 £ (7°. Покажем, что /7с Го. Действительно, если бы 
НсГ, то из максимальности Гов Г° следовало бы, что 1'°= Го 4՜• 6, 
где Ь֊Н Ч'о. Поэтому в силу того, что а0 = <1-\֊п • Ь, где п>1 и 77- 
идеал для Г°, Ь^Н, получаем о0 £ Н. А это противоречит допущению, 
что а,։ £ (7. Таким образом, /7с Го, и Г0=60и/70, где (70= 6° П Го—по­
лугруппа (или группа), максимальная в группе С*. Отсюда, если (70 
группа, то выполняется условие н) леммы; если же <70—не группа, то 
6'0 задает архимедов порядок на (7°, т. е. выполняется условие 6). 
Аналогичными рассуждениями можно показать, что в случае, когда 
а И, выполняется условие г). Лемма доказана.

Предложение 1.3. Пусть ГосГ° — две собственные подпо­
лугруппы группы Г. Предположилг, что х(Р) конечен. Тогда, если 
сугаествует неуплотняелгая цепь полугрупп с началолг Го и кон- 
цом Г", то найдется такая неуплотняелгая цепь полугрупп

Гос Г.с - • • с Г/, с • • • с: Г„ = Г° (1.3)

и число 70, 0 ֊'С 70 ** л» что х (R ) ^> х (Г/ п), когда г /0, и х (Г/) - 
= 7 (Г/Д, когда /<70.

Доказательство предложения немедленно следует из леммы 1.2.
Число 7„ будем обозначать через /’(Г0, Го). Заметим, что /’(Г0; Го)

является инвариантом для любых цепей полугрупп, удовлетворяющих 
предложению 1.3, т. е. оно не зависит от выбора цепи.
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§ 2. Алгебры конечного типа на компактной группе С

Пусть Г — некоторая дискретная абелева группа, а С—компакт-
ая группа ее характеров. Тогда по теореме двойственноеги Понтря-

гина, Г — есть группа характеров группы (7. Для каждого а Г через
■7(, будем обозначать характер группы (7, соответствующий элементу а.
■ Всюду н дальнейшем для равномерной алгебры А на С через 
■Г.1 будем обозначать полугруппу {а £ Г; Ха£Д|.
И Теорема 2.1. Пусть Вс А — две алгебры обобщенных анали- 
Ъпических функций на С. Алгебра В является подалгеброй конечно­

го типа относительно - А тогда и только тогда, когда
а) существует хотя бы одна максимальная подполугруппа \ 

полугруппы Гд, содержащая Гд такая, что г (Г4)<^ ;
б) найдется хотя бы одна неуплотняемая цепь полугрупп с 

началом Гд и концом Гд.
Мы предполагаем, что все рассматриваемые полугруппы Г со­

держат единичный элемент Г.
! Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
I Лемма 2.2. Пусть Го—подполугруппа группы Г и —равно- 
лгерная алгебра на С, порок денная элементами из Г,,. Тогда П\ П 
п г = Г...

I Доказательство следует из того, что характеры из Г' образуют 
ортонормированный базис в 1} (а), где а— мера Хаара на группе <7.
I Пусть Го — некоторая подполугруппа группы Г. Обозначим через 
Л/ максимальную группу в Го. Если Н՛, — группа характеров из б, 
равная 1 на Нп, то легко заметить, что факторгруппа 6 Н является 
группой характеров для Н„.
| Опишем все максимальные множества антисимметрии алгебры

| Лемма 2.3. Максимальные множества антисимметрии ал- 
гебры совпадают с классами смгжност г группы б по под­
группе Н{.

I Доказательство. Пусть /—некоторая вещественная функ­
ция из И\л. Тогда формальный ряд Фурье функции / на 67 есть 

I — с (а)/«. Поскольку /—вещественная функция, то для каждого /а 
№ о ~ ’
а £ Го, такого, что с(а)т^0, —а также принадлежит Го. Но по уело՜ 
вию Н„ -максимальная группа в Го, поэтому—а, а Н, и { постоянна 
на каждом классе смежности группы С по подгруппе Н . С другой 
стороны, нз построения Н видно, что для любых двух классов 
смежности б по найдется а £ такое, что /л принимает различ­
ное значение на этих классах. Тогда хотя бы одна из вещественных 
функций ?! = 4՜/-а , г2 — 7 (Хд—Х_я ) £ Л>г, разделяет эти классы.

’Следовательно, максимальными множествами антисимметрии алгебры
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£>10 являются те и только те множества в С, которые совпадают с 
классами смежности группы (7 по подгруппе ///. Лемма доказана.

Лемма 2.4. Пусть Г 0— макси мольная подполугруппа полу­
группы Г°. Если х (Г°) = 1, то

/О1. = сос11п։0 /7г. =1.
* п

Доказательство. Из леммы 1.1 следует, что Г°\Го состоит 
из одного элемента и если а ( Р, то п а £ Го, п п 2. Рассмот­
ри.։ ПрЭЗТр1ЧЗТВЭ (֊ С /(,. Гак К1К (Х*)'* — /ча С: Е)\у и 7.а 
\Д.с Д,֊*֊С/,|, то Ос, 4-С/а— алгебра. Очевидно, полученная ал­

гебра замкнута в (7(6). Теперь, применив лемму 2.2, получим, что 
7)г» =՜ Иг. 4֊ С • /.. Лемма доказана.

Лемма 2.5. Пусть Го максимальная подполугруппа полу­
группы Г1՛ и х (Го) = 1. Гогда (£)?,) конечен.

Доказа тельство. Если х (Г?) = 1, то (/)г.) = 1 (см. лемму * о
2.4). Если же х(Г°)^>1, то тогда возможны два случая (см. лемму 1.2): 

а) Г° — (7° и Нп, Гр= С* и Но, где Но — идеал для Г°, 6е—макси­
мальная группа в Г°, а (7° задает полный архимедов порядок на 6°;

б) Г° = 6°иА/о, Го = 0[ и Но, где Но—идеал для Г°, а О'0 — труп* 
па конечного порядка.

Рассмотрим сначала случай а). Покажем, что тогда (/)ги) = 1. 
Пусть Ряд Фурье функции /£ Д1 (а) представим в виде

аЬ1
с (а)

Поскольку Г° - 6° и в П(— Сп ) и Но, то

Если с (а) = 0 для любого а£(— 6"), то /£ £>г։. Если же с (а0) =/= О 
для некоторого а0£(—6'°), то / 6г„. Покажем, что в этом случае
равномерная алгебра Ао = [/; ХЛД, порожденная функцией / и элемен­
том из £?| , совпадает с £)|.. Поскольку С" задает полный архиме­
дов порядок на 6°, достаточно показать, что £ А(>, т. е. что /Ди 
обратим н А.Г Действительно, если бы функция 7а, принадлежала Аи, 
то I д„ содержало бы 6“ и Н„ и а0 £ (—6'^). Поэтому 1'л։ совпало бы 
с I °, т. е. А(1 — £)р. Таким образом, достаточно показать, что 7ив^А0. 
Допустим противное. Тогда найдется непрерывный мультипликативный 
функционал т на А такой, что т (/_о.) =0. И поскольку 6° задает 
архимедов порядок на 6, т (/ь) = 0 для любого 6(;6и+\{0}. А так 
как //„֊идеал и Г0, то для любого Л £ Но, т (/-„) = т (/«/.„) — т П-а ) 
(^в,- /п1)^ т (/ т (/^,) — 0, где А, = о -|-/70.

Пусть ’» вещественная представляющая мера функционала т, 
зада п։ая на 6. 1 огда из вышесказанного следует
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•Ъ
L | Ze </Н = О (2.1)

</ G
д ля всех а^Г0\ 0|.
I Поскольку /« — Re fn -h i îm 7a, из 2.1 получаем

ке /а </(*■ = 0, 1т /а </••֊ = 0. (2.2)
о о

Так как 7.֊а =■ Ре 7.а — I 1т /и, то из (2.2) следует

I 7.л </|1 = 0 для любого а^(7°\{0), в частности и для а„.
</

■ Функция /--ав-/£ /40 имеет следующий ряд Фурье:
I с (а0) 4- V с (а) 7а, (3.3)
■ «6Г»\{0} 

причем c(af|)^s0. Тогда, как хорошо известно, функцию g= 7..a՝-f— 
— с (a0) можно равномерно на G приблизить теми характерами Za, 
а Г°, для которых
I J g*a d3 ф 0,

G
где з — мера Хаара на G.

L1q) ;
■ Пусть 0 < £ <^----— и i?0 — У 1, ■/« такое, что sup I# — Яо! \8-■ 2 *-J՛
■ О/б^/'О}
Поскольку ц — вещественная представляющая мера на G, то

1я - Яи! <£-
о

Поэтому

Но
(J

— с (яэ) (2.4)

в силу равенства (2.2).

Таким образом. (Я ~Яо) - с (а0). А это противоречит усло-

вию (2.4). Следовательно, Хм, г-4о» т- е- ~ ^г».
■ Случай б). Пусть Г'=6'՝11//0, Го = ,0 II Н^. Рассмотрим алгебры 
Иг = £>о» + О/г„ £)г0 = С • 1 4՜ Поскольку 6° - группа конечного 
порядка, то /)□» — конечная алгебра, размерность которой равна по- 
2-849
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рядку группы (7е. Следовательно, сосНтор £)//„ конечен и равен х((7°). 
Поэтому //( (О.Д конечен. Лемма доказана.

Следствие 2.6. Пусть Го — максимальная подполугруппа полу­
группы Г° и х (Го) = 1. Тогда, если х (Г°) бесконечен, то ,) — 1,
в противном случае (^г.) ~ * (Г°)— 1 = сосНто( (£)р).

Пусть X компактное пространство и '1՛ —гомеоморфизм из X 
на некоторое компактное пространство У. Отображение Ф порождает 
изометрический изоморфизм Ф* из С (X) на С ( У): Ф* (/)(у)~ /(Ф“՝(у)) 
/ес(лг).

Пусть Вс А—две равномерные алгебры на X и В6 — Ф* (В), 
/!<> = ф* (Л).

Лемма 2.7. (В)= >(В0).
Доказательство следует из того, что Ф* — изометрически взаим­

но однозначное отображение С (X) на С (У).
Для любого замкнутого множества / с (7 и равномерной алгебры 

А на С через А/- будем обозначать равномерное замыкание сужения 
А на В.

Лемма 2.8. Пусть Вс А — две алгебры 
ческах функции на С, и (В։) — разбиение И 
жества антисимметрии относительно В. 
ГЛ

*АГ, (^) = {АГ։

обобщенных аналити- 
на максимальные мно- 
Тогда для любых /\,

Доказательство. Пусть //„—максимальная группа в полу­
группе 1 оГд, а Н^сС — анулятор //0. Как хорошо известно (см. 
[4|, стр. 254), группа характеров факторгруппы С/// есть //„. Поэто­
му, если 6 £ Г'? = I .4 такое, что сужение характера /.& на некоторый 
класс смежности С по /?0 совпадает с сужением некоторого характе­
ра из Го на то же множество, то Ь £ Го.

Пусть Ф отображение из Н на некоторый класс смежности 
6 по //0 : Ф А7, £о € <7, #€//;, и .40 (соотв. Во) равномер­
ная алгебра, порожденная сужениями характеров из Г° (соотв. Го) на 
//(1 , а А" (соотв. В")—алгебра, порожденная сужениями из Г° (соотв. 
^о) на Яо 4- //0. Тогда из вышесказанного следует, что Ф* (Ло) = А0 
Ф* (Яо) ~ В'. С ледовательно, на основании леммы 2.7 получаем 

л,^В0'= I (В}). А так как Ао—А.. , Во= В., и все максимальные мно- о 0
жества антисимметрии алгебры В совпадают с классами смежности О по 
//„-(лемма 2.3), то (Вг) 'Ац №н ) для любого / £ (/’<,}.

Лемма доказана.
Лемма 2.9. Пусть 10 — подполугруппа полугруппы Г° и 

х (I 0) = се. Тогда /(О{^ не конечен.
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Доказательство следует из леммы 2.8 и леммы 1 из |8].
Лемма 2.10. Пусть Го—максимальная подполугруппа полу­

группы Г° и *(Г0)<эо, а / (Г°) = оо. 7’огдо для любыг двух равно­
мерных алгебр С°с /)”, С"с /9"с/)г», найдете я такое бесконеч­
ное семейство |Л , макси.вольных множеств актисил л.етрии алгеб- 

! ры И(>, где каждое / {Л,} не является максимальным множеством
[антисимметрии алгебры С°.
I Доказательство. Поскольку х(Г0) конечно, максимальная 
группа 6’0, содержащаяся в Го, имеет конечный порядок. Поэтому 

|67С'О1 —группа конечного порядка. Это означает, что алгебра В" И„ 
имеет конечное число максимальных множеств антисимметрии. В част­
ности, 6’; является максимальным множеством антисимметрии для ал- 

■Гебры В°.
I Сужения характеров из Го и Г° на С; образуют полугруппу ха-

рактеров группы Gn . Эти полугруппы обозначим через Го и Г° соот- 

ветственно. Очевидно, х (Го) = 1 и х (Г°)= оо. Из максимальности Го в 

Г° следует максимальность Го в полугруппе Г°. Так как

“ DV. Л°о ~ где Л» = Dr-, e°= Dr., и («».) =

= fn (£>-) = 1, 
г г’1 о

То В” — антисимметричная алгебра, а А\; обладает бесконечным 
Г О и
семейством максимальных множеств антисимметрии и, кроме того, 
Г0(В°) — х ( Го) (см. леммы 2.3 * и 2.8, следствие 2.6 и лемму 1 

из [8]).
1 Пусть {Л, |*֊1 (& = х (Го))—максимальные множества антисиммет­
рии алгебры В". Из теоремы Бишопа-Шилова (см. [3], стр. 87), лем­
мы 2.8 и того, что (.. (В'Р ) = 1, следует, что для любых двух'՝ РI ՛ I
равномерных алгебр (включение строгое) Сп с В°с С с А", 
существует такое Г- )*_։, что В՛}. — С°, /4՛/ = Алгебра В',՛ ан­
тисимметрична, а А° обладает бесконечным семейством максимальных 
множеств антисимметрии. Лемма доказана.
I Лемма 2.11. Пусть Го— максимальная подполугруппа полу­
группы I'0. Тогда
I а) если х (Г°) = х (Го), то — сосВтор (2Л ) х (Го);

б) если х (Го) <7* (Г°)<С 00» то f (7>гв) — codimor<> (D\ ) = х (Го) 
— х (Го):

• в) если t. (Г0)<оо, к(Г°)= оо, то (£>г.) = х (Го).
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Доказательство непосредственно следует из лемм '2.5, 2.8 и 2.10.
Лемма 2.12. Пусть В конечномерная коммутативная бана­

хова алгебра с единицей, содержащаяся в некоторой коммутатив­
ной алгебре Д. Предположим, что t д (В) конечен. Тогда

card [5д (Д)] card [5р (В)}+ (В),

где Sp (А) — спектр алгебры А. ,
Доказательство. Допустим противное, т. е. card [5р (н)] > 

card [5р (5)] 4- / ; (В). Поскольку Вс: А и Sp (В) состоит из конеч­
ного числа точек, то Sp {В) содержится в Sp (А) (см. [6], стр. 252). 
Пусть х, • •• х„ । £ Sp (A)/Sp (В) (n — t А (#), xt х/). Так как 
Sp (Д) — хаусдорфово пространство, то найдутся такие элементы * А А
ах - ап \~А, что а, (х/ ) = 1,/ = 1, • • • ,п т 1, а, (у) - 0, у Sp(B), о.(ху) = А
= 0, х/- х,, где а/—гель рандовское представление ai ( А на 5/?(Д), 
1 i <п :-1. Рассмотрим алгебру В,— алгебру, порожденную 
элементами из В и элементами a,, i<^J, 1 < i, л4~1. Очевидно, 
BjC.Bj.\ (включение строгое). Цепочка банаховых алгебр

имеет длину ՝> п 4 1. Отсюда / , (В)> n ' 1. А это противоречит 
условию, что (х (В) — п. Лемма доказана.

Для идеала / равномерной алгебры А через hui 1д / будем обоз­
начать оболочку /.

Лемма 2.13. Пусть А -^равномерная алгебра на G и I— та­
кой идеал алгебры А, что Ьи11д / состоит из конечного числа то­
чек. Тогда все лгаксимальные множества ант гсимметрии алгебры 
А. кроме некоторого числа к (к С (саг! (НлП.д /)) являются макси­
мальными множествами антисимметрии и для L

Доказательство очевидно.
Доказательство теоремы 2.1. Необходимость. Пусть 

В с А — две алгебры обобщенных аналитических функций на G. Если 
Г։ и Гл— две такие подполугруппы группы Г, что Гд с: Г։ <z Г..С Гд, то 
тогда (см. лемму 2.2) Вс. Dc, — Dvt с Д н поэтому длина любой не- 
уплотняемой цепи полугрупп с началом Гд и концом Гд не превосхо­
дит tA (В). Пусть

— некоторая неуплотняемая цепь полугрупп. Поскольку Г*_1 максима­
лен в I к и к ։) конечен, то на основании леммы 2.9 х (Га 1)<^сс. 

Достаточность. Пусть дана некоторая неуплотняемая цепь
Гд = ГосГ։с ■ • • с Г„_։с Гя = Гд

полугрупп, причем х(Гя.1)<пс. Если и /■ (Гд)< оо, то на основании 
следствия 2.6 получим: /А (В) = соанпд {В) конечен. Предположим 
теперь, что х (Гд) = оо, Рассмотрим алгебры В и Т)\ п г Так как 
cod։m В конечен, найдется идеал /() алгебры Вп= Е)сп ,, содержащийся 
в В и такой, что соЗгпд (/0) конечен (см. [5]). Таким образом
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■ иСС=ХДЗЖЯЕа—Ж=Ж== г т՛ - впг - -    Г- - ■■ W ----------— ~    ■  — -  

В = /0 4- С6։ Н------ F С6/о Д>= В-ь Ct/j -{-• • - ֊{֊Ct/,,,,

|где т = codim« В.
I Пусть дана некоторая цепь равномерных алгебр
I 2?с/)։сР;с • • • с/\ = А (2.5)
,Д\я каждого й, , 1 </' < к, рассмотри՜’ /| = [/0; |. —замкнутую
подалгебру алгебры /Л՜, порожденную элементами из /п и /„•£). . С по­
мощью Л, !■.</<&, можно построить равномерную алгебру

I В[ — // 4֊ С^։ (- • • • С6» -|- С<У. - • • • 4- С(/т. (2-6)

’Очевидно, что В^а В,, 1 / < к. Покажем, что А), а В,, 1 г<к. До­
пустим противное. Пусть В)„ с. В . для некоторого /0, 1 >/, 1 к. Тог- 

***
да алгебра В [£).„; В,.] строго содержит В. . Поскольку / является

идеалом не только для , но и для , то Л - идеал и для В. 
Отсюда /,, является идеалом и для любой алгебры, заключенной меж

_ду В^ и В. Поэтому между семейством {£)}, В, с /) с В, замкнутых 
подалгебр В и семейством {/)0}, В<./Л, с /2° с 5///в, где В^ I, и

Bl lia — фактор алгебры, существует взаимно однозначное соответствие. 
Еледовательно

t^[Bla)= f~(B0), где ЕР ^ВРЩ.'Вь В։. В В"

Поскольку coding h, оо, (В,) состоит из конечного числа точек,

поэтому Sp (5°) также конечен (см. лемму 2.12). Это означает, что 
_

hull-֊ Л, конечен. Так как В. строго содержится в В, В^ D\a.\ с

с В1л сВсЭг* = А и х (Гд) = оо, то на основании леммы 2.10 най­
дется такое [В]—бесконечное семейство максимальных множеств ан-

тисимметрин алгебры В, где каждое F()<z F\ не является максималь­
ном множеством антисимметрии ахгеЗры В,. И поскольку 
hull—Л, конечен, из леммы 2.12 поаучаем, что хотя бы одно множе- в
стно из !Л} является множеством антисимметрии для I. . Но !<,сВ. 
Отсюда следует, что существует В', которое будет максималь­
ным множеством антисимметрии для ачгебры В,. Пришли к противо­
речию. Таким образом. О, с В. и codirn £,(£>,) конечен, 1 к.
|| Рассмотрим алгебры £). 1 и Я+|. Из того, что О, с £).г|, сле­
дует, что либо В, = 5. + |, либо В. с. В1.}. Если В[ то очевид­
но (Д )> ^'ипв/ (/9< + 1). Если же В, с В։,\, то соН1тв (О.) >

codime/rl (1), |), a t x (В,) }>/д (Ям). Таким образом, К1ждой а
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гебре из цепи (2.5) можно поставить в соответствие пару целых чи­
сел (/пн п! 1, где га 1 = сос11т/?й (£)/ ), п/ = / д (/А). Итак получим набор 
пар целых чисел

(л»0;л0), (znx; n,),--- л*_։), (0; 0), (2.7)
где т0 = codims, (В), n0 = tA (2?0), а (0,0) соответствует алгебре А.

Из вышесказанного следует, что для любых двух наборов
П(֊1), (m/j л/), 1 -С i к— 1, либо либо либо
выполняются одновременно оба неравенства. Отсюда к т0 4՜ л0, 
т. е. длина любой цепочки вида (2.5) не превосходит mQ 4՜ л0 = 
— codim^ (В) 4- f А (В). А это и означает, что f , (В) конечен и равен 
/, (В) = codim^jZ?) 4՜ (Во). Теорема доказана.

Пусть В с. А — алгебры обобщенных аналитических функций на 
G’. С’помощью полугрупп Гд и Гд дадим оценку tA (В). Для полугруппы 
ГА рассмотрим семейство G}—семейство всех групп конечного поряд­
ка, содержащихся в Гд. Пусть

*о (Гд) =sup х (G).

Теорема 2.14. Пусть tx (В) конечен. Tot да
а) если х (Га) = х (Гд), то

tA (В)= х(Гд) Р(Гд: Гд);
6) если х (Гд) < х (Гд) оо, то

tA (В) = X (Гв) [Р(Гл; Гя)-1] + х (Гл);

в) если х (Гд) = со, то
tA (В)=х(Гд) |/>(Гд; Гд)—1] 4-2/0 (Гд).

Доказательство, 
аналитических функций на G 
2.1 и предложения 1.3 следует

Пусть В с А —алгебры обобщенных 
и (В) конечен. Тогда из теоремы 
существование такой неуплотняемой 

цепочки полугрупп
Гд = Го сг Г։с • ■ • а Г/„ с • • • сГп ։ с Г„ * Гд (2.8)

и числа Р(Гд; Гд) = 70, 0 < 70 п, что х (Г/ )<?'(!'/ + ։), когда 7 > 70 и 
•х (Г։ ) — х (Го), когда 0 << 70 п, кроме того, *(Гя-|)<^ос. Предполо­
жим сначала что х(Гд) х (Гд). Тогда х (Г/) — х (Гд) для 0 < 7 < л. 
Отсюда со4։тг)|( (М\) х (Гд) = х (Гд) (см. лемму 2.11). Поэтому
/Л (В) со41тд (В) — х(Гд)-л= х(Гд) /> (Гд; Гд). Пусть теперь х(Гд)< 
<С 7 (Гд)< со. Тогда из вышесказанного следует, что со4'։тпг (В) = 
= * (Гд) • Р (I а; Гд). Для -/0, применив лемму 2.11, получим: 
соН|тлГ' ։ (иг1) = х (Г, ,։—х(Г'). Следовательно, в этом случае

1Л (В) = х (Га) (Гл; Га)֊ х (Гв)+х (Гл) =

= х (Гя) [В (Гл; Гя) — 1| 4-х (Гл).
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редполож им теперь, что у (I д)
1п (В) = *(ГЙ) |^(ГЛ; Г „) — 1] 4֊ *(ГЯ_։) = сосПто В.

I гл-1 ’л-։
Покажем, что *0 (Гд) =--* (Г„ ։). Допустим противное. Пусть *(ГЛ_|) 
кС*о(Гд). Это означает, что найдется группа С’ (С°с: Г,») конечного 
порядка, не содержащаяся в Гл-ь Поскольку , *(ГЛ_։)< со,
’го для полугруппы Г’, порожденной элементами из и ГЛ 1 спра-

(
едливо / (Г°)<^со. Полугруппа Гя-1 максимальная в Гд, поэтому 
'° = Гд. Отсюда у. (Гд) "х>. Пришли к противоречию. Таким обра- 
ом, *։(Гд) *(Гп-1). Теперь. применив лемму 2.11, получаем

(£>г„. ,) /0 (Г 1). Следовательно, (см. окончание доказательства тео-
мре м ы 2.1)
Шд (В) = сосПтОг (В) 4- (^г„_։) = * (Гд) [Р(Гд; Гв)— 1] ф 2х0 (Гд).

[Теорема доказана.

§ 3. Максимальные подалгебры в С (С)

В Пусть А- некоторая алгебра обобщенных аналитических функций 
на С. Представляется интересным найти условия, при которых алгеб­
ра А содержится в максимальной алгебре. В случае, когда С—окруж­
ность, любая алгебра обобщенных аналитических функций на (Г имеет 
конечный тип и поэтому содержится в некоторой максималиной алгеб­
ре. но, вообще говоря, существуют примеры алгебр обобщенных ана­
литических функций, которые не содержатся ни в какой максимальной 
алгебре.

5« К. I офманом и И. Зингером в [1] была с формулирована сле­
дующая

Я Теорема А. Пусть А такая равномерная алгебра на С!, что 
®Гд вполне упорядочивает Г. Алгебра А максимальна тогда и только 

тогда, когда Гд задает архимедов порядок на Г.
Н Позднее Р. Кауфман доказал следующую теорему [2].
Н Теорема В. Пусть А — такая равномерная алгебра на О’, что 
1Га упорядочивает Г. Алгебра А содержится в некоторой максималь­

ной алгебре на С тогда и только тогда, когда существует сохраняю­
щий порядок гомоморфизм из группы Г в группу вещественных чисел.

В этом параграфе указывается критерий существования макси­
мальной алгебры, содержащей алгебру А, но уже не в терминах по­
лугрупп, как это было сделано Р. Кауфманом, а также К. Горманом 
и И. Зингером, а в терминах свойств самой алгебры А.

V Напомним одно определение. Пусть А — равномерная алгебра на 
некотором бикомпактном пространстве X. Говорят, что /4—проникаю­
щая алгебра, если для любого замкнутого множества / с: X равномер­
ное замыкание Л/ сужения алгебры А на В совпадает с алгеброй всех 
непрерывных комплекснозначных функций на В.



Предложение 3.1. Пусть А такая равномерная алгебра 
на (л, что Гд упорядочивает 1'. Алгебра А максимальна тогда и 
только тогда, когда она проникаюгиая.

Доказательство. Необходимость. Из максимальности А и 
леммы 2.3 следует, что Л— антисимметричная алгебра. Следовательно, 
А—проникающая (см. |9|).

Достаточность. Пусть А — проникающая алгебра. Применив лем­
му 2.2, получим, что Гд не только упорядочивает, но и вполне упоря՜ 
дочивает группу Г, а это означает (см. [1]), что алгебра Л есть алгебра 
обобщенных аналитических функц ий, т. е. А = И\А. Покажем, что ГЛ 
задает архимедов порядок на Г. Действ։ тельно, пусть «£Гч.Гд и 
/а — характер группы (7, соответствующий элементу а. Поскольку Гд 
вполне упорядочивает Г, то —а принадлежит Гд. Рассмотрим алгебру 
Ля равномерную алгебру на С, порожденную элементом 7а и множе­
ством Гд. Очевидно Л с Аа. Так как сопряжение к /а есть */._«, то 

алгебра Аа не антисимметрична и в силу проникаемости алгебры Л 
получаем Аа — С (С). Следовательно, полугруппа Г°, порожденная 
множеством Гд и элементом а, совпадает с Г. Таким образом, Гд за­
дает полный архимедов порядок на Г. Теперь достаточно применить 
теорему А, и предлогение доказано.

Предложение 3.2. Пусть А алгебра, обобщенных аналити­
ческих функций на С. Если А — проникающа я алгебра, то найдет­
ся алгебра В обобщенных аналитических функций на С, содержа­
щая А и явл яющаяся максимальной алгеброй на С.

Доказательство. Из определения алгебры обобщенных ана­
литических функций следует, что алгебра Л порождена множеством 
Гд <=1 , т. е. Л — И\-д. Воспользовавшись леммой 2.2 и условием пред­
ложения 3.2, получаем, что в Гд нет нетривиальной группы. Далее, 
поскольку алгебра Л проникающая, то в группе Г нет группы конеч­
ного порядка. Действительно, если бы г, Г существовала группа Со 
конечного порядка, то полугруппа Г։, порожденная множествами Гд и 
(70, во-перных, не совпала бы с Г и. во-вторых, алгебра Эг, была бы 
не антисимметричной, Рг, г1 С (О’). А это противоречит условию прони­
каемости алгебры Л. Таким образом, Г не содержит группу конечно­
го порядка и в Гд нет нетривиальной группы. Теперь, воспользовав­
шись леммой Цорна, можно показать существование такой полугруп­
пы Г"(Г1 с Г"), что Г° вполне упорядочивает Г. Поскольку Гд с Г°, 
то ЛсРр, и следовательно, О\ —также проникающая алгебра. По­
этому достаточно при лепить предложение 3.1, согласно которому /?г‘ 
становится максимальной алгеброй. Предложение доказано.

Следствие. Пусть Л — проникающая алгебра обобщенных 
аналитических функций на компактной группе 6. Тогда С связна.

Теорема 3.3. Пусть А — равномерная алгебра на (л и Гд 
упорядочивает Г. Алгебра А содержите я в некоторой максилгалгг 
ной алгебре на И тогда и только тогда, ко'.да найдете я такая 
замкнутая подгруппа Н группы С, что
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а) Анх С (Н,,У где Нх. х0 4֊ Н для некоторого
б) Ан —проникающая ал՝?бра на Н,,.
Доказательство. Необходимость. Пусть максимальная 

"алгебра на С, содержащая А. Поскольку Гд упорядочивает Г, то Гв
•также упорядо жилет Г и, следовательно, максимальное неодноточеч-
ное множество антисимметрии алгебры В представимо в виде г,, Н, 
где х0^С, а Н — некоторая замкнутая подгруппа группы 6 (см. 13],
тр. 2201. Покажем теперь, что Ац Не теряя общности,

можно считать, что хц - 0, Обозначим через Н' группу характеров Н,
Нетрудно промерить, что /7° = Г/Н , где Н множество тех харак-
теров из Г, которые равны 1 на Н. Поскольку Г ։ и I н 
вают Г и алгебры Ап и Вн антисимметричные, то 1 \н

упорядочи* 
и Го„ впол-

не упорядочивают /У". Следовательно, Ан = Вн (см. [3], стр. 221). И 
поскольку Вн — максимальная алгебра на //, ю она проникающая, по­
этому проникающей является и алгебра Ац-

Достаточность. Пусть Ан — проникающая алгебра для некото­
рой группы Н с С. Тогда на основании предложения 3.2 найдется
максимальная в С (НI алгебра Вн, содержащая Ан- 

К.С’ (СУ, /\н^Вц\. Нетрудно проверить, что Ас-В и
ная подалгебра в С (С). Теорема доказана.

К Пусть С— компактная связная группа. Укажем 
гласно которому С станет окружностью.

максималь-

критерий, со-

I Теорема 3.4. Пусть И— компактная связная группа. Груп- 
ла гомеоморфна окружности тогда и только тогда, когда для не-
.которого целого числа п 2 на гдется алгебра обобгиеннгах аналити­
ческих функций на в, тип которой равен п.

Я Доказательство. Необходимость. Если С — окружность, 
то группа характеров группы С есть Т группа целых чисел. Полу­
группа Т задает полный архимедов порядок на 2 и поэтому 

Э (О» ^о) = а> где А— равномерная алгебра, порожденная полугруп­
пой 2() — 2<. 1| (ем. теорему 2.14).

я Достаточность. Пусть С компактная связная группа, и Д—ал­
гебра обобщенных аналитических функций на 6, имеющая тип п 2. 
Полугруппа Гд не содержит нетривиальную группу. Действительно, 

-если бы Гд содержала бы группу Н, то в силу связности С > (Н\
Поэтому алгебра А имела бы бесконечное число максимальных неодно­
точечных множеств антисимметрии (см. лемму 2.2). Но тип алгебры .4
конечен, следовательно, число максимальных неодноточечных множеств 
антисимметрии алгебры А не превосходит (, 6)(Д). Пришли к проти­
воречию. Таким образом, ГI не содержит нетривиальную группу. Из 
леммы Цэрна получаем, что существует полугруппа । вполне упо­
рядочивающая группу Г и содержащая Гд. И поскольку Я с £)|։, то 
из конечности /Г(О| (Д) следует конечность (Г^г) и конечность

(Д). Поэтому согласно теоремам 2.1 и 2.14 Г° не содержит не-
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тривиальную группу и (0) (/>։-•) = 1. соШт^ , (Д) =^/>Ги (Д). Пусть Го — 
максимальная подполугруппа полугруппы Г°, содержащая Гд. Тогда 
Г° = Гои «о' (см- лемму 1.1). Поскольку з-мера Хаара группы С явля­
ется представляющей мерой некоторого мультипликативного функцио­
нала на то пространство максимальных идеалов алгебры Эр су­
щественно шире группы С, и поэтому найдется такой мультиплика­
тивный функционал т на £)(՝<>, что

0 < |т (4)|<1, а6Г°.
С помощью т зададим отображение Ф из Г в R аддитивную

группу вещественных чисел:
|Ф(а| = — log|m (/0)| ա t r„ 
|Ф(—o) = —Փ(ս)

Отображение Ф является сохраняющим порядок гомоморфизмом груп­
пы Г в группу вещественных чисел R и Ф(Г°)с: R + , Ф( —Го) czR֊. 
Поскольку Г°=Гои а0), то Ф(Г°) - Ф (Го) U Ф(а0). Докажем, что Ф (I °) 
совпадает с 7Л ֊ {х £ А' ֊; х — п-Ф(а0), n£Z }. Очевидно, что
Ф(Г") о 2ф. Покажем обратное включение. Допустим противное. Пусть 
для некоторого т^Т. найдется 6£Г° такое, что лпФ (а0) < Ф (О <С 
< (т • 1)Ф(а0). Тогда справедливы следующие неравенства:

0 Ф (Ь — та0) <Հ Ф (а0), 0<Ф((лп փ 1)а0 6)<Ф(а0). (ЗЛ>

Из этих неревенств получаем, что
b — та0 £ Г° и (ли 4- 1) а0 — ձ £ Г°.

Так как Г° — Го U о0|, из (3.1) следует, что
Ь пш() 4 Го и (лп 4֊ 1) а0 — 6 (: Го.

Поэтому а0£ Г. Пришли к противоречию. Таким образом

Ф(Г°) Z,..
Поскольку алгебра [)\ максимальная и антисимметричная, то гомо­
морфизм Ф является изоморфизмом группы Г на Т.<\> Zփ II ( -2ф). 
Следовательно, группа Г — группа характеров компактной группы 
(7 изоморфна группе целых чисел. Поэтому С гомеоморфна окруж­
ности. Теорема доказана.

ВЦ Госплана Армянской ССР

II. IL. Դ1'հԴ11 ՐՅ1ԼՆ. Կոմպակտ խւժթ|ւ ։|гш սսւ1ւմսմււ(ած 

hiujjiւ|նԼրի Juju|<G (ամփոփում)

Поступила 6.Х.1977

ւ|Լրչաւ|որ ւոէ.ււ| ուքւԼցու| նսւնրա-

Ներկա Հողվածում ուսումնասիրվող մ են վերջս վոր տիպ ունեցող Հավ ասա րա չափ հանրա- 
Հաշիվներր, որոնր ծնվում են րնողթա ղիրների խմրի ՈՐՈ2 ենթ ա րա դմ ո ւթ յան միքոցովէ Ա/ղ 
ղասի ձ և հանրահաշիվների Համար տրվում է չափանիշ որպեսղի 3 Տանրա \աշիվր
ւինի վերջավոր տիպի Հանրա Հաշիվւ



Об алгебрах конечного типа 183

I S. A. GRIGORIAN. On algtbrat of finite type on a compact group G (summary)

I The paper investigate* the types and the relative type* of the class of uniform 

algebras which are generated by a «ubsemigroup of the group uf characters in a
I compact Abel group G<
■ For two algebias /1, B, A C.B from this class a finiteness critérium of the type 
IJi with respect to A is found. In particular, for the algebra of all complex-va hied 

continuous functions on G a maxirnality critérium for is given.
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