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ОБ УБЫВАНИИ ОГРАНИЧЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

Рассматриваем следующую задачу. Пусть U— единичный круг н 
плоскости (z) и совокупность EcU состоит из попарно не пересекаю
щихся множеств ец, Е = е«, сгущающихся к единичной окружности

* 1
5» таких что cap (ei) > 0 для каждого 1с 1 и

(е*) — 0(1), р (еь е,) > о>0 (4-* -г с; /, /= 1, 2, • • •; / Vх/), (1)
где ;> (х, у) есть гиперболическое расстояние между точками х, у И, 
а </ (е) — гиперболический диаметр множества с^Е՝.

d (е)~ sup {,> (х, г/)| х, у £ е}.

Если В означает класс аналитических ограниченных в /'функций, 
то задача состоит в точной оценке скорости убывания нетождествен՜ 
иых функций /£В к нулю вдоль Е, точнее в оценке скорости убыва՜ 
ния величин

= sup I/ (z)|.

Как известно, вопросы такого характера (также и для общего случая 
мероморфных функций с заданной характеристикой Т (г)) впервые бы
ли поставлены и систематически изучались А. Л. Шагиняном /|1—2}). 
В. Зейдель и др. в [ 1] заметили, что метод гармонической меры 
Р. Неванлинны (см. [4], гл. 3) применим к решению такого типа за
дач и получили более простое доказательство одной теоремы 
А. Л. Шагиняна. При доказательстве основного результата настоя
щей работы (теорема 1) мы также используем этот метод.

Выражаю искреннюю благодарность академику АН Арм.ССР 
А. Л. Шдгиняну за постановку задачи и внимание к работе.

Для простоты записи примем следующие обозначения. Если /> (z) 
есть произведение Бляшке с последовательностью нулей /V, то запи
сываем Ь (z) = b (z. N). Символом /V обозначаем множество нулей 
функции b (z, N). Если а £ U, 0 < ц ос, то С (a. f») есть неэвкли
довый круг с центром в точке а радиуса р. Класс В,,с В по определе
нию состоит из тех функций, которые имеют лишь конечное число 
нулей в U и содержат все тождественно постоянные функции. Вх 
есть класс тех функций / £ В, для которых sup \f (z)| < 1. Запись const

означает положительную постоянную. Иногда пишем Ц/ < вместо (I/, ,.

J ’»ru’liruv 1
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Лемма 1. Если Ь (г) Ь (г, /V) есть произведение Бляшке, а 
е — непустое подмножество У, то

։п( | А (г)| > ехр
1 4֊ 1о% сН1 р (е, Л)

1 —$ир |г| 
ге«>

(2)

1де 0</.< —постоянная, не зависящая от е.
Доказательство. Будем исходить из интегрального пред

ставления логарифма модуля произведения Бляшке. Пусть

(3)

(если сц = О, 

Тогда

то множитель а* 
ы

опускается).

1— а* г

или

֊ 1о? \Ь (г)| = 1о£

где ,1 точечное распределение положительной мас

сы (конечной или бесконечной) на Л и н(а; есть кратность нуля а 
Если ввести (а) (1 [а1) с/’«-(а), то 5иррО)=/У и условие сходи

(4)

Для оценки последнего интеграла нам необходимо следующее 
замечание. Если а££/, 0р со и а։, а2 (|а1,1-С |аз1) есть точки пере
сечения радиуса [0, е(։ткя) с окружностью (а, р), то

мости ряда из (3) запишется в виде

I </з (а)= а (/V), 0 < а (Л) со
3 I
Л'

и нужное нам представление есть: 4

— 1<>£ |6 (г

Л'

</я (а).

1— |а։| = (1— |а|) (1 — |а|)
1 — /Ар

1 4֊ !а, /Ар
(5)

Для доказательства этих равенств достаточно рассмотреть образ 
С(а, р) при преобразовании
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с (г)'= e-i»w>.

Вернемся к интегралу (4). Если N, Nz — ЛпС(г, 1), то из (4) 
имеем

— bg (z)l= ,/j 4- J2,
где

Г log ctg p (a, z) 
' 1 ֊ ’.«II (h (a).

Из монотонности cth x имеем

(a)
1 —|a|

и из соотношений (5) вытекает

у։ е2 ~ [С (z, 1)] 1°И cth р (г, М 8з (/V) log cth р (г, Л')

Если 1Уг — 0, то = 0 и полученное неравенство опять справедливо. 
Таким образом

8з (/V) log cth р (z, N)
1-1*1 ՛

Оценим /о. Если а £/V М,-, 
— |а, г]21 2, и так как

то р (a, z'> 1 и [a, z] > th 1, откуда 1 —

log-------z — а *о՜ Io? L* — (1 -[a, z]:)},

то положив г = 1 [а, г]՜ и воспользовавшись неравенством

log (1 х) > — 2х для 0 < х 1/2,
получим

1-0 г| ... П -|a|-)(l >|;) (1___ 'с|)<1 - |г|)
<■ -1“՛ *1 (1 о։|։ * 4 • (, |О| |г||= ■ <

(1-;д|)(1- Id) 1 i֊ia
(1-Н)։ 1-|3

то есть

& (Л) . 
1 -1*1



160 А. Ю. Шлхвгрдян

Теперь ясно, что для каждого z £ U

— log b 0)1 < X- N) (6)

(так как оно справедливо и для z £ /V), где Х=8о (/V).

Переходя в обеих частях полученного неравенства к sup по z £ е, бу
дем иметь (2).

Лемма 2. Если f В(|, то

lim (I— |z|) log |/(z)| = — oo (7)

тогда и только тогда, когда f = 0.
Дока зательство. Пуст ь g £ В} и g^O в U. Тогда— log 1^(г) 

есть неотрицательная гармоническая в U функция и согласно теореме 
А. Плеснера

2я1 I
— log|?(z)|= I Р (г, е'®) </|*(0), (8)

о
где Р есть ядро Пуассона, а р—неубывающая функция G на |0,2՜]:

u (0) = — lim 
r-i -эc 

о

О
log (re" )| dt (9)

([5]. стр. 156). Если р* есть распределение конечной массы, соответ
ствующее функции р (р* (е) есть вариация р на борелевском множе
стве е),то имеем неравенства:

Ми*(б)= </р* (6) (/р* (б)

и из (8) имеем, что для каждого z- U

U -W) log |g(z)|>-2H*(S).

Пусть теперь / £ Вх имеет конечное число нулей - /V, где
каждый выписан с соответствующей кратностью. Тогда, если Ь (г) = 
= 6 (г, /V)—конечное произведение Бляшке, то£ = /-6՜’ не обра
щается в нуль в и и из (6) вытекает, что

(1— |z|) log \f(z)\
UI -l-U

(♦$) 8n],

п
так как "(/V) У (1 |'я/ |), 3 (А) < п. Пусть Вй и выполнено (7). 

/-։
Понятно, что дополнительное предположение /£ />։ является несуще
ственным и из предыдущих неравенств вытекает, что либо п ֊И о?, 
либо р* (5) = сс. Первый случай означает, что кратность какого“ 
либо нуля есть оо и следовательно / = 0; если же р* (5) ~ 4~ °о, то 
из (9)
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2*
— |i* (.5)— I i in I 

г-»i—о J
о

log (re" )| dt ■=

и согласно известной теореме g — 0, следовательно и / =0.
Рормулиронка и доказательство следующих предложений исполь

зуют понятие гиперболической емкости подмножеств U, введенного и
развитого М. Цудзи (ем. [6|, стр. 94). Теорию этого понятия можно
получить рассматривая потенциалы положительных масс относительно 
ядра log [:, z] 'вместо обычного log |;—z|՜' . Гиперболическую ем
кость множества eC.U обозначаем 7 (е). Отметим также ([6], стр. 95), 
что cap (е) = 0 тогда и только тогда, когда 7 (е) = 0.

Теорема 1. Пусть Е удовлетворяет (1), сц £ ец — произв-
вольные фиксированные числа.

Если f£B и
lim (1 —|aj) log|/|rA - — ос, 

k -♦ eo
(10>

7710

V Io8r/k
* 1 log ^ek) (1-Ы) = + ОС

тогда и только тогда, когда / = 0.
Н Доказательство. Очевидно теорема будет доказана, если 

мы докажем ее для класса функций В}. Пусть / £ Вх и / - 0. Заметим, 
что из (10) вытекает, что / имеет бесконечно много нулей в И. Дей
ствительно, если точка 6« из замыкания е» такова, что |/Г* = I/ (АД’, то 
из (5) и (10) будем иметь, что

В Нт (1 — |6л|) 1о& |/(6*)| = — сг

и если допустить, что /£2?0, то из леммы 2 вытекает, что / = 0, что 
противоречит нашему предположению. Следовательно, / представляется 
в виде /=#А, где £, А £ Вх, £ т= 0 в 11, а А есть бесконечное произве
дение Бляшке. Оценим |А|к. Так как |^| 1, то

■ № < (*>։>■
Имеем

■ w. = |֊-1 < -֊֊. •
И й g lk ։nf|g(z)l

Если inf |g (z)| = |g (n.)|, где a. точка из замыкания ei,, то 
■
. леммы 2 получим, что
It ‘nF |g (г)| > exp [ - 7֊°՞֊-! ’

■ I 1 — |tu| I
I то есть
I И» < l/iit ■ exp I —nst [

I U — |a»| I

(11)

из (5) к
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- ----------- ----- ~ ■■■? - ' ~ !— —- и ■ ■ — ֊1 ■ ~ ~ ., — х • * т ■«

и учитывая (10) непосредственно видно, что для всех достаточно 
больших к

|А|!» < М1”.

Соединяя это неравенство с (11), имеем

Мк =-■1<‘, 1/2֊< г» <1, к > к,. (12)

Для определенности в (1) положим 8=1, то есть

Pur • у) 1 (7, j = 1, 2, • •; 7 =/= у).

Тогда понятно, что если £) есть гиперболическая 1

D \\z^(z,E)

окрестность
2

то Z) = Dk, D, П D, — 0 (7 у) и Dk есть гиперболическая---- окрест-
*>։ 2

ность ei;. Если А (z) = b (z, /V), то Лусть

No = N(\Df, No=- < а։, а2, • • • >, |։J < |а2[ <••• 

/Vt = (/VnD*)U М (А>1).

Если конечно, то считаем, что {а^} = 0, начиная 
ста. Из (2), (5) и (12) вытекает 11т р (е*, дг) = О, что

для всех достаточно больших к. Пусть

с некоторого ме- 
означает =/= 0

ht (z) b (z, M)

— конечное произведение Бляшке. Так как /V= 1 Nk, /V, n/V, = 0 
к 1

(7 у), то Ь = П ^**։ Представим Л в виде
*>1

А = hk hk, bk = П hi, 
։ >кi к

и оценим ИЛ*,*. Имеем

ПАП.
1п( |Л* (г)|

Согласно лемме 1

АЛ |]А!»ехр

где с=8з(Л7) (14- 1о$с1Ь 1/2) не зависит от А. Если учесть, что ]А*||* > 
^>||А[|1,, то имеем

1'Лф = |A|f‘, l '2<ß. < 1, к>к^.
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| Из (12) и этого равенства тогда получим

!
։ЛЛ = |/4‘ = »/£• ’» = ДО», 1/4 < к> тах (к„ кг).

Если положим /0 = £> Л — для то нами получено представ
ление / в виде

/= П /*. /»€ в, <Лг>0) (13>

' такое, что для всех достаточно больших к
| |/Л,= ДО», 1/4<и<1. (14)

I Так как для г £ ек \/к (г)' < \\fk\k, то из принципа гармонической меры

имеем

1Л WK — (։°g ——) “’ е*^’ 2^€*’ * > 1»

где о) есть гармоническая мера ек относительно области Ujek. 
учесть, что для произвольного множества eC.Lr, cap (е) > О

Если

(15)
log

где р> — равновесное (для гиперболического потенциала) распределение 
единичной массы на е, из (14) будем иметь

log |Л (г)| < ֊ 7*

Так как предположение / (0)=£0 не составляет для нас существенного
ограничения, то положив в последнем неравенстве z~ 0 и используя
равенства (5) получим, что для всех достаточно больших к

log ;------
1Л (0)1

-1°« И» (1 _ |О։|) 4 log7(e*)
и так как сходимость произведения (13) влечет сходимость ряда

I Л log-------- ’I Ä 1Л(0)
будем иметь, что]

£ *>ilog7(eÄ/
чем и заканчивается доказательство.
I vr I const IХорошо известно, что скорость ехр ------ является экстре-
I I 1—|а|1
ыальной для убывания вдоль радиуса нетождественных функций из,
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В (теорема А. Л. Шагиняна; подробнее см. [5], стр. 117). Следующее 
предложение дает точное выражение величины „протяженности" мно
жества Ес и, удовлетворяющего (1) для того, чтобы указанный по
рядок убывания сохранял свое экстремальное свойство.

Теорема 2. Пусть Е удовлетворяет условию (1), £ е* про
извольные фиксированные числа и

1-------- ;----- = + оо. (16)
" 1 leg——

, 7 Ь)
Если /£ В и

lim (1 — |ал|) log i/jrA. = — ао, (17)
к • *

то / = 0.
Можно указать лшожество Е, удовлетворяющее требованию 

(1) и функцию f^B так, что ряд (16) сходится, для f выполнено

Доказательство. Первая часть есть непосредственное след
ствие теоремы 1 и не нуждается в доказательстве. Для того чтобы 
убедиться в справедливости второй части теоремы, рассмотрим бес
конечную последовательность точек а* £ U, занумерованных в порядке 
неубывания модулей и такую, что

2 (1—|<и|) < ос, р (аь а/)>1 (Z, ;=1, 2,- • •; i=/=j). 
t >1

Выберем числа р» > 0 (k = 1, 2, • • •), так, чтобы

(18)

2 -----Ц- < + °° (19)

* 1 log —
Р*

и положим ек = С (ал, Р*). Нетрудно заметить, что при условии р*—» О 

выполнено рав енство

lim 
к —

In pi
In -J (e?-)

Действительно, из (15) имеем

‘° (0, d\lk (а). (20)

С другой стороны, посредством дробно-линейного преобразования 
легко получим

log 1 ai, г
Z Ur

log cth pt
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Положив здесь z = 0 и используя (5), после замены интеграла в пра
вой части (20) через—log |а|, получим требуемое соотношение. Из (18) 
и (19) вытекает, что существует последовательность целых чисел 
р 1 так, что

У Pk (1—I<u|) < оо и lim ре (1—|a*j) log — = 1+ ос. (21)
А>1

Существование таких рь есть следствие известного факта из теории 
положительных числовых радон: существует ряд. сходящийся „медлен
нее“ двух наперед заданных сходящихся рядов. Если означает класс 
всех псевдополиномов Т (г)

Pk

i-1

степени рк с нулями из е* (я/ £ е0» то так же как и в случае по
линомов, можно доказать существование ‘псевдополинома Т,. £ ~к тако
го, что

Так как 7 (г) есть конформный инвариант, то для оценки Тф можем 
предполагать, что вк ~ С (0, рД Имеем

и так как для всех достаточно больших к и всех г £ и

[ 2>|1֊^г|>1֊|»и>1-1Ьр, >2֊> (/=!,-••, />*).
То
I 2-'ЧПг)|<т(։)<2'’‘|ги>։
где Т есть полином степени рь с нулями из е»; откуда и вытекает

I 2 ՛ '։‘ I Л|. < I т„Ь х 2 ’ |,

где Тц есть полином Чебышева для множества еь степени р*. Следо
вательно

Г (2՜1 1Ь Р*)р* < ИЛ < (2 рА)'* • (22)

Если ։'/’ >?, есть нули Г*, то пусть (*) означает произведение 
Бляшке с нулями < 7 = !,-••, ре, к > 1 }>. Отметим, что из (21)
и (5) вытекает, что 

» Рк
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Очевидно Й6(о4||» < || Ти из (22) имеем

(1 ;<U՛) log < — 2 (1— ja*|) Pk log - ----- -»
th pfc

Тогда из (21) ясно, что (г) удовлетворяет (17) и требуемая функ
ция построена.

Заметим, что в силу известного представления функций ограни
ченного вида (класс ТУ РгНеванлинны) в виде отношения двух функций 
из В, заключения теорем 1, 2 остаются в силе, если заменить в их 
формулировках класс В на №.

Сравним полученные здесь предложения с имеющимися в этом 
направлении результатами И. В. Ушаковой ([7—8]) и С. Я. Хавинсона 
([9]). В соответствующих теоремах из [7—9] даются условия на дис
кретное точечное множество Еа О, при которых скорость убывания 
ехр | — соп51/1 |г|}, указанная А. Л. Шагиняном, является экстре
мальной для класса № (в [8] рассматривается аналогичный вопрос для 
мероморфных функций с произвольным ростом характеристики). Гово
ря описательно, суть этих результатов сводится к тому, что для тех 
Е, которые не „скапливаются“ вблизи какой-либо последовательности

:я|։', (1 —|;я|) <Հ неэвклидовой плоскости,
I

названная скорость

есть экстремальная для убывания вдоль расположенного некасательно 
к 5 множества Е. В теоремах 1—2, в отличие от цитируемых, рас
сматривается именно тот случай, когда такое „скопление“ точек Е 
(уже не дискретного) имеет место, и теоремы единственности из [7—9] 
не действуют.

Армянский педагогический институт 
им. X. Абовяна Поступила 10.VI.1977

1Լ. 3. ՇՍՀՎԵՐԴՅԱՆ. Սահմանափակ ւսնս>|իտ|կ ֆո«նկցիաԼԼրի դասի մասին. (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է միավոր շրքանում Որոշակի ենք} արադմ ոէթյ ունն ե րով նվա- 
Ղեէո, Լրոտրեմաւ (սահմանափակ աեւպիտիկ ֆունկցիաների դասի համար) ա րադո, թ յո,նր,

A.. SH AH VERDIAN. On th? boundary behaviory of bounded analytical 
functions (summery)

Iwo theorems are proved concerning the expsrimsntal rats of decrease over 
4omc special sets in the unit disc for a class of bounded analytical in the disc 
sunctions.
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