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НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОПЕРАТОРОВ
ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ

В настоящей работе рассматриваются две характеристики опера
торов перечисления. Исследуется связь этих характеристик друг с 
другом, а также с остальными множествами, определяющими оператор 
перечисления, относительно различных типов сводимости. Далее рас
сматриваются возможности ускорения перечисления множеств, опреде
ляющих оператор перечисления на основании введенного М. Блюмом 
понятия ускоряемого множества.

Все основные обозначения и понятия, используемые в работе, 
взяты из [1].

Пусть 9 и М/ — стандартные нумерации частично рекурсивных 
функций и рекурсивно перечислимых множеств, а £> каноническая 
нумерация конечных множеств [1]. Л ч- множество натуральных чисел.

Определение 1. (см. [1]). Отображение Ч множества 2Л во 
множество 2Л называется оператором перечисления, если

З^уДух (х£ Ч* (Д) < = >3И (<*, «>С И^&Д/СД)).

Мы будем говорить, что множество Жг. определяет оператор перечи 
сления Ч’. В качестве номера оператора перечисления Ч возьмем но 
мер множества, которое определяет этот оператор. Пусть Ф — опре 
деленная таким образом нумерация операторов перечисления [1|.

Введем следующие отношения на /V:

х^у <—>(/(*) = I (у) &£),(х) С Ог(у)), 

(х — у & х - у).

Здесь / и г это функции, вычисляющие по х соответственно левую и 
правую компоненты пары с номером х. Для произвольного числа г 
рассмотрим два множества 

ху=^1Г,)),

= I *|3</(у(:
Введенные множества обладают следующими очевидными свойствами:

а) Ух¥։7(уД(ФДД)=<МД))<=>Иг= Иу),
Ь) \fx\fy (уД (Фх (Д) = Фу (Д)) <=> 5х = 5у), 
с) УхуДуу (*/£фДА) <=>3и(<։л и> £ Иг&ПисДД
<1) ух (5, определяет Ф,г).
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Теорема 1.
а) Vх ( Ух = ц 5Х).
Ь) ух\/.<7 (определяет Фхз> Ух-^.ц 1ГУ).
с) Для любою непустою оператора перечисления Ф, в каждой 

рекурсивно перечислимой Т-степени а такой что д (V, )< а, су
ществует множество, определяющее Фх.

Доказательство. Пункты а) и Ь) теоремы очевидны. Дока
жем с). Пусть Л —произвольное рекурсивно перечислимое множество 
степени а. Согласно а) и условию теоремы, 5Х <т-А Так как 0, 
то зафиксируем произвольный элемент < г, и^> из Ил. Рассмотрим 
следующее множество:

В - ( <С У> и> | < у, V >£5Д& (у—г о (и — = О, V /’)))).
Очевидно, что А >Ст В, В^тА и В определяет Фх.

Таким образом, каждый оператор перечисления Ч характеризуют 
два множества Уч- и 5ч. Уч- назовем стержнем оператора Ч', а 5ц — 
насыщением ’Г. Любое из этих множеств определяет Т-степени всех 
множеств, определяющих Ч\ поэтому под Г-степенью оператора пере
числения 4՜ мы будем понимать с/(Иг).

Легко видеть, что для любого 4՜ 5ч рекурсивно перечислимо. Из 
следующей теоремы видно, что существуют операторы перечисления, 
стержни которых не рекурсивно перечислимы .

Теорема 2. Для любой нерекурсивной рекурсивно перечисли
мой Т-степени а существует оператор перечнеления 4՜ степени а 
такой, что Уч не рекурсивно перечислимо.

Доказательство. Известно, что в каждой нерекурсивной 
рекурсивно перечислимой Т-степени есть негиперпростое рекурсивно 
перечислимое множество. Пусть Д£а является таковым. Так как .4 
негиперпросто, то существует общерекурсивная функция £, мажорирую
щая А. Пусть / и Л — общерекурсивные функции, удовлетворяющие 
следующим условиям: _

I 1И(г) | = ах, где а0, ао* •’«л,* •• элементы А,
расположенные н порядке возрастания,

Т>л (О) — »X ; £ (0)), • • • , Агп+П = (я) 1 <х < §(п 4֊ 1)1.
Строим множество В следующим образом. Для каждого п в В пере
числяем пару <С п, А Параллельно перечисляем множество

. При каждом новом элементе, появившемся в от О» (Я) 
отнимаем максимальный элемент и пару < п, и , где и—номер полу
ченного конечного множества, перечисляем в В.

Пусть В определяет оператор Ч . Очевидно, что для любых 
х и и

<х, Уч й(х) - р (и)СА
<х, и> => (£ (х)О(и) И# (л) > р (и) & § (х)— Р (и)£Л)), 

1 де р (м)= 1£М-
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Таким образом, Ич „,А и Кч не рекурсивно перечислимо, так 
как А не рекурсивно перечислимо. Легко убедиться, что и А Кч.

Следствие. Для любой нерекурсивной рекурсивно перечисли
мой Г-степени а существует оператор перечисления '1՜ такой, что

1. Ич 6 а,
2. Кч иммунно.

Доказательство. В каждой нерекурсивной рекурсивно пере
числимой Г-степени существует простое негиперпростое множество 
(см. [2])- В доказательстве теоремы 2 в качестве А возьмем такое 
множество.

Теорема 3. Существует оператор перечисления '1' такой, 
что 1ч продуктивно, а 5ч—креативно.

Доказательство. Пусть Л—общерекурсивная функция, удов
летворяющая следующему условию: Д, <Х) = {х} и

А= «X, Л(х)>|х(֊Л/}.
Тогда В — А и (<С х, 0 > |х £ К|, где 0 номер пустого множества в ну
мерации Д и В определяет Ч*. Пусть / (х) = <^'х, Л (х) и # (х) = 
= <^х, 0>. Тогда х'-К< =^>/(х)С Ич и х£ К С. =^> / (х)£ 5։ д \я всех х-

Замечание. Для любого оператора перечисления Ч* «г не ги- 
периммунно.

Существование оператора с иммунным стержнем дает нам воз
можность убедиться в том, что существуют операторы перечисления, 
стержни и насыщения которых находятся в несравнимых т-степенях. 
Следующая теорема показывает, что существуют операторы пере
числения с таким же свойством, стержни которых рекурсивно пере
числимы.

Теорема 4. Существует оператор перечисления Ч’ такой, 
что

1. Ич рекурсивно перечислимо,
2. Ич и 5ч находятся в несравнимых т-степзнях.

Доказате льство. Будем строить множество И = Кг по ша
гам. Построение будет производиться с помощью вспомогательных 
множеств А, В ,С, Г и последовательностей чисел

Пусть Д/я = (2я, 2п 4- 1}.
Ш а г 0.

Н) 0, До = 0» ^0=0. Г) 0. Со = | < X, (1у >| X, у £ /V/,
— <С Л ^>. Переходим к шагу 1.

Шаг п!-1. Предпримем по п 4֊ 1 шагов в вычислении всех тех 
функций (/£),• • • ?/*(/"),для которых /(,,•••,/* Сп-М и /0,Гя.

Пусть а наименьшее из тех чисел //, для которых эти вычисле
ния завершились. Если такого а не существует, то К„ + ։ = Кя,
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и переходим к блоку 2.
Если такое а существует, то возможны следующие два случая: 
Случай I: Га сравнимо с (/£) относительно -ч .
!• Са ~ V«)՛ Тогда Vп 11= II а, V } (и определяется из

соотношения = ц 5 ($ £ £>г „ ), Ап 1 = Ап и |х | < а, г, > ֊<•
хИхч а, Переходим к блоку 1.

2-СНФ«(Ф- Тогда ИЛ+» = И«и 1?в (^)|, ЛЛ ։ = Л,и !х|х
-< т« И2> V ?<։ (/") -։ х). Переходим к блоку 1.

3. ?«(''';)֊-։ Г*а. Тогда |/Л + 1= Или Ля+|=Л„и{х-< х|.
Переходим к блоку 1.
Случай II. несравнимо с <са И՞) относительно -֊» . Пусть 

?в (С!) —
1. а = х. Тогда ИЛ< 1 = Уп и |^!, ЛЛ + ։ = Л„ II {х| х~< V С

-։ х\/х^<_ фа (<2)). Переходим к блоку 1.
2. а <С г. Возможны 4 случая: 

а), фа (^) € Ал &3х (х -< фа (t”) & х ç ЛЛ).

Тогда Ил+։ = Или |<а,и>),где D-.= | w|w==|xs (s £ D, (/Л))!» Л, + ։ = Лли а
и {х|< а, v> -< х V X -< < а, v^>|. Переходим к блоку 1.

Ь). фа (С) € Лл & Vx (х -< фа (tna) => X £ Лл).

Тогда Ил+1= Z,UÜJ}, Лл^։ = Лли|х;х^ <2 V -4 *}• Переходим к 
блоку 1.

С), фа (ta) Ап & Та 0«) € ТОГДа
K + 1=V։1UV2}, Лл+1= 4ли(х|х^ Го\'Га^ х\/х^ 7« Не 

возможны 2 подслучая:
с։)- ЗР а» Р^> ^я)։ Определим множество Ia = р.;՝ £

€В„).
Тогда

Ли = (Ли!а})!-Л, 5„,| = В. - | <о, p>\p(:L .
Ся4| = С.-()<р, х>| 1«&ЗУ «P.y>k И. &О>П £>.=?։= 0>՛ U

. U К ■։, *>|ЛПД. 0 I)-

Переходим к блоку 2.
с .). Ур (<Са» P V ^я)- Тогда л . 1 = /'п и |а|, Вл ։ = Вл, Сл + i = 

= Сп - 1<х, х>|/лспа =A0J- Переходим к блоку 2.

</)• ?«(*:> г -4» &?«(<:)€ пусть б = |֊х«”-< х&хёА).
тогда

К,4> = К„и|4|. И.41= Аи(х|х-< AV*֊1 *1-
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Переходим к блоку 1.
3. г <7 а.
а)- (*д)С Ап & Зх (х ?0 (/") & х 7 Ап).

Поступаем так же, как и при 2а).

Ь). ?а (/„К Ап & ух (х -» (/£) & X “ Ля).

Поступаем так же, как и при 2Ь).
с), фа (О՜ ^я&«?а (О€^-

Тогда
1/я + 1 = ип и {/*}, Дл-и — А„ и |х|х -։ V /д —* х|.

Возможны 2 подслучая:
С1). ЗР ( < а» Р^> € Яя). Пусть /а= 1р|< а, р В„|, 

тогда

Л7+1 = (/7 и 'а|) — /а, Вп^\ — (Яа и {< г, а ») — { < а, р >| р$ /а}. 
Ся+1 = Сп — |< р, X > |р£ la &3 у (< р, у > С Va&Ov П Ог 0)}. 
Переходим к блоку 2.

сг). УР «а» Р тогДа Fn+i = 77.11 {а},
Яти — В., U «г. а 7>/> Сп ։ = Ся. Переходим к блоку 2.

d). Та А&?в(^) е^Л.

Поступаем так же, как и при 2d). 
Блок 1. 2 случая:

а)- ЗР (< а, р > С Яя). Пусть 1а = [р1<а, р> С Вя}, 
тогда

Вя+։ = (Гп и |а)) — /ы, Вя.и = Вп — {< а, р >1 р С ЛЬ:
Сп 1 = С’л — {< р, х >; </ £ /д & з у (< р, у > $ & £>у П Ол =/= 0)).
Переходим к блоку 2.
Ь). \/р(<^а. р > - Вп), тогда Вя<.։ — Вя и Ва + ։ = Въ Ся>| = Сп. 
Переходим к блоку 2.

Б л о к 2.

> = |i < i, с/у> (< i, <O £ Ся¥\). Переходим к шагу n f I.

Из конструкции видно, что
1. yf (Нп1л <7 °о).
2. Пусть ti Вт«/". Если! Р/(б), то в этой точке опровергается 

и m-сводимость 1/<Г К Su и zn-сводимость 5ч к 1Л с помощью функции 
'г/. В противном случае 9i не является всюду определенной.

Пусть {С/}— мера сложности вычисления частично рекурсивных 
функций [3]. удовлетворяющая также аксиоме параллельной вычисли
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мости [4]. Через 5д мы будем обозначать полухарактеристическую 
функцию множества А.

Определение 2 (см. | 5]). I екурсипно перечислимое множество 
А называется ускоряемым, если для любого у такого, что г, = и 
любой общерекурсивной функции £ существует г, удовлетворяющее 
следующим условиям:

1 • ? I — ,
2. ух (а (х)< с/ (х)Х
3- а;(* с<(х))<су(х)).

Определение 3 (см. (5|). Рекурсивно перечислимое множе
ство А называется эффективно ускоряемым, если существует обше- 
рекурсивиая функция т такая, что для любых / и /, если -֊5; и 

I — общерекурсивная функция, то

2. ух (с-, ил (х) < С/ (х)),
3. 37 (хС (-*. с (,./) (х))< С/ (х)).

Определение 4 (см. [5], [6]). Рекурсивно перечислимое мно
жество А называется субкреативным, если существует общерекурсив
ная функция о такая, что

у/П4 = 0 □ 4 с Г (О с Г,).

В дальнейшем будут использованы следующие теоремы.
Предложение 1 (см. (5], [6]). Рекурсивно перечислимое мно

жество А эффективно ускоряемо тогда и только тогда, когда А суб
креативно.

Предложение 2 (см. [5]). Рекурсивно перечислимое множе
ство А неускоряемо тогда и только тогда, когда существует обще
рекурсивная функция з со следующими свойствами:

1. у/(Г, пд =■• 1Г9(1)пД),
2. у,(^ С А -э 1ГЭ (/) конечно).
Предложение 3 (см. [7]). Рекурсивно перечислимая /'-сте

пень а содержит ускоряемое множество тогда и только тогда, когда 
о' < а .

Предложение 4 (см. [8]). Для любого рекурсивно перечи
слимого множества А существуют неускоряемые множества Ао и 
такие, что До II А1 = А и Ао П А1 — 0-

Отметим, что если А Н и В неускоряемо, то и .4 неускоряемо.
Теорема 5. Если для некоторою оператора перечислена я 

Ч’ Ич эффективно ускорлемо, то и любое множество, определяю 
шее Ч՜, эффективно ускоряемо.

Доказательство. Пусть А — произвольное множество, 
определяющее Ч\ Так как Ич эффективно ускоряемо, то. согласно 
предложению 1, существует общерекурсивная функция такая, что
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у,(Г/ П Ич = 0 □ Им с С ЦТ,).
Рассмотрим следующую общерекурсивную функцию /:

= (А ֊ Ич)и Г/).

Пусть 1Г' П Л = 0, следовательно, Ич П = 0. Тогда Р'ч с: 
<= 1Г (/«)> С (Л — Ич )11 1Г/. Пусть №* -</) = Л и </ (о»), тогда Л с 
с 1Г а) с: Ц7, ։ т. е. Л субкреативно и, следовательно, эффективно 
ускоряемо.

Следствие 1. Существует оператор перечисления Ч*, все 
определяющие множества которого эффективно ускоряемы.

Доказательство. В качестве Иц- возьмем множество 
К х, Л (х) ^>|х г А՜!, где А — общерекурсивная функция из теоремы 3- 
Заметим, что в этом случае нее множества, определяющие Ч*, будут 
креативными.

Следствие 2. Существует оператор перечисления, у кото
рого все определяющие множества ускоряемы, но среди них есть и 
не эффективно ускоряемые.

Доказательство. Очевидно.
Из доказательства пункта с) теоремы 1 видно, что среди мно

жеств, определяющих произвольный оператор перечисления, есть 
креативные и, следовательно, эффективно ускоряемые множества (пред
ложение 1).

В дальнейшем мы будем рассматривать только те операторы,
стержни которых рекурсивно перечислимы.

Теорема 6. Если средн множеств, определяющих оператор 
перечисления Ч', есть неусхоряемое множество, то и 1Л тоже 
неускоряемо.

Доказательство. Пусть Л— неускоряемое множество, оп՜ 
ределяющее Ч . Тогда существует общерекурсивная функция з, удовлет” 
воряющая условиям предложения 2. Построим общерекурсивную функ
цию г' следующим образом:

(/) = </) и < х, и >\<х, и>£ Г, П А & <х, и >ёИч}.

Легко убедиться, что з удовлетворяет условиям предложения 2 и, 
следовательно, Кч неускоряемо.

Следствие. Существует оператор перечисления Чг, у кото* 
рого все определяющие множества ускоряемы.

Доказательство. Пусть Л — произвольное ускоряемое мно
жество. В качестве Иг возьмем множество | <х, А (х)^>|х £ Л), где 
А — общерекурсивная функция из теоремы 3.

Из предложения 3 и пунктов а) и Ь) теоремы 1 следует, что 
существуют операторы перечисления, стержни и насыщения которых 
нерекурсивны и неускоряемы. Следующая теорема дает пример опе
ратора перечисления, стержень которого неускоряем, а насыщение 
ускоряемо. * * ,ч*
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Теорема 7. Существует оператор перечисления Ч* такой, 
что Ич- меускоряемо, а 5>г ускоряемо.

Доказательство. Пусть А — произвольное ускоряемое 
множество. Согласно предложению 4, существуют два неускоряемых 
множества Ао и А։ таких, что 40иЛ։=Ли ДоП-4^ 2. Пусть 1Л = 
= (Д0Х Л (0)}) и (Д։ X (1)!). где /։ — общерекурсивная функция из 
теоремы 3. Нетрудно убедиться в том, что Ич неускоряемо. С дру
гой стороны, А -<։ 5ч с помощью функции / (х) — х, и ^>, где 
[)и — {0, 1}, и, следовательно, 5ч։ ускоряемо.
Вычислительный центр АН Армянской ССР 
и Ереванского государственного университета

(Г. Вт. Խ1|յ?ԱՅԱՆ8. ►մարկությաէ օպԼրատորնԼրի որոշ

Поступила 5.Х.1977

plinipiuqrLi- (ամփոփում)

Հողվածում Ներմուծվում են թվարկության Դս/երատորների երկու ոնութաղիր և հետա
զոտվում 4 նրանց կապր ինչպես մ իմիանց հետ, այնպես և այն բազմությունների հետ. որոնք 
Որոշում են թվարկության օպերատորր տարրեր տիպերի ՚ ան զե ցումնե րի նկատմամբ։

Այնուհետև դիտարկվում են թվարկության օպերատորների որոշիչ բազմությունների թվար
կության արագացման հնարավորութ յուններր Մ. Ւյյումի կողմից մտցված արագացվող բազ
մության հասկացողության հիման վրա։

M. Ju. KHODJAIANTS . Some characteristics of enumeration operators (summary)

Two characteristics of enumeration operators are defined a their interrelation s 
and relations to the sets, defining an enumeration operator are investigated.
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