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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ
1Ги|рЬ Лш111 |Л|ш XIV, № 2, 1979 Математик.:

А А ВОСКАНЯН

О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ 
ПРИБЛИЖЕНИЯ НА ВСЕЙ ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

В работе М. М. Джрбашяна [1] был развит метод, позволяющий
получить решение экстремальных задач о наилучшем весовом полино-

мальном приближении ядра Коши (1т и»=£0) на всей веществен-

ной оси т о как в равномерной, так и в средне-кнадрати
еской метрике, когда вес является полиномом с заданными полюса­

ми. Этот метод, в частности, опирался на представление ядра

посредством отрезков его ряда Фурье по ортогональной на всей оси
системе рациональных функций 1 Фл (х) " 

люсон (1т\/^>0).
В настоящей работе, пользуясь тем 

результатами из [1], приводится решение

с заданным

же методом 
аналогичных

множеством по-

и некоторыми 
экстремальных

задач взвешенно-весового приближения ядер вида 
А +_Вх
X •*+

впервые рассмотренных С. Н. Бернштейном.
й В § 1 рассматривается весовое полиномиальное приближение 
указанного ядра, а в $ 2 - приближение с помощью рациональных 
функций с заданными полюсами.

I Отметим, что а) решение экстремальной задачи при весовом по­
линомиальном приближении в равномерной метрике впервые было по­
лучено Н. И. Ахиезером, указавшим н своей кчиге найденный им по 
совершенно другим соображениям явный вид экстремальных полино­
мов и значения соответствующих экстремумов (см. [2], задача 9);
г б) решение экстремальной задачи при приближении рациональ­
ными функциями с заданными полюсами в равномерной метрике впер­
вые приведено акад. С. Н. Бернштейном в его известной моногра­
фии [3].

В данной работе показывается, что решение рассматриваемых 
задач в случае средне-квадратической метрики позволяет естествен­
ным путем получить решение аналогичной задачи R случае равномер­
ной метрики.

В частности, показано также, что экстремальные функции обеих 
задач в средне-квадратической метрике совпадают с соответствующи­
ми экстремальными функциями при равномерной метрике.

Перейдем к изложению наших результатов.
634 —3
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§ 1. Об экстремальных задачах весового приближения 
ядра С. Н. Бернштейна

1. Пусть {), —произвольная последовательность комплексных
чисел, лежащих г, верхней полуплоскости С* > {г; 1шг<^0) и

(г) !՝ ассоциированная с нею система Мальмквиста-Гакенака

■ । I 1 I/ — I *
/ ч | ||П А, /Ь / \ I 1шЦ П 2 {-к .п , V /11.Ф։(х) ------- =Л,-• Фя(в) = -------—| | --- ֊.(2 Л<+«>) (1.1)

£ — / | * п * „ । 9 к

рациональных функций с множеством полюсов {/ },', лежащих в низ - 
ней полуплоскости (7*՜)֊- |г; 1тх<^0'|.

Известно, что система |Ф» (х)),'* ортонормальна на всей оси
о- .г 4- г в следующем смысле (см. [1], стр. 2 или [3], [4])

-4 »

---- 1 Фя(х) ф„։(х)</х = 

— шо
^п. т - •

т п

Георема А. (см. [1]). Для произвольных значении г, и> и для 
любого п (1 и 4՜ о՜ ) справедливо тождество

1 к? —V ,ь , ։ Вп (г) Вп (ш) , пч
----- =-------- = 7 Ф* («’) Ф* (г)  —=-----------• ։ 1.2) 
2/ (и» — г) л,։ 2/ («’ — г)

где
п II 4— "I

5.(г)=П —-(*>!). !1.3)

Далее, аналитическую в полуплоскости 
сим к классу если

(? * функцию / (г) отно

Яир I / (х ;֊ /у)|։ (1х М( < ֊7 о . 
0< у < ч

Известно, что (см. [6|, стр. 405 — 409) для любой функции 
ее граничные значения

/(х) = !։т/(х г у)

существуют почти для всех х (- (—4՜ сг), причем справедлива ин­
тегральная формула Коши

ас»

1՜ гёС՛’’.
2'1 / — г

Теорема Б. (см. [1]). Если то для любого п (1 - >
п г оо) справедлива формула
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л

й-1

где

В.(П/(0 (1.4)

аь (/) = —

2. а) Введем в рассмотрение рациональную функцию от двух пе­
ременных г, X (Х> 0):

(г;))-
А 4- В г

г 4 & * \ 1 <. п <С 4՜ °°>

где А, В — комплексные параметры, а
Л

(1-5)

(1.6)

Обозначим через (х; /?Л) л-ый отрезок ряда Фурье 
R (х; X) по ортогональной системе (Ф* (х)}”:

функции

где

Л

5„ (х; Вп)= 2 (/?„) Ф* (х), 1 < л < -г сс,
к -1

+ -
С„ (/?„) = .1 I /?„ (/; /.) фДТ) <//, 

77

и пусть далее

5, (г; /?„)= 2 С» (/?,) Ф4 (-•), 
А-1

Имеет место следующая
Лемма 1. Для любого л (1^ Л С 4՜ °°) н пРи -^юбглх комплек­

сных А, В, >.^> 0 и + > справедливо тождество:

R« (г; /)-5ли; R՞) =
2 А (г — {'• ) ~л (А)

(1.7)

Доказательство. Полагая, что г £ й( *, рассмотрим сле­
дующий интеграл типа Коши:

(1.8)
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Поскольку подынтегральная функция, как функция комплексной пе­
ременной /, в области (7< + ) имеет два простых полюса в точках ( = г 
и / //., Х>0, а при |г| —* + о° имеет порядок 0{ |/| "Л~2), то пользуясь
теоремой Коши о вычетах, получим

У” (г; X) —
А 4- Вг

(/) (1.9)

С другой стороны, если в тождестве (1.2) теоремы А возьмем ш = /
(— <С + ос)» то пользуясь представлением (1.8)» приходим к 
тождеству

_Л ($;/■) = 5я(г; Вп) -|- В,{ [г) 1}п (г; X), 2 £ О (1.10>

где + -
Вп (0 Вп (Л՜л)

Но принимая во внимание определения (1.3) и (1.5) функции
Вп (0 и Вп (*; 0), получим

(А 4- Д/) <Н
(/-4֊Н)(/-г) (О

2 ££<+>.

Так как подынтегральная функция в полуплоскости как функция 
комплексной переменной ( имеет простой полюс н точке /=—“4 
а при 7| — оо имеет порядок 0(|/|-/г՜2), то по теореме вычетов
имеет место равенство

Уп (г; X) = —

которое вместе с (1.9) и (1.10) приводит нас к доказательству тож­
дества (1.7). Тем самым лемма доказана.

6) . Для фиксированного значения X (Х^>0) мы определим поли­
ном Т'п , степени п — 1 от г посредством соотношения

Тп-՝ (г; Х) = пя (г) 5Я (г; Яп), 1 < п < 4֊ °°- (1.П)

Наряду с полиномом Г’_, (г; < ), следуя М. М. Джрбашяну [1],

рассмотрим также полином

Г.п (и>) — -п (г)

(г; “ = )
(ш — г) (ш) 

'п (и>) ~г.п (г) 

(ш г) (и»)

ш с с<-’,
(1.12>
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Лемма 2. При любых комплексных А, В и ' ^>0 справедливо
тождество

А 4֊ Вг А —1/В кя (г) 

2Л (г+ /л)пя(-р)
(1.13)

т. е. полинол։ Т*п , (г; X) допускает представление

Т‘„., (« >) = А {М- ‘'В) (г; - Р )-(Л + к В) (г; Д)!- (М4)
2 /X

В самом деле, подставив значение 5Я (г; Вп) из (1.11) в тожде­
ство (1.7) леммы 1, мы получим соотношение (1.13). Представление 
(1.14) полинома следует из очевидного тождества

А + Вх 
г- 4- /»

и из определения (1.12) полинома £*_1 (г; ш), (1т ш =£ 0).
в) . Пусть Рп-1 — семейство всевозможных полиномов с комплекс­

ными коэффициентами псрядка не выше, чем п—1.
Всюду ниже мы будем считать, что

рп (г) ~ Ро (г) ~ Ро |՜! (г ~ 1•)»

*=1

(1.15)

где Ро=/=О — произвольная постоянная.
Для произвольных А, В, X £ В1 введем 

ционал
в рассмотрение функ-

— «

(1.16)

принимающий, очевидно, конечное значение 
Имеет место следующая
Теорема ,1. На семействе Ря֊1

Ап {р\ X} реализует полинол։ Т՝։ ։ (х, ')

на семействе Ря_|.

минимум функционала 
лел։л։ы *2, причел։ спра­

ведливы равенства

։п( Ап (р; X)
Р6РЛ_1 Л-Р

к(Л34- Хг В֊} 
2|Хр |Р?(<ХГ

- (/4Ч-Х2Вг)
2 |Х|3

ехр с/х • (1.17)

Доказательство. Заметим, что

-.2

— 1, — ос<^х<^֊г и
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— ОО

Так как
1 ту (О 

(' + /м2 гп (О
как функция комплексной переменной t регулярна в области
при |f| -• 4՜ 00 имеет порядок О (|/| 2 ), то по теореме Коши

Г~ к* (О dt s 0

J (0 (I + Р )=

(118)

G<4 а

(1.19)

Из тождества (1.7) леммы 1 и из (1.18), (1.19) для любых А, В и 
) 0 вытекает равенство

f |Л. (*; ).) ֊5. (х; /г„)|*</х = 4^-" f-f? • (1-20)
J 2>-3!“Л(м)1։

Но пользуясь значением (1.15) функции Вп (х; >), а также представ­
лением (1.11) суммы 5„ (х; Вп), из (1.18) мы получим

■4֊ Х>

Заметим, что любой полином допускает представление вида
п

Л-1

с вполне определенными коэффициентами [а»}՞, и обратно, для любого 
набора коэффициентов (а*|" выражение, стоящее в правой части этого 
равенства, является некоторым полиномо 1 р Р^-ь Поэтому прини­
мая во внимание определения (1.5)—(1.6) функции Вп (х; /•), мы можем 
утверждать, что при любом р£Р,,_1 функционал Ап (р; допускает 
представление вида 

с надлежащими постоянными 1а«17> и обратно, для любого набора этих 
постоянных выражение справа является значением функционала при 
некотором Р„ -1.

Но согласно формуле (1.7) леммы 1 сумма (х; Вг.) является 
л-ым отрезком ряда Фурье функции Вп (х; л) по ортогональ, 
ной на всей оси —ос х <оо системе {Ф* (х)}*. Поэтому из 
(1.22) и (1.21) вытекает, что для любого полинома р^Рл-։
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/1/1 । р » и
А + Вх т. . ։ 4х _ г. {Аг + >-В‘} 
х'+» <-!՝*'> |р/1(х)1> 2 X» |Р՜, (։Х)Р (1.23>

поскольку по определению (1.15) функции Рл (*), ’ мы имеем

При этом в (1.23) знак равенства возможен лишь в том случае, когда
п
V ак Ф* (г) = (х;л— 
*-1

или, что то же самое, когда р (х) « Т*_х (х; X).

Заметим, что для функции 1п 1рЛ (7Х)| справедлива формула Пуассона

1п |ря (м)| </х, ( О, (1.24)

откуда и из (1.21), (1.24) мы приходим к формуле (1.17), чем и за­
вершается доказательство теоремы.

г) . Следуя М. М. Джрбашяну, введем в рассмотрение также по 
лином

На (г; и») =

2 / 1т ш (и>)— (г — и*) ~п (г)
2/ [т ш(ш- г) ~п (ш)

2/ 1т и» “л (ш) — (г — ад) т.п (г)
2 1՛ 1т ад (ад — г) (ад)

ш £ С? ‘ )

и» £ С' + ).
(1.25)

Согласно представлению (1.14) полинома Т*_։ (г՝, ад) (Х^>0), а 

также согласно определению (1.6) полиномов ~л (?) и "л (г), заменяя 
п на п 4֊ 1 получим для экстремального полинома Т՝’(х; X) степени п, 
ассоциированного с совокупностью параметров р7|{* ։, представление 
вида

7՜ (*; >)= — {(Я - ВВ) Н„ (г; - Д)- (А + и В) Я. (г; А)|. (1.26)
2//

Далее, определим полином степени п

0 = >)Ьл+1-А. (127)

ассоциированный с совокупностью чисел {Ху}” где Хя+։ = / л (/^> 0). 
Из представления (1.26) полинома Г’(г; X) и из (1.27), (1.25) 

заключаем, что полином Л/Л* (х; X) (С>0) допускает представление вида

[(/1 — ЬВ) Нп (г; В) Нп (г-, м)|. (1.28)



114 А. А. Восканян

Наконец, введем в рассмотрение функционал

г (А- 4- _
8 PI’й>» (։')!’ “

приближения ядра

принимающий конечное значение уже на семействе полиномов Рп сте­
пени не выше чем п.

Теорема 2. На семействе Р„ минимум функционала ДЛ + 1 (р; Х| 
реализует полином H' (х; X), причем

inf Ля+։ [р; Х| =ЛЯт| {Нп\ /֊} — 
Р&л

_ Г (Л’ + л'В2) I 2 |/| Г" In |р, (л)| . |
—-------------------  ехр--------- I ------- ----------  ах •8|/р I * J х24֊Х։ I i

I
В самом деле, достаточно применить метод доказательства тео­

ремы 1, используя леммы 1 и 2 с заменой л на л 4-1 и Хл+1 = /Х (Х^>0) 
и определение (1.27) полинома Н'п (х; X) (— оо х 4՜ °°)-

3. Теперь приведем решение задачи наилучшего полиномиального
А 4- Вх 
-----------  на всей 
х։ 4- X2 ч

равномерного приближения при наличии весовых функций видов

оси — оо х < 4՜ æ в метрике

|рл U)|
(Х>0) и |рЛ(х)|-։.

Если при любых А, B~RX 
константы Rlt R., (0</?։, R2<^ 
<?2 из соотношений

и /Ч> 0 определим положительные 
4՜ оо) и вещественные константы и

А 4֊ ։"> В 
2-։Р, (А)

(1.29)= R> е ,

то в качестве следствия леммы 2 получим следующее утверждение.
Лемма 3. Для любою л (1*С л 4՜ °°) ։< вещественных А, 

В, X 0 на всей оси — оо х < 4՜ 00 справедливы тождества 
а)

I х2 - /2 [Д 4- Вх 1
1р. (*)| I “7՜-1 (х; Х) I=

б)
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де ^1» ?։ и ^2> определяются из соотношений (1.28). 
Введем, наконец, функционал

А + Вх
7г+^г~р{х} > Р ч Рл—1 •

ринимающий конечное значение на семействе р(;Рл-|.
Применяя теорему П. А. Чебышева о свойствах, характеризую­

щих поведение полиномов равномерного наилучшего приближения, 
южно 'доказать, что полученные нами экстремальные полиномы 
ри средне-квадратическом приближении являются также решениями 
ех же задач в случае равномерного приближения, установленные 

впервые Н. И. Ахиезером.
I Теорема 3. 1. На семействе Р„_։ минимум функционала

А 1 {р\ /֊} также реализует полином Тп ։ (х; / ) теоремы 1, причем

։п( Ал р\ /}= Ап (х; /.),/}==• 
/*%֊!

I А֊ 4- АВ2 
Г'1 1р՜ (А)|

4 ш

— ж.

2 . На семействе Рт минимум функционала

г, ( 1 А 4 Вхя+1 (р; /.) = $ир ——■ —------— - р(х
—<х<+- (|?„ (х)1 X5 -Ь А-

реализует полином Н* (х; >) теоремы 2, причем

։п( 4Л + | {р; = Ап 1
/»1Рл

р€Рп

V Аг -, ^В2 
2'= |ря (А)|

|_ 1'1 Г Ь </։. 1
( х’+.*’ I

— ЯР

§ 2. Об экстремальных задачах 
С. Н. Бернштейна рациональными

приближения ядра 
функциями с заданными

полюсами

। 1. Здесь мы воспользуемся представлением функции R (д; и՛) =
= (гс՛ — г)՜3 посредством отрезка 5Я֊| (г; ^) ее ряда Фурье по орто­
гональной на всей оси системе (Ф* (г)}։х, т. е. представлением
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п + 1

5П4.| (г; /?) — — 2/ У ФА («՛) Ф* (г), Хя + 1 = и» £ (? + >.
*-» I

(2.1)

Далее, для любого фиксированного значения иг £ С( + ) мы опреде­
лим рациональную функцию гп (г; «»)£՝'* Р՝л| от г посредством соот­
ношения

гп (г; и>) = (ш — г) 5Я ։ (г; R). (2.2)

Имеет место следующая
Лемма 3. а) Для любою п (1 4֊ со) и справед-

лива формула

К (г; и») —। (г; ш) =
1

2/ 1т и՛ и» г

б) Функция гп (г; и»)О" Р**1 дапускает пргдст хвление

и удовлетворяет интерполяционным данным

<’* "(>»; «О = и.- 1)! 
(«I— /.*)

1 < к < п 4-1, )-л + 1 = ы £ (? + '.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Доказательство. Поскольку при и» £ R (г; ш) Ну 
то пользуясь теоремой Б мы приходим к тождеству

(2.6)
где

ОС

— (/л

Заметим теперь, что из (1.3) и

п +1

(1.6)

Ш 2, 
Ш ~п

(Ы = 1).

поэтому 
ство

из определения функции R (/; и») и из (2.7) следует равен

I »-I
следовательно и равенство 

л +1

1(О 
(f — w)(t — w) (<)

(2.8)
(*—г) (/ —и՛) ~п (/) I / — ш
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Но выражение

-------- '--------- , г, ги(:С^' 
(< — *)(/— и>) -г, (О

как функция комплексной переменной / регулярна в полуплоскости 
С1 ’ и при р| — 4՜ °° имеет порядок О(|/|՜2). Отсюда и из (2.8) вви­
ду ТОГО, ЧТО И» £ ПОЛуЧИМ

р + 1 _ |
пх‘ ֊ -•

’ I I **л ( Ц*)   *л * I
(«՛ — «>)(и> — г) (и>) 2/1ш и՛

Вг, (и> I
и» — 2

(2.9)

Наконец, из (2.6) и (2.9) следует тождество (2.3).
I 6). Пусть, 1—кратность появления числа на 
■ Р/П, и пусть рц (п) для любого целого л >1 и к (1<£-<п) 
кратность появления числа а* на отрезке (Ху/*. Очевидно

отрезке 
означает

поэтому, если 0 < у — 1 < р* (п) — 1, 
— Ха)-՜7՜1 г.п (г) является полиномом, 

отсюда /-кратным дифференцированием по

то функция }П)(г)= (г — 
Полагая R тах {Р>у|}» 

1 < у < п
г формулы

I « = Л (—л (1^1 < V
2я/ 3 I — г

получим

I “Л (А/е) — С ‘^л/ (0 <// = О, 0 ֊■> у $4 ---1,
I 2'1

1П“ R
(2.Ю)

Далее заметим, что

о‘*~՛ ( 1 \ = Ь-1)!

(?2՝* 1 'ш—г (ш — '*)'* (2.11)

Наконец, (5/ — 1)-кратным дифференцированием тождества

1 / \_ 1 ։'Л-^ I ( •- ) “Л (®^) г х* /-^7 \ х х-., \=---------Гп (^; «')= т—-------- --  ——- А )
ы—г 2.1 1т иг ”л + 1 (г) "л («’)

в силу (2.10), (2.11) мы приходим к утверждению (2.5) леммы, по­
скольку

( — 1 )! (1#_ 1) 
(7ц— АЛ)՝* Гп О л;

,] п ю) —

1< к л.

Тем самым лемма доказана.
2. Пусть при данном п (I п 4֊ оо) ю0 —семейство всевоз­

можных рациональных функций вида
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2 а; ф/ (-*) 
/-։

и со {>а}—семейство вида

{□<")+/?„ (х)},

Принимая во внимание определение (1.1) системы (Ф* (г))1х>, легко ви­
деть, что семейство ш рч| совпадает с множеством рациональных функ­
ций, имеющих вид

Теорема 4. Н։ с?л<»<ст з» со р л) .ижимуи ф/чхцчонлла
ж

(2-12)

реализует функция гп (х; ш)^со{^} леммы 3, причем

։п| р» ; R, 1= р» ; г„ (х, «>)1= ~ |й՞ (а,)|' ■ (2.13) 
^л€"՛ |и’ — х | |и»—х | 4 (1т ш)3

Доказательство. Из тождества (2.3) леммы 3 вытекает ра­
венство

♦ ”•

I |/?(х! И.)-5.+1 (х; </х= - о, £ 6<Ч
’ 4 (1п> ш)։ (2.14)

Но пользуясь значением функции (х; и>), а также 
(2.2) суммы 5\1 + ։ (х; /?), мы получим равенство

представлением

|/? (х; ад) — 5Л + ։ /?)|2 с/х- — гп (х; ад) 2 с/х

֊ |Д„ М5
4 (1т и»)3

(2.15)

Заметим, что любая рациональная функция (х) допускает
представление вида

п V I
(х) = (ш — х)У ДА Ф* (х), ХдИ = и» £ >

с вполне определенными коэффициентами {а*’։'։ + ։, и обратно, для лю­
бого набора коэффициентов [аД)՛*՛ выражение, стоящее в правой части 
этого равенства, является некоторой рациональной функцией Р* }•
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В силу этого и принимая во внимание определение функции гп (х; и՛), 
мы мэжем утверждать что при лютом С ՝° ('•*} функционал

допускает представление вида

(2.16)

с надлежащими постоянными и обратно, для любого набора
этих постоянных выражение справа является значением функционала 
V* 1=-^— ; Кп { при некотором Яп £

I и» — X

Но согласно формуле (2.3) леммы 3 сумма 5Я । (х; R) является 
л-ным отрезком ряда Фурье функции R (х; ш) по ортогональной 
на всей оси — оо х 4՜ 00 системе (Ф^ (х)}“.

Поэтому из (2.16) и (2.15) вытекает, что для любой рациональной 
функции £ ш {>-*}

fl- t J2 dxI —-------- rn (х; w) -----------  — ---------------
J w—х I [w — х|а 4 (lm w)3

— ОО

(2.171

При этом в (2.17) знак равенства возможен лишь в том случае, когда

R,i (х) = гп (х; w), w £ G( 1 >.

Из (2.17), (2.15) мы приходим к формуле (2.13), чем и завер’ 
шается доказательство теоремы 4.

Теорема 5. Среди рациональных функции семейства {'*} 
минимум функционала

W X
, Rn £ ш {'а (2.18)

реализует та же самая функция гп (х; и») теоремы 4, причем

• t / 1 р | I 1 ( \1 ՛■ (^’if /о 1 q\։nf р L=----- ; Rn = p ------ ; rn (x; wH = ——------------ (2.19)
[w—x J lu»—x I 2 lin a։

В самом деле, во-первых из (2.12), (2.13) и (2.18) следует нера­
венство

“ |5п (w)|։ - * | 1 р | ^ 2 (1 • /? I I
4 (Im w)’ (w— x I lu՛—x I J lu՛—x|*

откуда заключаем, что для любого Rlt ю [I՝*1,
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1п( - |Вл («01 —■■ ■ ■ 1 ■ м ■ •
2 1т «՛

(2.20)

С другой стороны, пользуясь тождеством (2.3), приходим к пера֊
венству

~ |/3„ (и՛)!
2 IП1 «•

(2.21)

что вместе с (2.20) приводит нас к утверждению (2.19).
3. Теперь рассмотрим следующие рациональные функции:

зя (х; М= — !(Д — АВ) (х; //)—(Д-р О-В) $п (х; -- />•)) 
А

и
=’ (х; Х)=-Ь- [(Д —/75) Гп (х; //.) —(Д ֊Н’>В) гя (х; — />֊)),

где В — вещественные числа, Х^>0, а 57. (х; А) является п-ым от-

резком ряда срурье функции по ортогональной системе

е.
Л

Определим положительные константы рр р2(0<^р։, р2<^-|-оо) и 
вещественные числа а։ и я_> из соотношений

= Ра е“,в*.

Отсюда и из (1.2), (2.3) следует
Лемма 4. Для любою л (1-О*\ Т °°) и вещественных А, В, 

/ 0 на всен оси справедливы тождества

4. Пусть, ю0 {/*; /*} — семейство всевозможных рациональных 
функций вида

рт-\ (г)
1< п< + 00,

а ш >>; /д)—семейство
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|аГ + /?„ (г)|, Р»; >■»).

Введем в рассмотрение функционал

А + Вх 
х* + /?

<1х, R» £ *”о ч; /»|,

принимающий конечное значение на семействе рациональных функций
<’>о {X*; Х*|. _

Теорема 6. 1 . На семействе % |>к’, />) минимум функциона-
гл IА Вх . ) / ч \да » <----------- , Кп реализует функция зл (х; Л), причем

1пГ _ 2 
{՛*; 'д',

т.(А^АВ֊)
\В,

2 . Среди рациональных функций семейства минимум
функционала

Вп £ *и /к|

реализует функция (х; {>д; 1-к}, причем
(л -1֊ Иг । (>4 — R г I1п( _ Л I В. И (х! 0 „

/?л6«> Хд} ( X . ) I X Н“ f I

Г (А2 + /2Вч д 2
8 И В’ (Р )՛

Здесь так же как и выше применяя теорему П. Л. Чебышева 
можно доказать, что полученные нами экстремальные функции з„(х; л) 
и о* (х*, X) при средне-квадратическом приближении являются решения, 
ми тех же задач в случае равномерного приближения. Иначе говаря, 
имеет место следующая

Теорема 7. 1°. На семействе ш {>.*; />} лшнимум функцио­
нала

Р
А ֊Г Вх 
х։ +) =

= БПр 

00 < х < +
,Вп £ и» Р-4,

реализует функция зя (х; X) £ «» {X*; X*}, причем

2/?
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2 . Среди рациональных функции семейства u>0 р*; /*} мини-
мум функционала

реализует та же функция зя (х; > )£ա>0 Р֊*; л») участвующая в тео-
реме 6, причем 

inf
А + Вх зя (X, ).)

В заключение автор считает своим приятным долгом выразить 
глубокую благодарность академику АН Армянской ССР М. М. Джрба- 
шяну за постановку задач и ценные советы.
Армянский государственный 
пединститут им. X. Абовяна
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Ա. Ա. ՎՈ11ԿԱՆ31ԼՆ. ItJpnqy աււանցքի ։[րսւ ifninii)i|n rn I |jjn էննԼր ի տեսության մի քանի 
ԼքստրԼմսւ| իւ G ղի ր ս Ь г ի մասին [ամփոփում )

Օգտվելով աոաջին անգամ [1] աշխատանքում շարադրված մեթոդիդ, 
րոդր աո անց/ի fa“' V- Ъ. Բեոնշտ եյնի կորիդի'

դիտարկված է ամ-

А, В, )Հ/?'

^"€'"о Р‘*> ' *}

2 п 2 \ •»

միշին րաոակուսաին մոտարկումները բ ա դմ ան դա մն երո վ Լ տված րևեոներ ունեցող ոացիոնա/ 
ֆունկցիաներովդ

Նշենք, որ ւավաքարաչափ մետրիկայով այդ ֆունկցիայի լավա դույն կշռային մոտավո­
րության խնդիրը ր ա դմ ան դա մն ե րո վ աոաջին անդամ տրվել է Ն» 1\ Ախիեդերի կողմից, իսկ 
ֆիկսած բևեռներով ոացիոնալ կոտորակներով մոտավորության դեպքում բերված է Ս, Ն, Բևոն- 
շտեյնի .այտնի մենագրության մեջ։

^Ո*]Ձ է արվում, որ դիտարկւէած խնդրի լուծումը միջին քառա կուսա յին մետրի կա յով, 
Հնա րա վորութ յան է տալիս բնական ճանասլար Հով ստանա/ անալոգ խնդրի /Ուծումր հավասա­
րաչափ մետրիկա յովէ Միաժամանակ ցույց ( տրվում նաև որ էքստրիմաչ ֆունկցիաները երկու 
մետրիկաներում էլ համընկնում ենւ

A. A. VOSKANIAN. On some extremal problems In the theory 
of approximation on the real axis (summary)

Using the metodh proposed in 11 J, the mean-quadratic

stein's kernel A, B, / չ R՛ by polinomials and

approximation of S. N. Ber-

ratioual functions with
A Ն Bx 
x2 r~

prescribed poles is considered.
It is shown that the solution of this problems leads to a natural solution of 

analogous problem in the uniform metric. It have been found that for both cases the 
extremal functions coincide.
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