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Р. 3. МКРТЧЯН

ОБ ОДНОМ НОВОМ ПРИЗНАКЕ, ХАРАКТЕРИЗУЮЩЕМ 
НЕПРЕРЫВНОСТЬ ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА

1 . Введение. Пусть А самосопряженный оператор с об
ластью определения I) (Д), действующий в сепарабельном гильберто
вом пространстве Н. Пусть далее Е, соответствующее спектральное 
семейство проекционных операторов, а (•(/.) = ^Ц2, где # так назы
ваемый порождающий элемент.

Обозначим через К оператор, существующий в силу основной 
спектральной теоремы и осуществляющий изометрическое отображе
ние пространства Н в пространство £•’ так, что оператор А пере
ходит в оператор умножения на независимую переменную.

В работах (1, 2] показано, что полную систему собственных 
функционалов Тк (?) оператора А можно строить по формуле

(Ег г, Ег
Е,

(1)

где Ее — резольвента оператора А.
Затем в работе [2] исследован характер непрерывности построен

ных по формуле (1) функционалов Т, (?) в терминах, аналогичных 
тем, которые использованы в работах Ю. М. Березанского [3, 4], 
Г. И. Каца [5, 6] и К. Морена [7, 8] при доказательстве возможности 
спектральных разложений по обобщенным собственным элементам.

В работе [2] доказано, что линейные многообразия тех элемен
тов ?, для которых указанные по формуле (1) функционалы сущест
вуют и непрерывны в некоторой топологии, описывающейся в терми
нах оператора С из класса Ен (где через Ен обозначена (см. ($]) 
совокупность неограниченных операторов 6՝ с плотными областями 
определения /)((7) и таких, что (7՜’ £ 5_. (определение класса см., 
например, в [10]).

В этой работе доказывается, что для отдельно взятого самосо
пряженного оператора А существует полная система собственных 
функционалов { 7\|, непрерывных в более слабой топологии, чем та, 
которая задается нормой А именно, для каждого А и лю
бого р 2 существует оснащение А/, с Н с Н- (где оператор вло
жения А/+ в Н из Зр) и полная система собственных функционалов 
{ 7*х), определенных и непрерывных в /Д.

Основной результат работы заключается в том, что в терминах 
оператора А описываются всевозможные оснащения гильбертова про* 
странства Н. удовлетворяющие указанным выше условиям.
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2'. Пусть К — совокупность нсех неограниченных операторов 
А, для которых 1)(К) — Н Д (А) = Н, а А՜1 — вполне непрерыв
ный. Пусть далее Ек банахово пространство, получаемое пополне
нием О (К) по норме

НЯ» = (2)

Известно, что имеет место вложение Ек с: Н с: Е\ и что Н всюду 
плотно в Е\ (сходимость в метрике пространства £/< сильнее, чем 
сходимость в //).

Пусть А՜1 = (73 — полярное представление оператора Л'՜1, тогда 
известно [Ю], что

А՜՜1 г « 2 а/ » а/ = (?> )» (3)

где «ч— ортонормированная и полная в £)(А) система собственных 
элементов оператора 5, соответствующих собственным значениям в/, 
а = 1} чу.

Предположим, что самосопряженный оператор А имеет простой 
и непрерывный спектр.

Обозначим через а (/4) множество операторов А из класса К, 
удовлетворяющих следующим условиям.

Для любого ֊>0 существует функция так, что

а)
б)

р р; /(0 = 0| <£,

Из этого определения легко видеть, что &/Сэ(Л). В самом деле, 
пусть К^Ец, а ограниченная функция / (/) отлична от нуля на интер
вале (о, Ь) и равна нулю на А'\(а, 6). Тогда условия а) и б) вы
полняются как только р (а, Ь) ^>1 —е. В дальнейшем будет доказано, 
чти класс а (/4) существенно шире, чем класс R//.

Докажем следующую основную теорему.
Теорема 1. Для тою чтобы существовала полная система 

обобщенных собственных функционалов {Т,} самосопряженною опе
ратора А, непрерывных по норме Цр*1* — ' К^\щ необходимо и доста
точно, чтобы оператор К принадлежал классу (А).

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие 
леммы.

Лемма 1. Лусть спектр оператора А простои и непрерыв
ный, и пусть % ею порождающий элемент. Тогда для каждою 

ъ Н и любою ' из некоторою множества ^=5/ (Д)ПА? полной
['-меры имеет место равенство 

11П1
- - , о

('), (4)
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где А совокупность точек Лебега функции ? (/) = И?, в кото
рых значения Лебега ? (/•) конечны, а .$/(Д) так называемый су- 
гиественныгг спектр [11].

Доказательство леммы анллогично доказательству теоремы 1 ра
боты [2].

Лемма 2. Пусть А—оператор с простым спектром, а д — его 
порождающий элемент, и пусть оператор Тогда суще
ствует зависящее от К множество Ад- полной у-меры и некоторое 
счетное всюду плотное в метрике Н линейное многообразие 2 с 

такие, что для всех ? £ и >• £Ад- существует предел 

Л (?) = нт ------- ------------
“*+о (5)

и имеет место неравенство

(6)

где С>.— не зависящая от ? постоянная.
◄ Так как по условию леммы для любого £^>0 существует /М)*Е 

€ А; такое, что р [/; /(О=0|<< и /(Д) Л'՜1 £ 5?, то оператор 
(/ (Д) К 1 )* •(/( А) • К՜1 ) имеет конечный след ([10], стр. 138), причем

5р [(/(А) А՛-’ )♦ (/ (Д ) А֊« )] = V Ц/ (Д) К I .ЬГ< + (7)
(?)

где-)^/|—произвольная ортонормировачная полная;система в Н, причем 
величина следа в (7) не зависит от выбора системы Б.сли в пра
вой части равенства (7) вместо системы возьмем полную ортонор 
мированную систему [«>/), фигурирующую н представлении (3) операто
ра А՜’ , то правая часть (7) примет более простой нид, а именно

V Я/(Д)К-1ш/ = V Ц/(Д>?/.И;. (8)

Так как оператор V՝. Н —♦ Ь изометричен, правую часть (8) можно 
переписать следующим образом:

2 Н$|/ (Л) = 2 Ну [ 1/(0 ?/ (012 (о, где ?/(0 ֊ Иф/. (9)
(/> (/) Vп1

В силу теоремы об интегрировании ря*дов с неотрицательными члена
ми [12] из (7), (8) и (9) следует

• 5р[(/(Д) А'՜')* (/(Д) А֊’))--= С|/(О122£н;1?,(О!։ <мо. (10)
3 </>к՝

В силу того, что оператор А^з(Д), то существует убывающая по
следовательность чисел 8/ 0 /=1, 2, •••, стремящихся к нулю, и
функций //(0€^-։Р> удовлетворяющих условиям а) и 6) при 8 = 5,. В
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силу неравенства а) для любого /= 1, 2,-’, существует натуральное 
число /V (?) такое, что р-мера множества /ч = | (/)|<С —-—! меньше

I Н (01
25/.

Введем функции Ф] (/), 7 1, 2,--- следующим образом:
ег

Ф;(О = У !•; |<F, если F, = ,
7—1

Ф; (0 = 0» если f £ Ft.

Подставляя в (10) /ДО вместо / (/) заключаем, что функции Ф? (/) 

принадлежат пространству Л’ при всех 7=1, 2, • • •. Так как [<7р(/) = 1,

то функция Ф.(0— I Ф; (О также принадлежит пространству £, •
По определению множеств £\ имеем

Вт р (£/ ) = 1. (11)I -♦ *֊

Обозначим через Е] множество точек плотности множества Е/ отно
сительно меры р, т. е. точек /, в которых предел

^"•0 Р 0' ----  \ ' + Г>)

Используя теоремы Витали-Лебега (см. (13], стр. 200), можно дока
зать, что р (Е, ) = р (Qi ), где Qi = Ei П Е*. Тогда в силу (11) можно 
написать, что

lim р ((?.) = !. (12)п ■*

Рассмотрим некоторое счетное всюду плотное в метрике Н ли
нейное многообразие ~c.D(K). Тогда в силу леммы 1, для произволь
ного элемента »£2 существует множество А. такое, что для любого 

Ч имеет место равенство (4).
Составим множество АП А., имеющее по лемме 1 полную 

р-меру. . «,

Обозначим Л/ — Q, П П А , где М, —совокупность точек Лебе
га функции ФД/) (относительно меры р), в которых значения Лебега 
конечны. По теореме Лебега (см. [13], стр. 212) множества ЛЛ , / —

***
~ 1,2, •• • имеют полную р-меру, следовательно p(£։) = p(Q/). Отсюда 

ев ъ
и из (12) получаем, что множество Л* = U Et имеет полную р-меру, 

т. е. р (Лл) = 1.
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Таким образом, для любой точки л^Лд и для любого элемента 
£ 2 существует предел (5), и первая часть леммы 2 доказана.

Теперь докажем неравенство (6).
Возьмем произвольную точку Лд, тогда существует такой

номер р0, что >0 € == 0рп Л М/ч Л А2.
Пусть ^ — произвольный элемент из многообразия Возьмем 

А ф А А
элемент . Так как |т։1# = 1, то из (2), (3) следует ? = АГ 1 л

и?н»
причем | у|| = 1, поэтому

откуда будем иметь

+ . V ак "гк (/) 
( _________ с/р (/)
I • и - >о)г +

7 (о
л (/->/+;*

(13)

А

Ясно, что |)Т||-С | АГ՜1!!, поэтому для каждого — Я’М'о %; 4՜ ^о)
имеем

!Ч ак ?к (/)
(О

2

На ак г к (0 </р (О

•1«

•г
У НА а*га (/) — ИХ т. 

''о
(14)

Поскольку точка >0 принадлежит 5<(Л), то в силу определения 5 (Л) 
[11], знаменатель правой части равенства (13) стремится к бесконеч
ности при т-• 4-0, поэтому используя неравенство (14) можем ска
зать, что при достаточно малом * 2> 0 равенство (13) превращается 
в неравенство

|П.+<-(?)1

'"1 У На ак'Рк (/) I
----------------3 (<->о)։+-։ I

7ГГ------------------------- + е при 0<*< -0. (15)

где е стремится к нулю при - 0.
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В силу определения функции Ф< (/) можно, используя неравенство 
Коши —Буняковского, для числителя правой части неравенства (15) 
получить оценки

</? (О

(0

</р (/)

(«>
1 аь (О

^(04֊ (16)

'*4' X 1‘* а* (ОI <*)__________
3 о - м։ -ь

Определим в интервале (/*— %; >04֊о0) функцию -р (/) = X (/) <р (/) = 
= 1 (0 — I1* о» ?* (/)• где /. (/) — характеристическая функция множества 

<•)
)-о + %)\£/>. Докажем, что точка /.0 является точкой Лебега

****

для функции (/) и значения Лебега в этой точке равны нулю. В 
самом деле, составим отношение

1 г՜■■ ■■■■■ —■ • |
Р ('х> ~ Л, /-о + Л) 3 ? (о </р (0-

При достаточно малом Л в силу неравенства Буняковского —

Шварца и определения функции ср (/), получим следующую оценку:

х«-л
<р(0 (»՛) <11? (Ср (О,-Л; 'о+Л)\£„.). (17)

Так как точка /0 является точкой плотности множества Е/>։1, из нера
венства (17) получаем

Нтл - о

А
I ф(/)</р(о[

'• л ^1* /ди։ I- ^л° ^о4-Л) Ер) _ п
Г77--- аТГ—~Т\ 111* ^>1՛ "Т7 ~ °՜Р ('о-՜Л, >0 — Л) л^0 р('о — Л, '0 -Г Л)

Имея в виду (16), неравенство (15) можем переписать в виде

(18)



Об одном признаке 81

Так как по построению множества А* точка /0 принадлежит множе
ству 5/ (А) и так как эта точка является точкой Лебега для функции 
Фр (О с конечным лебеговым значением *1’о„ (^) <1 , то по лемме 1
первое слагаемое правой части неравенства (18) стремится к вели" 
чине ФрД'о) при т — 4֊ 0. По той же причине и второе слагаемое пра

вой части неравенства (18) стремится к величине ? (/о) = О при —0.
Таким образом, в силу произвольности е, мы доказали, что

|Гх. (®)| Нт|Г,,.гн и (»)! 'С. = Ф, (>„).►

Лемма 2 доказана.

Доказательство достаточности условия теоремы 1. 
Для каждого Х^Лд- Гл (?) является (в. силу леммы 2) ограничен
ным по норме ||-|,# функционалом, определенным на многообразии 
2с£)(АГ). Следовательно, функционал Т> (?) однозначно продолжим 
по непрерывности на замыкание 2 в пространстве Ек, совпадающем 
со всем пространством Ек. Полученные после такого продолжения 
функционалы, которые очевидно также будут принадлежать Е , мы 
будем продолжать обозначать через Гх (?).

Доказательство формулы

(Л ф) = г (/)• Гх (?) ^(/)/,

и утверждения, что построенная совокупность функционалов Г £ 
£ Е'к, Х^ЛА| образует полную систему, можно провести так же как 
в работе [2] ►

Доказательство необходим ости условия теоремы 
1. Пусть существует полная система обобщенных функционалов 
{ Гл; Х£Л| самосопряженного оператора А, которые непрерывны по 
норме ДО* = [Л?!1«, где р (Л) = 1 и

•Г
2 И (•. 1 ?/ = К’՜՜1 (■) 6 р > 2- 
1-1

Обозначим множество \д■— П-К/. где — совокупность точек Лебе- 
• (П

га функции ?/(/) = V (относительно меры р), н которых значения 
Лебега конечны и равны ?|(Х), X £ Л/. Так как каждое множество

Л/(/ = 1, 2, • • •) имеет полную р-меру» то множество А = А П Ад П 5/ (/4)
также имеет полную р-меру.
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Докажем, что при сделанных предположениях функция Ф (/) — 
— (X I1 * * * V? ։?< (0|2)1 ■ почти всюду конечна по мере р. Предположим просо

1 — А
Положим а/= Н/0^)-()0))՜12 при / </V и а< = 0 при /> М 

л- А
тогда точка л0 является точкой Лебега для функции V н с ле-

/•!
беговским значением (>0). С другой стороны, можно выбрать та- 

- - ~ ~
кую функцию ? (/) = 2 Р/2» что последовательность {а/} 

/-1
удовлетворяет условию

■₽ по

V |а, -а,|։<։, 2^ = 1. (22)
/=։ /-1

Так как значения Лебега функций (0 в точке /.0 конечны, то в си
лу неравенства (21) можно считать (при подходящем выборе е и по- 

следовательности {а, } в (22)), что /0 является точкой Лебега и для 

функции 7 (0, причем ее значение Лебега в '0 больше чем В. Следо
вательно, в силу леммы I и вышесказанного, равенство (20) при 

^=£?(0 и / =/0 принимает вид

тинное. Тогда существует множество Г, для которого имеет место

ф? (/)= V |?1. (>)|г = а- если р(/?)>0. (19)
(О

Таким образом, мы будем считать, что ряд (19) составлен из значе
ний Лебега функций Н/|?|(/)|г в точках /• из множества Л.

По условию существует счетное всюду плотное по метрике Н 
многообразие - в такое, что функционалы (7\; ).£ Л} на эле
ментах определяются по формуле

Гл (®) = Пт 
г-40 №>■

* V т. /м

К +1- в)

— 1С

(20)
(А* +/- ф.

Докажем, что при сделанном предположении (19) каждый функ
ционал Т не ограничен по норме Ы* =-||Л/рЦ, если /’Л Пусть 
тогда для любого числа В в силу (19) существует номер М такой, что

/-1
(21)
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Гл„(?) =
(О

Поскольку число В произвольно, а |?||ж = 1, то получаем, что функ
ционал Т, ։, вопреки условию не ограничен по норме ДО,.

Таким образом, функция Ф (/), а следовательно и Ф2 почти 
всюду по мере р конечны. Поэтому р-мера множества Ма — {(;

п] стремится к единице, при п —* 4՜ оо. Теперь покажем, что опе
ратор К принадлежит классу о (Л). Для произвольного числа - О 

возьмем интервал (а, 6)с^‘ такой, что р (а, Ь)^> 1---- —, тогда в си

лу того, что Нт р (МлП(а, 6)) = р (а, Ь}, п •
существует номер Л (е) та-

кой, ЧТО

р п (а, 6)) >р (а, Ь) —

Пусть /(/) — произвольная функция из / , исчезающая на Мп <«) = 
А

и=(^х\(а, 6)) 0 ((а, ) и отличная от нуля на А1 \ Яс
но, что р(|/; / (0=0 )<С֊- Из того, что носитель функции / (/) ог
раничен, следует, что оператор / (Д) К 1 ограничен, следовательно,

5р[(/(Д)А-')*(НД) к-։)]= шум) к֊1-у2. 
■

Тогда если вместо взять полную ортонормированную систему 
■ {и>у}, участвующую в представлении оператора К, то получим

Vц/И) к֊'~ I/(4) ч>;Г и։, = 1 р’ В7 (А) =
(Л <Л <7>

I = С Уи’|?,(01’1/«)1‘</М<). (23)
I ">
■ ₽>

Из определения функции / (/) и того, что Ф2 (/)< п ('-) на множестве 
Мп («) следует, что правую часть равенства (23) можно оценить сле
дующим образом:

I I/ (01= 1
R՝

։1;!?/ (012 (О < п (-) I/ (01’ </? (0 < + 00 •

Следовательно, оператор / (Д)/С՜* £ 5։. Таким образом, оператор К 
принадлежит классу з (Д), чем и завершается доказательство необхо
димости условий теоремы 1.

В определении класса з (Д) желательно, чтобы спектральная 
функция р не участвовала.

Действительно, если спектр оператора А лебеговский, то класс 
з (Д) можно определить без спектральной функции р.
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С этой целью обозначим через Вп к.^асс функций /(/)£/?, тож
дественно равных нулю нне интервала (—п, п). Будем говорить, что 
оператор (А), если

i) A4 К

П) для любого s^>0 и натурального п можно найти функцию 
ç (О € В* такую, что

а ) mes (|Г; ? (/) —0} П(-- п, л))<։,
б ) ? (Д)К֊1 £52.

Наше утверждение следует из равенства

з (Д) = за (Л), (24)

доказательство которого мы опускаем.
Если спектр оператора А лебеговский, то в силу (24) теорему 1 

можно сформулировать следующим образом:
Теорема 2. Для того чтобы существовала полная система 

непрерывных по норл<е ||?!|ж = обобгиенных функционалов { Т, } 
самосопря женного оператора А с лебеговским спектром, необходи
мо и достаточно, чтобы оператор К за (/1).

В общем случае, когда спектр оператора А имеет сингулярную 
и лебеговскую части, определим следующий класс операторов: будем 
говорить, что А£о։(Д), если А£К и существует непрерывная функ
ция /(0, обращающаяся в нуль не более чем в счетном множестве то
чек, такая, что оператор / (/4) К՜' £5,. Очевидно, что (Д)с з (А), 
поэтому имеет место следующая

Теорема 3. Для сугществовани я полной системы непрерыв
ных по норме обобщенных функционалов | 7\| самосо
пряженного оператора А, достаточно чтобы оператор К принад
лежал классу зх(Д) 

т
Замечание. Пусть /(/) = П (/ X,) Л тогда в силу равен-

ства (10) из условия /(А) К 1 £52 следует, что если ).у (у=1, 2,• • •, т) 
не принадлежит классическому спектру 5 (Л), то К~{ £ если же 
хотя бы одна точка ).։^5(Д), тогда как мы убедимся в дальнейшем 
(см. п. 3), существует оператор К՜1 £ такой, что / (А) К՜1 £
£5, и следовательно К^з1(А). В частности, если / (/) — (/ — )), 
где I. -■ 5 (А), то существует оператор Л՜’ такой, что
(А -/./)/:-> £$2.

3 . Основной результат этого пункта состоит в следующем: пе- 
дс(

ресечение классов з 1(Д)П(5Р\5^ ։) = зр (Д) не пусто ни при каком 
/> = 3, 4, •• •, где я՜* (Д) определяется так: з 1 (Д), если К՜1 £

* з(Д). Кроме этого результата будет приведено новое доказатель
ство теоремы Каца |6].
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Предложение 1. Для любого самосопряженного оператора 
А с простым спектром, действующего в гильбертовом простран
стве И и для любого числа 2 р . класс (А) всюду плотен

(в смысле сходимости по лгетрике |*|ло) а
< Не нарушая общности, можно предполагать, что оператор А 

ограничен, т. е., что его спектральная мера сосредоточена на интер
вале (а, 6).
(Пусть оператор К (•) = р/ ( , «>/)?/ принадлежит классу 8։, „ 

(/>
Это означает, что ~ °°> 4 I1?՜1 = 4՜ • Тогда для лю-

(П ' </)

бого числа £0 > 0 существует номер п0 такой, что

։*; •о* (25)
/■**1 I

В интервале (а, 6) выберем возрастающую последовательность чисел 
а = /0 /2< • • ■ < (и • • • таких, что Кт = Ь и [»-мера каждогоп -♦ •
интервала Д* = (/*-ь /*) больше нуля, а р-мера каждой точки /*, к — О, 
1, 2, ••• равна нулю. Обозначим через /’ подпространство функций 
/(0€ обращающихся в нуль вне интервала А*. Очевидно, что

I ֊ И Р,== Р , (26)

к-\
где

I р* (0=р (о «р* (о = ! /* / ь
|| 1р (/*-։)
| Рассмотрим пространство Л; „ — П Л = 1,2, •••, где под- 

пространство Нп^—Н- Тогда в силу (26) очевидно имеем

(27)
»֊1

Пусть множество положительных чисел ; удовлетво
ряет следукщим условиям:

(28)

(29)

(30)
л-։<-։
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Существование такого множества при любом легко установить. 
Произвольным образом перенумеруем множество чисел |«<(*>)| *•։ з 
и полученную последовательность обозначим через {*};}.

Из условий (29) и (30) следует, что

(31)

(32)

Затем в пространстве /Д п выберем полную ортонормальную сис
тему (/)}“, к = 1, 2, • • • и соответственным образом пере
нумеруем множество функций {‘^*։(/)}, I» &=1> обозначим полу
ченную посхедонательность 'через 1/у (0}։՝« Легко видеть, что систе
ма !// (/)} будет полной и ортонормальной в пространстве УНп .

Обозначим через {.), (/)) полную систему, биортогональную к 
/Д/Г. Тогда очевидно, что в силу (27), (31) и (32) оператор В„Д-)= 
= » МЛ определен в Н„, и принадлежит классу 5/,\5г-ь где

(;)

= И՜1 ОД/), /у = И՜1/у (О- Рассмотрим оператор

определенный в Н и принадлежащий классу и докажем, что
оператор В 1 принадлежит классу з (А). Для этого сперва покажем, 
что для любого т функция

А* (О =ГЧ ՝ '

де
2 Т*|Л(^Г- если 1т)
/-։

0, если I £ (/„,. 6),

интегрируема по мере р.
В самом деле, в силу условия (28) и способа нумерации системы 
/, к = 1, 2,•• •, получаем

(0 (0 1Д (0г (0 =

(33)

где для фиксированного к последовательность чисел |а,*)}^։ обозна-
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чена через е. = т(4(> г- 1» 2,՛-, а последовательность 
функций (01Г.| обозначена соответственно через

!/», (О);.,, т. е. <•>(**(/)=/», (0. <=Ь 2.- -.

Пусть г>0 — произвольное число. Тогда существует такой но
мер т (е), что имеет место р о»» Возьмем, далее, ограничен
ную функцию / (/) £ такую, что / (/) =/= 0, если / £ (а, (.>), /(0=0,
если /^(6п(о, Ь). Легко видеть, что оператор }(А)В^82. Так как

ЦА) В(.) !1, (*.

то для этого достаточно показать, что оператор / (А) Вп, принадле
жит 52. В самом деле, в силу (10) и (33) имеем

зр [(/М) ВпУ(/;А) В,,)]
ь

С 2 т’1Л(0|։1Л(01։<Ф(0 -=
Л /.|

,/л» (•)

а

(О I/ (0|։ а:. (/)< с

Отсюда и из вышеуказанного следует, что оператор В£з^(/4). Те
перь докажем, что операторы В и К близки в метрике пространства 
Зр. В самом деле, в силу (25) и (32) можем написать

Iк - в\.р =

) ?/И? (՛ >

И; (•» <•>;) ®/—

Предложение 2. Для любого р>2 и любого оператора 
К £ Ьр сугиествует самосопряженным оператор А такой, что опе
ратор К 1 £з(Д) (сугиествовачие оператора К~[ в Н мы предпо
лагаем).

◄ Пусть Л'() = ^՝ р/ (•, ш/) ф,, где V + со и система ' —

полная и ортонормированная в Н. Легко показать, что из последо
вательности . можно выбрать подпоследовательности

(где для каждого /=1. 2, З,*-* через к\\ обозначена подпоследова
тельность последовательности натуральных чисел), удовлетворяющие 
условиям:
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•г
։) V < 4֊ ОО, у — 1, 2, 3,« • •, *— I(-1

И)* А/= Д/ тогда и только тогда, когда /—7, 7 = 7.

։։՛։) Каждый член последовательности {!**} участвует в какой-ни
будь из взятых подпоследовательностей.

Возьмем интервал (а, Ь) и на нем последовательность точек

а — /0 < G “С 4 <С ’ ' * < 7;<С ’ ’ * так что (34)

Обозначим через Н подпространство пространства Н, которое по
рождено системой |фа.17_։, т. е. система полна и ортонорми-

рована в Н7.
Легко доказать, что существует самосопряженный оператор А/ с 

простым спектром, действующий на //7, и соответствующая ему спек
тральная мера р,, сосредоточенная на интервале А/=(/у-|, /,)•

Из условий ii) iii) и (34) следует, что

i*j и (35)
. >и 1

Введем самосопряженный оператор А в Н следующим образом: 
def

>4|,у = Ац j=l, 2, •••. Тогда в силу (35) оператор А имеет про
стой спектр и его спектральная функция будет

ас
Р (О = 2 Р, (О, где У в/ = Ъ е/>0-

Из условия (34) получаем, что мера р сосредоточена на интервале 
(а, Ь).

Теперь покажем, что оператор К՜' ^<з (А).
Возьмем произвольное число е >0, тогда существует номер п (е) 

такой, что р (/„ (»), 6Х.е. Введем ограниченную функцию /(/)££; еле 
дующим образом: / (/) у 0, если (£(а, /«(о), / (0=0, если (7я(«ь Ь). 
Легко видеть, что оператор /(А) К^51,. В самом деле, в силу (10), 
1) имеем 

• ь
И (О|‘ 2 1‘31?Л0!г</? «)»sP((/ (4) К)’ (/ (4)Л)] = С

(7)12 do (/) -С const

я (•) -
= const 2 2 ||1./I2 <

;-1 /-։ ‘
+ ОО, где фу (0= V'jyk .
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Приведем теперь доказательство теоремы Каца [6] в новой фор- 
мулировке.

Теорема 4. Для любого оператора Л£К такого, что К 1 4 
4 Л,/\5’2, можно наити самосопряженныИ оператор А такой, что 
К~ з(Д) или К * 4‘з֊’(Д).

4 а՝ |Х/ (/)|՜՝ — -г оо п. в. по мере р.
10

В условии (|) можем считать, что а. — р-/, 7= 1, 2, 3, Рассмотрим 
далее оператор А = И՜1 где (? оператор умножения на незави
симую переменную, а И: Н —♦ А* — изометрический оператор, опреде
ляемый следующим образом:

= X/(0 7=1,2, З, - -.

Известно [14], что оператор А самосопряжен в Н и его классический 
спектр 5(Д) совпадает с точкой роста функции р (7). По построению 
система такова, что соответствующая оператору /С՜1 функция
ф2 (/) — V ц-' (,)|2 равна бесконечности на множестве положительной

(О
спектральной меры оператора А. Далее из доказательства необходи
мости условия теоремы 1 следует, что оператор; (Д).КЧ

Поскольку для каждого самосопряженного оператора А з(Д)з> 
о то из теоремы 4 легко следует

Теорема 4*.
П з (А) = Кн. 
М)

Инети тут математики 
ЛН Армянской ССР

◄ Пусть К ’ (•) = а/ , а/ — ( •, «>/) и |\ = 4-
(») <0

Рассмотрим пространство /.7, где функция р монотонна, непре
рывна и р (— оо) = 0, р ( г оо) = 1.

Легко понять, что для любой последовательности положитель
ных чисел {а(}, удовлетворяющей условию х а; = 4֊ ՛ , существует 

(О
полная ортонормированная система {/<(/)} в С- такая, что имеет ме
сто условие

(!) 4 * * а- |Х/ (7)|2 равна бесконечности на множестве положительной 

р-меры. В самом деле, в пространстве £* для некоторой ортонорми- 
рованной и полной системы {//(/)} (//(/) по отношению к мере р имеет 
такую же конструкцию, как и система Уолша { (/)} по отношению
к мере Лебега. Заметим, что (01 = 1 п. в. но мере Лебега, следо
вательно |7.<(0|в։1 п. в. по мере р), имеем

Поступила 4.11.1977
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IF Ա. ՄԿՐՏԱՏԱՆ, Ւնքնահամալուծ oii|Lrunnnr|i սԼփակաճ ֆունկցիո(յսւ|նԼրի |րիվ սիս- 
ւոԼմի uiG|ii.f|lHUii.iHpjnifip թնորոշորլ մի Gnr liiiij «ոսւնի »ի մասին (ամփոփումյ

Հիմն ա /յանում այս աշի/ատանրր վերարերվում I անհրամեշտ-րաւ/արար և րախարար
պայմանների նկարա էյրեյ ուն, որ }~ք հիյրերտյան 
օպերատորի րն ղ 'անրա էյ վա ծ ֆունկցիոնալների 
բանաձևի սաՀմանէքաձ մետրի կայի է

տարածության մեք t/ործող Д ինրնահШմալՈւ ծ 
7\ [ ւՐՒՀ. է*իՍ1ոեմր լինի անրնղհատ րստ (2}

R. Z. MKRTCHIAN. On a new criterion characterizin g the continuity of the 
full system of eigenf unctionali (summary)

Tae pâ )c/ is d'voted to th՝ description of necessary—sufficient and sufficient 
condition* for the continuity in the metric (2j. of the full system of generalized eigen֊ 
functionals \ T.} of the selfadjoint operator A, acting in the Hilbert space //.
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