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БАШНИ КРИВЫХ И МНОГООБРАЗИЯ ПРИМА

Задача отличения многообразий Прима от якобианов кривых ста­
ла актуальной после решения проблемы рациональности кубики Кле­
менсом и I риффитсом [12]. Было установлено, что при разложении 
среднего якобиана в прямую сумму двух компонент, одна из которых 
является произведением якобианов кривых, а другая компонент! 

риффитса [5] — не содержит якобианов кривых, они преобразуются 
автономно, причем компонента Гриффитса является бирД1Иональным 
инвариантом. В случае кубики в Р' (а также расслоения на коники, 
пересечения трех квадрик [7|) средний якобиан возникает как много­
образие Прима двулистного накрытия, поэтому появляется необходи­
мость отличения его от якобина кривой.

Усилиями Мамфорда [3], разобравшего общий случай, и Тюрина 
|5|, [6|, Рецилласа [10], автора [8], Масиевицкого 1111, исследовав­
шими оставшиеся специальные случаи, был получен ответ для много­
образий Прима неразветвленпых двулистных накрытий. В статье [8] 
было показано, что в случае разветвленного в двух точках накрытия 
гиперэллиптической кривой, как и в неразнетвленном случае, много­
образие Прима изоморфно якобиану кривой. Развивая метод башен 
кривых и накрытий, мы в этой статье докажем, что многообразие 
Прима, разветвленного в двух точках двулистного накрытия триго­
нальной кривой, является якобианом при ограничительных условиях 
на точки ветвления (§ 7).

Автор признателен за ценные обсуждения А. Н. Тюрину, Майлсу 
Риду, Ф. А. Богомолову.

Сводка обозначений

2 к2— циклическая группа порядка л֊',
R (С)—поле рациональных функции кривой С, 

С2— расслоенное произведение,

— дивизор ветвления накрытия »: С С,
иа — половинка дивизора ветвления, соответствующая дву­

листному накрытию а,
(Н^։, и 1) — характеристика двулистного накрытия з,
(1^, — общая часть дивизоров,

7« — инволюция кривой С. индуцированная двулистным на-
крытием з,ՅՏ9 4
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G (С С) = G(R (С) R (С)', — группа Галуа накрытия з, 
deg t — степень накрытия в, 
1 = id — тождественное отображение, 

<
А — двойственное многообразие К абелеву многообразию А, 

Л Л А
у: А — А — дуальное отображение к ։: А -* А .

ЧАСТЬ 1. БАШНИ КРИВЫХ И НАКРЫТИЙ 

§ 1. Категория конечнолнстных накрытии

Построим категорию конечнолистных накрытий полных неособыч 
кривыч Сое. Объектами этой категории являются конечнолистные на-

крытия полных неособыч кривых С - С. Морфизм объекта

С — С в объект (.՝ ֊С определяется как пара накрытий
—*֊

з: С-< С , з: С * С удовлетворяющая условию коммутативности 
диаграммы

- □

Композицией морфизмов (з; а): * г и (а , а'): г' — п" называется 

морфизм (։'<« а, з о а): " — г". Проверка аксиом категории тривиальна. 
В категории Соу можно определить понятие расслоеного произ­

ведения. Если з и -накрытия с общим концом С , их расслоенным

произведением назовем накрытие Со —* С , разлагающееся в произ­

ведения ”0 г г — - и обладающее свойством универсальности: 

если накрытие С —» С' также разлагается в композиции ■: = з о я =

~ то существует коммутативная диаграмма (1.2). Кри­

вая С„ обозначается С С . Из свойства универсальности сразу 

выводится единственность расслоенного произведения. Существование 
расслоенных произведений в более общей ситуации доказывается в 
[2]. (4).

Рассмотрим накрытие Галуа С ֊* С с группой Галуа С. Каж. 
доЙ подгруппе Н группы С соответствует кривая С//, получаемая из г
С факторизацией по действию Н. Паре вложенных подгрупп Н^Н 
соответствует каноническое конечнолистное накрытие Сн, ֊> С7/,. Возь-
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мем все получаемые описанным образом кривые и те из накрытий, ко­
торые не разлагаются в произведение других таких же. Построенную 
башню кривых и накрытий назовем башней I алуа накрытия Если 
рассматривать полученную башню как ориентированный граф, то оче­
видно, что он будет совпадать с грарэм структуры подгрупп^группы 
(7. Типом башни назовем соответствующий ей орграф. Две однотип­
ные башни называются изоморфными, если между их соответствующими 
кривыми существуют изоморфизмы, объединяющие эти две башни и 
одну коммутативную башню. Внутренние автоморфизмы группы 6 
определяют автоморфизмы башен Галуа с изоморфизмами сопряжения 
соответствующих кривых. Ж

Предложение 1.1. Пусть С — С— накрытие Галуа с

группой Галуа И (С/С) С, подгруппы Н1сгН1 пруппы С сопряже- 

ны подгруппам Н2С Н2, а "։: С, =а С Ну —♦ С։ С Н}и ~ : С2 = С Н. —* 
—4 С; — С. Н:— ассоциированные накрытия кривых. Тогда изо­
морфно т:2, т. е. сугиествует коммутативный квадрат

с би регулярными изоморфизмами а и а.
Доказательство. Пусть для /<С 3/(х)=/х/՜’ и 

с, (/7Д = Н:, (Л7։) Н:. Определим изоморфизмы ։: С։ — С., а: Сх—С

равенствами а {Нх х) = Н2 / (х), а (//, х) ТГ у (х). Они определены 
корректно и обратимы
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1 1 (Н: х) Нх г 1 (х), « 1 (Н: г) - Н, ) 1 (х).

£ 2. Нормализации трехлистных накрытий
Двулистные накрытия всегда являются накрытиями Галуа, но 

уже для трехлистных накрытий это не верно. Пусть /0: Со С про­
извольное трехлистное накрытие. Соответствующее расширение полей 
рациональны; функций является кубическим, и можно считать, что 
/? (Со) = R ( С); л ), где х — каре 1 э урав 1?ния / (%) — X {-а X Ь 0 с 
«, 6^И(С). Если дискриминант А= —4а1 27 6՜ равен квадрату
элемента из R (С), то R (СаУ R (С) является расширением Галуа 
с группой Галуа С (R (Со) R (С)) = С (Са/С), изоморфной циклической 
группе 2 32 [1].О <евидно, что в этом случае у трзхлистяого накрытия 
нее точки ветвления индекса три, и обозначая их число через ш, по 
(формуле Гурвица получим

Я (Со1 = ш — 2 4֊ 3* (С).
Если [/? (С)]2, то R (С„) R (С) не является расширением Га­

луа. ибо не нормально. Поле разложения Л многочлена / (/¥) на- 
линейные множители имеет степень 6 относительно R (С) и 

/ (Г/R (С)) изоморфно симметрической группе 5а. Неособая модель
С поля / шестилистно накрывает С, причем существует коммутатив 

пая башня кривых и накрытий

Предложение 2.1. Шести лист ное накрытие Си—» С до­
пускает башню 2.1 с различными дву листными накрытиями 
>։. ч. и трехлистным накрытием / тогда и только тогда, когда 
оно является накрытием Галуа с группой I алуа

С (Си С) " 5,. При этом Сн== С* X X (к = 0, 1, 2). 
с

Доказательство очевидно.
Обозначим через / элемент третьего порядка группы 6’ (С>< С).
П редложение 2.2. Существуют би регулярные изоморфизмы 

'4/: Ск • С (к, I =0, 1, 2; к- I), вписывающиеся в коммутативный 
ба иг ни
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Доказательство получается специализацией предложения 1.1.
Предложение 2.3. В башне 2.1 накрытия /0, С развет­

влены над одним и тем же дивизором = Ц/ 4- Ц՜' , прич՛ м чад 
точками п имеют ветвления индекса т, двулистные накрытия 

разе >т злгны над дизизэрамл У/. — /* (И ,)тоЗ. 2
(к = 0, 1, 2), а трехлистное накрытие I имеет только ветвления 
индекса три над дивизором ■** ( П^,).

Доказательство. Достаточно заметить, что сквозное шест;-
листное накрытие может иметь только ветвления индексов два и тр;.

Следствие 1. Тригональное накрытие С, — Р1 нормально тог­
да и только тогда, когда все ее точки ветвления индекса три.

Действительно, если тригональное накрытие с ветвлениями ин­
декса три не нормально, то, нормализуя его, получим башню (2.1) с 
распадающимся накрытием V. Обратное утверждение было доказано.

Следствие 2. В башне (2.1) трехлист.1ые накрытия Ь (к - О, 
1, 2) не нормальны, причем башня, возникающая при нормализации 
любой из них, совладает с башней (2.1).

Пред ложен ие 2.4. Накрытия чк, (к =0, 1, 2) и автомор-

физм треть ею порядка j(z.G{Ci,IC) связаны соотношением

\ ° ~ id'

Проверяется непосредственно.

§ 3. Восьмнлистные накрытия группы квадрата

Ключевую роль в получении основных результатов настоящей 
статьи будет играть конструируемая в §4 „многоэтажная они;.я
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(4.11. В предыдущем параграфе мы отдельно исследовали нижний блок 
этой башни. Настоящий параграф посвящен изучению трех однотипных 
верхних блоков этой башни. Впервые башни такого типа поянлись при 
доказательстве совпадения примианов разветвленных двулистных на­
крытий гиперэллнптических кривых с якобианами [8].

Группа I алуа восьмилистного накрытия Галуа имеет порядок 8. 
Неабелевых групп восьмого порядка всего две: группа единиц тела 
кватернионов и группа С/ движений плоскости, переводящих фиксиро­
ванный квадрат в себя. Эта группа изоморфна сопряженным между 
собой подгруппам восьмого порядка симметрической группы 54 и на­
зывается группой квадрата.

* К К

Определение. Композиция двулистных накрытий С -* С — С 
назовем диаграммизуемой, если сквозное четырехлистное накрытге 

шляется накрытием Галуа с группой Галуа <7 (С/С) 2 22 X 2/22.
Теоремы 1 и 2 [8] дают некоторые необходимые и достаточные усло­
вия днаграммизуемости.

П р е д л о ж е и и е 3.1. Восьмилистное накрытие ■։ С -» С до­
пускает разложение в башню (3.1) из двулистных накрытии с не-

диаграммизуемой композиииси ՛> "0 тогда 
да " является накрытием Галуа с г/у г гои 
группе квадрата (^.

и только тогда, ког-
/ алуа С-, изсмсрУ-Ной
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Доказательство. Из существования башни (3.2) следует, что 

группа Ач1?(Г( R (С) А’(С) автоморфизмов поля R (С) заведомо со­
держит инволюции 7- , 

«։ <1 7-, /՛-•, и значит порядок ее, кото- 
«• <• '։

рый должен делить степень расширения [А (С): R (С|] ֊8, ран. 5 с - 
ми, т. е. " является накрытием Галуа,

Подгруппа С(С'С) группы С (С/С) отлична от 2 22 2 22,

следовательно, циклическая. Группа С (С/С) порождается образую­
щей / этой циклической группы и, скажем, инволюцией 7- : 7, ри -м 
нНИИМЙЯ'К/Л ’‘ЖМ 'хЛИиЖл

если бы 7у /7, то 1 = (7/)2 — р, поэтому 7/ /’7. Значит С из море­
на группе квадрата. Обратное утверждение теоремы получается ц ак- 

торизацией С по действию подгрупп группы С-.
В статье [8] башня (3.1) получается следующим построе• *м. 

Рассматриваются двулистные накрытия и Строится н.коытие 

*2 = 7։'”1 и расслоенное произведение С С> С с каноническими 

накрытиями и "_՛. Устанавливается, что на С кроме 7- . 7- есть 

еще ровно три инволюции, факторизуя по действию которых пелу аем 

накрытия “0, и “Ь Остальные накрытия сущест \ з 
условия диаграммизуемости (|8], теорема 1).

Мы покажем, что приведенная конструкция универсальна, т. е. 
любая башня (3.1) может быть получена таким построением.

Предложение 3.2. Между кривыми С\ и С. башни (3.’) су- 

шествует бирггулярныи изоморфизм ՛;: С| —• С.>, мисынаыдм г- в 
коммутативный квадрат

Доказательство Оледует из предложения 1.1.
Следствие. Приведенная выше конструкция башни (3..) унч- 

ве реальна.
Достаточно отождествить С| и Сг с помощью изоморфизма у.
Заметим, что из соображений симметрии утверждение предхожг-

е ф
ния 3.2 справедливо и для кривых С\ и С>, поэтому конструировать 
башню (3.1) можно, исходя и из композиции " “։. Это так называе­
мое свойство обратимости (конструкции) башни (3.11.
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Предложение 3.3. Характеристики накрытии и
связаны соотношениями

1Г- -г: (1Г 1Г0), 4-,;. 1Г0),

Н’о = ( И'г , 7- И7.) (( и^.՛, 1՝г. И^), ), где №Т: дивизор ветвле-
। 1 1 ՛-■ -¥ 1 “ ՛ ■

ния 11 .՛ дивизор, над которым разветвлено С,- поло-
1 1

винка В соответствующая (11^ ) характеристика л".

£ 4. Накрытия Галуа с группой 54

В атом параграфе мы построим и изучим башни двадцатичеты­
рехлистных накрытий Галуа с группой Галуа, изоморфной симметри­
ческой группе 5*.

Основная конструкция. Пусть /0: Со — С не нормальное

трехлистное накрытие, " р С Со — двулистное накрытие. Нормализуя /0 
согласно § 2, получим башню (2.1). Построим расслоенное произведение

С С(, С. с канонической проекцией >0: Со—Сотображение \ = 
Г Г ж I I

֊ ՛''՝\: Сх С. С,,, где у элемент третьего порядка группы
« Др *

О (С. С}, и кривую С Со С։ с каноническими проекциями *0 и՝»,.

Предложение 4.1. Сквозное отображение С — С, полу­
чающееся в результате основной конструкции, являете я накры­
тием Галуа с группой Галуа С 54 тогда и только тогда, когда 
выполняется условие (I)): существу?т дивизор й без кратных 
компонент такой, что I— 2/Л /Ов С- - />. Любое накрытие 
1 алуа с группой Галуа Л4 может быть получено с помощью основ­
ной конструкции.

Доказательство. Предположим сначала, что С = 54. Факта- 
ризуя С по действию подгрупп группы 54, получим башню (4.1), 
где сплошные стрелки обозначают двулистные, пунктирные трехлист­
ные, двойные четырехлистные накрытия. Чтобы не перегрузить ри­
сунок, мы чертим только один из трех блоков типа (3.1) и накрытие 

С (4. = О, 1, 2, 3), ассоциированное с одним из четырех сопряженных 
друг другу подгрупп третьего порядка группы 54. 

Т *
Из предположения С- 54 следует, что 6’(С Си) 7 22 X 2/22 

является нормальным делителем в С-. Значит С։| —♦ С будет пакры- 

тием । алуа с группой Галуа С (С„/С) =54 и следовательно, согласно 
2 будет нормализацией накрытия 70: Си -* С.
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Лемма 4.1. Если кривая С башни из двулистных накрытии 
<4.2)* и мест такой автоморфизм третьего порядка, что 

/*=У* = У* =у* /*у7» то существуют автоморфизм }'^С(С С)Ъ % I
ш *

третьего порядка и изоморфизмы •% : Сг—‘С.(г $). вписываюгииз-
ся в коммутативную диаграмму (4.3) (см. стр. 58).

Доказательство получается специализацией предложения 1.1.
Из леммы 4.1 следует универсальность основной конструкции.
Прэв? рим выполнение условия (£>).

См стр 58.
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fU)

Лемма 4.2. Если С,։ кривая с автоморфизмом у третьего 
порядка, то для существования коммутативной башни (4.2) с 

'*/ j ° 'о U= 1. 2) необходимо и достаточно, чтобы характе- 

ристика (1ГL ) накрыта я ՝*0 удовлетворяла условию (£)): (1-{-у —

у) tl'- — 2 D, (1 у г f՝ \ U ~ -s= £>, где D j-инвариантный ди~ 

визор без j-неподвижных точек и кратных компонент.
В самом деле, согласно лемме 1 [8] характеристики башни (4.2) 

должны удовлетворять соотношениям
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|^-Г-+Г^ 2(1Г_, 6’_ £у. (1Г-, и\),
*< *1 *Г *1 *• *11 *| *> *

откуда
1Г_+'Л’. 1Г> = (!-/-/') Г,= 2И< 2(1Г., и\),

'1 • •• 'й

4/~ + 4'- + 4/- (1 / -г Г) и. =2, »’. -г (1Г., 1К).
«•В *1 *а Ъ '• ’։ Ъ

Очевидно, что О — 1Р\,-|՝ (^-» ^-֊) /-инвариантен и имеет только 
»1 •»

однократные точки. Если бы он имел неподвижную относительно / 
точку, то эта точка принадлежала бы всем дивизорам ветвления И

Ц7_, 1Г-, что противоречит условию существования башни (4.2). Лем- 
»1 »■

ма 4.2 доказана.
Поскольку мы предположили, что в результате основной кс - 

струкции получается башня (4.1) с группой Галуа 5։, то на осно -

нии леммы 4.1 >/ = /' '> у0 (/ 1, 2) и, следовательно, согласно лемхе

4.2 (1 + у' 4՜ у2) (1 4՜ У У?) где & /-инварианте .
* « ՝»

без кратных компонент и /-неподвижных точек. Кроме того, применяя 
лемму 2 [8|, получаем

1Г_ =»; ( - (иг,.. 1Г..», и. <=.и. - ± »; ։ г՝. г,),
* • *• 2

откуда следует, что £) также /. -инвариантен, но может содержать 

-неподвижные точки. Значит / ч» £)=^6Р, V з<р ։ где над (/։
։ /? 5

накрытия ՝*,, /,) ветвятся, а над Рг— не ветвятся (возможно R- или 
5=0). Положим Р — У Рг 4՜ У. 0՝ •

Осталось доказать, что основная конструкция при выполнении 
V

условия (£)) приводит к башне (4.1) с С (( ( ) 5։.
Так как композиции ; у0 - ч։ диаграммизуемы, то их мож­

но вложить в башню (4.2) ([8], теорема 1). При этом, используя лем- 

му 2 [8], из условия (О) можно вывести условие (/)) и значив н?. оснс- 

вании леммы 4.2 ^=у/'/^0.

Лемма 4.3. Если кривая С„ коммутативной башни (4.2) 

имеет автоморфизм третьего порядка у и Лэ— У '՛ '1 )г‘ ,:՝т<- на 
Со= С. существует сохраняющееся при циклических пере­
становках тернарное отношение, которое индуцирует с.՛ э/по.и

физм третьего порядка на
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Д оказате \ ь с т в о. Определим тернарное отношение условиями:

(х0, Хр Хо — \ ((А"о, X,)),

у • * *•

где (х0, точка расслоенного произведения с'= Со С\. Непо-

средствекно проверяется, что (х։, г2, х0) и (х2, х0, <,) также обра- 
зун^т тернарное отношение. Чтобы определить автоморфизм у0 на

• •
С представим ее в виде расслоенного произведения Со С։ и поло­

жим у0 (х0, х։) — (х1( х,.).
Применяя лемму 4.3 к нашей ситуации, получаем на С кроме 

построенного автоморфизма ул еще три у*-м = Л, у0/, (Х=0, 1, 2), а 
՝к *

всего вместе с обратными восемь автоморфизмов третьего порядка.
Лемма 4.4. В блоке (4.2) башни (4.1) характеристики на-

крытий *։, у2 7риняолютивны, т. е. = 7», 1ГТ, Г, С/-.
*1 *։ *1 *1

Аналогичны • утверждения споав дливы для других пар накры- 
тии ՛*,, 

Действительно, ( = у 7,. (1Г\, £/_) =
*• Ъ * о *•

= г../■ (IV’.. £/_)=»., (1Г_, </_). 
Ъ »1 »1

Из леммы 4.3 следует, что применима универсальная конструк- 
— * у

уия § 3, и носьмилистные накрытия V, •, ՛, чр С — С (I =- 0, 1, 2)
вкладываются в башни типа (3.1), причем с использованием предло-

V

женин 3.3 и 2.4 доказывается, что кривая С/ 1, 7., 7. , 7<-’ совпа-

дает с С, при выполнении усчовия (О). Нетрудно проверить, что три 
полученные башни типа (3.1) изоморфны между собой. На основании 

V
предложения 3.1 кривая С имеет девять инволюций и шесть авто-

¥
морфизмов четвертого порядка. Значит сквозное отображение С-* С 
» меет 24 автоморфизма и, следовательно, является накрытием Галуа, 
.очко так же, как это делается в предложении 5Д, можно показать, 
что инволюции 7 и 7. вместе с любым автоморфизмом третьего по- 

•• *1
рздк1 порождают зпкоперемезчую группу с. 5<։ Инволюции 
1,1. г\ порождают группу квадрата (§ 3). Отсюда получается, что *• Ъ «О
(> ' 54. Предложение 4.1 доказано.

Таким образом, башня (4.1) вполне определяется не нормальным 
тречлистиым накрытием /0: Со —» С и двулистным накрытием

7о: (֊'о С(), удовлетворяющим условию (£>). Поэтому, исходя из ха­
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рактеристик этих двух накрытий, можно определить все характернее и 
ки башни (4.1). Нам понадобится частичный результат.

Пэ едложение 4.2. В башне (4.1) накрыт <я : С/ — С/ (/ 
= 0, 1, 2) изоморфны мгжду собой и накрытия д,: У* С (/: О, 
, 2, 3) изоморфны между собой, причем роды этих кривых связаны 

соотношением $ (Уь) ц(С) = ц(С1)
Доказательство. Существование изоморфизмов устанавли­

вается из общего предложения 1.1. Соотношение на роды вытекает из 
следующей леммы.

Лемма 4.5. Пусть х— точка кривой С. То1да
(։) если Ь и г.; не разветвлены над х, то все накрытия башни 

(4.1) не разветвлены над ней;
(п) если // над х имеет ветвление индекса три, то над х 

не / а*бс теле но, а ф» имеет ветвление индекса три;
(111) если (1 над х имеет ветвление индекса два, а над х 

не разветвлено, то дц над х имеет одно ветвление индекса два:
(IV) если над х разветвлено, а не разветвлено, то ~ ц 

(/1 над х имеют ровно два ветвления индекса два;
(V) если и ~1, и (> над х разветвлены, то Ь над х ид сет одно 

ветвление индекса два, следовательно, два прообраза, разветв ։е- 
но над ними обоими, а дк над х имеет ветвление индекса 4.

Обозначим число точек х типа (п), (Ш), (1\/>, (V) соответственно 
через а»'', го"', ш,у։ ш'. Применив формулу Гурвица к лемме 4.5. 
получим

г (Л) = 4, (С) з

?(С<)= 3,?(С)-2 + а, " 4 -֊«' "4- у ? (С. ) =6? (О 5 

2ю" - и՝ 4 «,н +2и» ,

х(С.)-г(С.)=Зг(С)-з -а." . ± 4- ֊«■=?().) «(О.
70 *

Замечание Ь Из леммы 4.5 следует, что при неразветвленном 
накрытии ряд Яр индуцирован:яй накрытием д„: /с —♦ С — Р , ш 
содержит элементов вида 4Р и ՝2Р 2(?.

Замечание 2. Башня (4.1) обладает свойством обратимости 
конструкции в следующем смысле. Все сопряженные накрытия дк баш­
ни (4.1) не нормальны, причем их нормализацией является 24-листное 
накрытие С — С. Следовательно, башню (4.1) можно конструиро
вать, исходя из накрытия дк- Для этого надо взять ни нормализа 
цию " и башню Галуа накрытия ".
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£ 5. Нормальный случаи

Исследуем случай, когда трехлистное накрытие /0: Си — С но; - 
мально, следовательно, является накрытием Галуа. Тогда группа Га* 
луа 6։ изоморфна 2 32, и через / мы обозначим ее образующую.

Как и прежде, п0: Са — Са двулистное накрытие. Нас интересует воп­
рос, когда композицию /0 ь “0 можно вписать н коммутативную башню

Здесь как и в башне (4.1), двойные стрелки обозначают четырехлист­
ные, пунктирные трехлистные, сплошные двулистные накрытия.

Предложение 5.1. Двенадцати листное накрытие С — С 
допускает разложение в башню (5.1) тогда и только тогда 
когда является накрытием Галуа с группой Галуа, изоморф- 

нои знакопеременной группе Д4 с При этом С Со У к (А = О, 

1, 2. 3).
Доказательство. Отображение С—*С башни (5.1) имеет три 

инволюции и восемь автоморфизмов третьего порядка, следовательно, 
является накрытием I алуа. Инволюции г. , к, г'՜ вместе с произволь- 

К» «I «.
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ным автоморфизмом третьего порядка порождают группу С . Если 
бы /л был перестановочен с какой-либо инволюцией, то в была бы 
циклической группой. Значит можно предположить, что =

Получено описание группы Д4 с помощью образующих и 
«1 ՛ " 

определяющих соотношений.
Предложение 5.2. Композиция С "о вписывается в комму­

тативную башню (5.1) тогда и только тогда, когда характерис­
тика ( и֊ ) накрытия г0 удовлетворяет условию (/>).• суще­
ствует дивизор I) такой, что А». 1^-, — 2£), Л I/. О.

Доказательство. Необходимость условия (£>) получается 
из леммы 4.2. Обратно, при условии (£)) строится блок типа (4.2'
башни (5.1) с “/ - / = 1. 2). Тогда на основании леммы 4.3 на
С существуют четыре пары автоморфизмов третьего порядка, факт >. 

ризуя по действию которых получаем кривые Г; Д =0, 1, 2, 3). На­
крытия д! корректно определяются условием коммутативности башни 
(5.1).

Если композиция (0 ь г0 удовлетворяет условию (О>, то башни»

(5.1) можно получить, взяв С - Со С\, где С, — Со определяется

как / о ”0. Из леммы 4.1 и предложения 5.2 следует, что любая башня 
(5.1) может быть получена таким путем.

Предложение 5.3. В башне (5.1) накрытия ус. Уь ՝С

изоморфны между собой, а накрытия ~ : С/ —• С, между собой, пр. - 

чем О (Ун) — «Г (С) = £ (С; ) — # (Со).
Доказательство. Изоморфизмы накрытий получаются спе­

циализацией предложения 1.1. Соотношение на роды выводится из 
леммы 5.1.

Лемма 5.1. Пусть х -точка кр /во г С башни (5.1). Го'.да
(1) если и “0 не разветвлены над х, то все накрытия баш­

ни (5.1) не разветвлены над ней;
(п) если над х имеет сзтзление индекса три, то "/ над х 

не разветвлено, а илгеет ветзлен.ге индекса три:
(111) если над х развзтзл. но, то (0 над х не разветвлено, 

а к д^ имеют ровно два ветвления индекса два.
Отметим, что замечания 1 и 2 § 4 остаются в силе и сейчас, с 

той лишь разницей, что нормализацией четырехлистных накрытий V
9«: — С н этом случае будет 12-листное накрытие ( С .

ЧАСТЬ II. МНОГООБРАЗИЯ ПРИМА

£ 6. О функгориальностн соогватстзии »*рама

Каждому конечно чистному накрыти о кривых 
ствует ассоциированный гомоморфизм якобиевых 

г; С — С соответ- 
многробразий, так
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называемое норменное отображение. Неприводимая компонента нуля 
этого гомоморфизма называется многообразием Прима или прост 
примианом накрытия Р — кег° /* ("). Изучим вопрос: является ли 
соответствие Прима функтором из К1тегории конечнолистных накры­
тии кривых в категорию абелевых многообразий (см. § 1).

Соответствие Якоби /: С —* / (С) индуцирует два функтора из 
категории кривых в категорию абелевых многообразий:

(О ковариантный функтор прямого образа, сопоставляющий на­
крытию кривых 1՝. С —* С' норменное отображение (?): J (С) /(С );

(п) контра на риантны й функтор обратного образа (а): / (С) — 
— /(С). Диаграмма (1.1) индуцирует диаграммы

(6.1)
(6.2)

Из функториальности следует, что диаграмма (6.1) коммутативна. 

Поэтому (?) Р а р- и, доопределив Р (?, а) = Д (։)|р„, полу­
чаем ковариантный функтор.

Во втором случае вопрос решается с помощью расслоенного про­

изведения. Пусть сначала С в диаграмме (1.1) является расслоенным

произведением С С. Тогда, как 
с нетрудно проверить, диаграмма

(6.2) коммутативна. Поэтому у* (а) Р. с. Р-.

Если С =*= С С , то диаграмму (1.1) можно дополнить до ( Диа

граммы >1.2) и 
Но тогда

(“)( Р ). причем ] (%) р. <= Ря>.

Л (֊)(/* (О А ) = /; (-<»)/♦ (?0) л- с ае?

Итак, соответствие Прима индуцирует два функтора из катего­
рии конечнолистных накрытий кривых в категорию абелевых много­
образий:

(։) ковариантный

контразарнантный Р
£

Любая поляризация !>?: / —* / якобиана накрывающей кривой ин­
дуцирует поляризацию на примизне условием коммутативности диа­
граммы
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вложение ՝>

Полученная поляризация примиана называется канонической. Канон.- 
веские поляризации примианов двулистных накрытий изучены Мам­
фордом [3|. Сасаки обобщил его результаты на случай произвольных 
циклических накрытий |9]. Он показал, что хотя, вообще говоря, к - 
ионическая поляризация примиана циклического накрытия не я ляется 
главной, существует изогенное примиану многообразие, ассоциирс- 
ванная поляризация которой главная. Построенная изогемия пре р • 
щается в изоморфизм для примианов:

(1) неразветвленных двулистных накрытий,
(2) разветвленных ^-листных циклических накрытий с глс'алм ыч 

индексом ветвления г = \ (п — 1) (р 2)(# —1> 2, где
$ — род накрываемой кривой.

В этих случаях говорят о главно полярилизованном многообразии 
Прима. В частности, многообразия Прима двулистных накрытий гл^ • 
но поляризованы тогда и только тогда, когда накрытия разветвлены 
не более, чем в двух точках. Заметим, что главно поляризованное 
многообразие Прима произвольного конечнолистного накрытия С Р 
совпадает с канонически поляризованным якобианом кривой С.

Как оказалось, действие функторов Прима не распространяется 
на канонически поляризованные многообразия Прима: канонически ՝ 
поляризации не соответствуют друг другу при морфизмах многообра­
зий ((8|, теорема 3).

§ 7. Многообразие Прима двулистного накрытия 
тригональной кривой

Здесь мы докажем основной результат об изогении многообразий 
Прима, превращающейся в некоторых интересных случаях в изомор­
физм примиана с якобианом.

Г в

Согласно части I композицию Со —* Со ’С двулистного ։ акрь - 
тия ”0 и трехлистного накрытия t0 можно вписать в башню (4.11, если 
/0 не является накрытием Галуа, или н башню (5.1), если /, нормаль­
ное накрытие.

Предложение 7.1. М.чкду многообразиями Прима Р- и Р^ 
пашни (4.1) (или (5.1)) существуют цзоинии Л,— P.ik, Р 
такие, что а о®* = 2р. , а’ (^А) =

Доказательство проведем сначала для более простои »ор 

мального случая. Определим = 6. * 'и и - го. '' i л- Ввиду 
5-359
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функториальности соответствия Прима имеем (Р-.) а Рч и -А(Л?4[)с 
С Р. . Рассмотрим композицию

Р. — Р„* -* Р ,՝. а» оа» = 2лц -г -г. у* к0 4- у^’։
** »

причем у- "о = “ у “ . - 0 на многообразии Прима Р-, (/=1. 2). Так 
как к тому же многообразия Прима Р-, и Р,,* неприводимы и одина­
ковой размерности (предложение 5.3), то а* и я* изогении.

Проверим соотношение на поляризации. По определению
А Ж

. А ** Д *
։. (?<?Д “ 7 л 0 '* »- = 0 0 0 '*(>*) 0 '• ь *0»

где >р означает естественное вложение Р)к в / ( УА). Построим диа- ‘I с
грамму

Нужное соотношение на поляризации сразу следует из коммутатив­
ности этой диаграммы, причем коммутативность всех ее квадратов 
очевидна за исключением двух средних.

Для доказательства коммутативности нижнего среднего квадрата 
заметим, прежде всего, что гомоморфизмы прямого и обратного обра­

зов якобиевых

дуальны друг к
А

многообразий / (С) - У ( У*), /л: У ( У*) “* У (С) 
Л V

другу 6. = /У • (Гр, = >•(»•*) . Поэтому

(/<)* "и»к>= О*) 6. = ։С) л ՛ ^6(0 (14՜}к 4՜УД« Поскольку
А * 
'.I (’> % = У-о (Г.) ([3], [8]), то доказательство коммутативности верх-

А 
9 / него среднего квадрата упирается в соотношение «(г)о(’) ул «о "= О 

(/ = 1, 2).
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Рассмотрим гомоморфизм ! (С’о) У(С։) , /(С.) ------ / (С)

и представим в виде композиции канонического вложения / (С ) н 
/ (Со) / (С։) /(С,) и гомоморфизма Для Л1о6с?
точки х6/(С) имеем

'о/л)՜ "осНГ* 0(С) -&(С))-= с! (Г -։ Г* 6(С)— г 0((’р.

ОтСЮДа Г0/^ , Г: , 0 (/֊1,2).

Так как - о = " । - / (лемма 4.1), то при г £ /\ " / (С0)имеем х “ , /( С )
А

и можно взять ("о)՜ 1 X — 0. 
■ ,
Перейдем к доказательству не нормального случая (башня 4.1)).

~г * *. —. —.
Положим а* = р*, /*, “о и а* ~ “п. “ ./* !1*- Опять из-за функтс-

риальности соответствия Прима л* (Р )а.Р, к, 1к (Р7*)— Р- . Вместе с
• • • *

а* и а* удобно рассматривать 7^ — “> и а» = , /А, так как
***•*«*. *-*•. •*- —,

ввиду ~л г» к0= с0 о к0 и |Ч <• = /» о к0 имеем 7* - 2зе и а* 2а,.

Прямое вычисление дает я, а*--4а*о а, =8р_ , откуда а, ^а, —2 и 
значит и а, изогении (предложение (4.2)).
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Для доказательства соотношения на поляризации нам понадобит­
ся коммутативность этой диаграммы (все в означают вложения);

По существу в доказательстве нуждается лишь коммутативность 
трех средних квадратов.

• V *
Так как отображения (щ 5 /*)ф: J (С)-* / ( К»), ] (У^~*

— J (С) дуальны друг к другу, то (щ * Л)„ = \ (:<*<•/*)* 'й'4),

к, к\ (щ о (И* . Отсюда получается коммутативность
нижнего среднего квадрата. Для доказательства коммутативности 

* *
центрального квадрата используется равенство /. о Нако-

нец,коммутативность верхнего среднего квадрата следует из равенства 
а •

/ _ О То = -0.

Используя коммутативность построенной диаграммы, получаем

’а (Ь? = ’а '' ՛> Ч - 8,^ = 4 з’ (оп). Отсюда «’ (?А) = 2?,..

Предложение 7.1 доказано.
Предложение 7.2. Если С3 — Р1 тригональная кривая.

: С С двулистное накрытие, разветвленное не более, чем над 
двумя точка ил кривой Со, отображающимися при (<, в одну и ту- 
ж> точку, то главно поляризова нны? абелевы многообразия (Р-„ 
и ( / I 0 ( У\)) изоморфны.

Доказательство. С одной сторэяы имеем з; о а* — 2р. С дру­
гой стороны, из-за з •• = (/' •> 6(, = 0 верно, включение ’’( / ( Со)) П Р
֊ (Р-,)։скег з. Отсюда 7= 270, где з0 и 7 взаимно обратные изоморфиз» 
мы. Поскольку главная поляризация >гг определяется условием 
2'=. - [3], то из 7. 2'/^ получаем а’ (0 ( У\)) -- I. . Заметим,
что ограничение на (Л условия (£>) при /0: Со —• С = Р1 выполняется 
а томатически, ибо дивизоры одинаковой степени на Р’ линейно экви­
валентны.

Результаты предложения 7.2 в случае неразветвленного накрытия 
го известны по работе Рецилласа [10]. Там по произвольной кривой У 
с рядом ^՝, не содержащим дивизоров вида 2 Р 4- 2(2 и АР, строится 
неразветвленное двулистное накрытие “0: Со ■-* С с тригональной 
кривой С и изоморфное отображение ее якобиана / ( У} в многообра­
зие Прима двулистного накрытия "0.

П редложение 7.3. Теорема Тор? л ли") Пусть М семеисгггво 
двулистных накрытии, у до злетзоряюгиих условиям предложения 
1.2. Тогда отображение Прима, сопоставляющее накрытию 
его главно поляризованный примиан, инъективно.



Башни кривых и многообразия Прима 69

Доказательство следует из предложения 7.2 и свойства обрати­
мости конструкции башен (4.1) и (5.1).

Если ограничиться неразветвленными накрытиями, получаем ре­
зультат, хорошо известный по статье [6].
Ереванский государственный 
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. Դ1Լ1.1ԼԼ31ԼԱ Կորերի աշտսւրակեէ г I. Պրիմի puiqdiuHui j'jniüiibr ( ամփոփու J)

Մտցվում Լ ւրիվ Հանրահաշվական կորերի ԳայՈւայի արտապատկերման Դայուայի աշտա­

րակի .ասկաղությոէնր և հետաղոտվամ են Տ$ և Տ. սիմետրիկ խմրերին, \ էՅ նշանափո , 
թմրին և րաոակուսու խմրին իղոմորֆ Դայուայի խմրեր ունեցող արտապատկերումների 
Սէշաարա կնե րր ։ Ստացված արղյունրների կիրաոութ յամ ր ապացոէցվոէմ <, որ տրիղոնայ պատ­

կեր և Հատուկ րնութաղրիշ ունեցող երկթերթանի արտապատկերման պրիմիանր իղողեն /
* շարրով կորի յակորիանիե ։ 

Հորֆիղմի. եթե երկթերթանի 
միայն երկու կետումէ

Ապա ցուլվում Լ , որ այց իղ ո ղենու թ յան ր վերաձվո<մ Լ իղո- 
արտ ապատ կերո» մ ր Հյ ու ղա վոր վ и ժ էԼ կամ ճյուղավորված

S. H. DALALIAN. Galois tourers and P rym varieties (summary)

The concept of the Galois tower for a Galois covering of complete nonsingular 
algebraic curves is introduced and towers of coverings with the Galois groups isomor­
phic to symmetric groups 5j and 5| the alternalhing groups A । C and the group 
Q of the square are explored.

These results are applied to prove that the Prym manyfold of a trigonal two- 
sheet covering with a special characteristic is isogenic to the Jacobian manyfold of 
curve with gj series. The isogeny is transformed into an isomorphism if the twosheet 

covering is unramified or ramified only at two points.
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