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ЗАМЫКАНИЕ И БАЗИСНОСТЬ НЕКОТОРЫХ 
БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ И РЕШЕНИЕ КРАТНОЙ 

ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ В УГЛОВЫХ ОБЛАСТЯХ

Введение

1. В работе М. М. Джрбашяна [1] был предложен метод построе­
ния системы функций биортогональной на окружности |г| = 1
с системой рациональных функций 'г,_ (г)}“, где

(5,-1)!/*՜'  , ■ ,
= „ - ... (4 = 1. 2. ֊ ). (I)(1— а«г) *

— последовательность комплексных чисел, удовлетво­
ряющая условию Бляшке, а $*<^1  кратность появления числа а на 
отрезке <1։,• • •, а*}.

Им же было показано [2], что этот метод эффективен также для 
построения системы функций [-*(*)! Г» биортогональной на веществен­
ной оси с системой рациональных функций г где

(< = 1, 2,-),

I Рд)։" (1т 0) — последовательность комплексных чисел, удовлетво­
ряющая условию Бляшке для полуплоскости 1։п2^>0, а ^>1 — крат­
ность появления числа н, на отрезке Iх*)-

Поскольку этот метод биортогонализации лежит в основе дан­
ной работы, считаем уместным привести здесь небольшой обзор его 
истоков и развития.

Впервые этот метод был указан в одной давней работе 
М. М. Джрбашяна и А. Б. Нерсесяна [3], посвященной построению 
биортогональных на конечном отрезке систем целых функций — линей­
ных комбинаций от функций типа Миттаг-Леффлера

(г; |‘) = V —------ -  (?>0, |1>0).
1 (!Ч л?՜1)

В связи с этим исследовались также вопросы разложений функций по 
указанным системам, порожденным, вообще говоря, кратными нуля­
ми определенных целых функций такого же рода [4].

В дальнейшем тот же метод построения биортогональных систем, 
порождаемых аналитическими функциями с кратными нулями, нашел
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существенно новые применения в ряде различных по своей при­
роде вопросов анализа: в теории краевых задач для дифференциаль­
ных уравнений с запаздывающим аргументом [5], [6] и для уравнений 
дробного порядка типа Штурма-Лиувилля [7], в вопросах разложений 
функций по неполным обобщенным системам Мюнца-Сасса [8]

^ЧГСИел^О) и т. д.

Далее, этот метод нашел новые приложения и интересные обоб­
щения в серии работ Верблюнского [9]—[11), относящихся, в частности, 
к և вопросам негармонических рядов Фурье, а также в работах 
А. Ф. Леонтьева [12], [13].

Отмет/им также, что в работах М. М. Джрбашяна [14], [15] этот 
же метод впервые был применен к вопросам изучения асимптотиче­
ских рядов Дирихле-Тейлора, обладающих свойством примыкания лишь 
на некотоной полуоси [а, -г °с) или в бесконечных областях типа кри­
волинейных полос.

Остановимся вкратце на других важных, непосредственно связан­
ных с данной работой, аспектах применения этого метода.

Как уже отмечалось выше, в работах [1] и [2] были построены 
системы, биортогональные с системами вида (1) или (2).

Биортогональные системы М. М. Джрбашяна гк (г): и их
различные модификации позволили установить критерий базисности 
этих систем и получить полное решение кратной ^интерполяционно!! 
задачи в различных классах аналитических функций.

В его работе [16] при помощи системы $>(*)][*»  являющейся мо­
дификацией системы и также биортогональной на окружности
[г| = 1 с системой (1), было дано полное и эффективное решение крат­
ной интерполяционной задачи в классе Нг Харди.

В его же работах [17], [18] было дано полное и эффективное ре­
шение кратной интерполяционной задачи в классах Н~ (1 )
Xилле-Тамаркина функций, аналитических в полуплоскости հո г • 0. 
. ам же было получено полное внутреннее описание замыкании в мет­

рике Н'[ неполных систем вида (2) и биортогональных с ними систем. 
Был установлен также критерий базисности этих систем в подпро 
странствах пространств Н+.

Системы М. М. Джрбашяна [гл(г); биортогональные на
окружности |х| ~ 1, и ряд их важных свойств, установленных в ра о 
тах [1] и [16], послужили в работе Г. М. Айрапетяна [19] основой для 
установления критерия базисности систем вида (1) и биортогональных 
с ними систем в подпространствах пространств Л/р(1՝-р \ )
круге |г|< 1, а также для решения кратной интерполяционной задачи 
в классах /Ур в круге |շ|<Հ1. Следует отметить, что результаты от 
носительно круга, содержащиеся в указанной работе [19], аналогичны 
по своей природе лишь части результатов из работ [17] и [18] отно 
сительно полуплоскости. Одновременно отметим, что буквально все 
результаты, относящиеся, соответственно, к полуплоскости и к кру-
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гу, принципиально не могут быть сведены друг к другу путем кон­
формного отображения.

С другой стороны, в заметке автора [20] были построены систе­
мы функций |2Д.г)|”, биортогоннальные на границе угловой области

с определенными системами простей­

ших рациональных дробей. Был установлен критерий базисности этих 
систем в определенных гильбертовых пространствах функций, анали­
тических в угловых областях. Использование этих биортогональных 
систем позволило также получить полное и эффективное решение
кратной интерполяционной задачи в классах

функций, аналитических в угловой области '.г: |аг£ .
I 21 |

2. Настоящая работа посвящена обобщению отмеченных выше 
результатов из работ |18] и [20].

Следует, однако, отметить, что эти обобщения не получаются 
путем простого переноса методов получения результатов из работ 
[18] и [20].

С одной стороны, дело осложняется в силу специфики рассмат­
риваемых в данной работе более общих объектов. С другой стороны, 
рассмотрение таких общих объектов позволило наряду с обобщением 
некоторых, известных ранее, результатов из работ [18] и [20] полу­
чить также более простые их доказательства. Подробнее об этом бу­
дет отмечаться в основном тексте.

Приведем теперь краткое содержание данной работы.
В §1 устанавливается ряд свойств классов, Нр ' [А (а; •>)](!

< -оо, —1<Си'<С/?—1). Эти классы являются обобщениями классов 
Н> [1; ш], введенных впервые М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном 
[211, и классов Н' в полуплоскости.

Для значений

(1<^р<^֊гэ » —1 "С10 <С Р— П определяется как множество функций
Л(г), аналитических в угловой области

и удовлетворяющих условии»



Замыкание и базисность систем 40^

В теореме 1 устанавливается, что любая функция 

г^н՛;'^»)]
почти всюду на границе 0А (а; ») угловой области А (а; &) имеет угло. 
вые граничные значения Л(1). При этом граничная функция Л(1) при­
надлежит классу 1 (сМ (а; &)), т. е.

[ ( 1/4’41'1

(М («; Ь)
(3)

и I (•?) является интегралом Коши своей граничной функции.
В том же параграфе устанавливается одно обобщение теоремы 

М. Рисса о проектировании из оо) в Нр. Именно, в тео­
реме 3 доказывается, что интеграл типа Коши функции из

£{Г’(4Д(։; »)) (1<р<+=е, -1<«.<р-1)

принадлежит классу Нр ’ [А (а; Ь)].
Здесь доказывается также, что Нр »)](! <Р<®. -1<

<С Р— 1 с нормой (3) является банаховым пространством.
В § 2 с последовательностью ’: ։՝ сг А (а; И) ассоциируется систе­

ма простейших рациональных дробей г*  (г)!“, где

(Л = 1, 2” ),

а —кратность появления числа л*  на отрезке X*}.
В теореме 6 доказывается, что если 1<хР<С_Ьос> —Р ՛—1 

то для полноты системы г*  (г)" в пространстве

необходимо и достаточно, чтобы расходился ряд
<?(1 -р»г’)-' (■։>

*1

В случае сходимости этого ряда, в теореме 7 дается полное 
внутреннее описание замыкания системы "• Оказывается, что 
это замыкание совпадает с подпространством тех функции из 

»)], которые в определенном смысле допускают мероморф­
ное продолжение в угловую область А (®; '0.

В том же параграфе при условии сходимости ряда (4| строится 
система {2*  (г)},“, биортогональная с системой в следующем
см ысле:

— Л,
к п,

(к, п = 1, 2,-



где направление на (а; 0) сонпадает с направлением положительно*  
го обхода области Д (»;*>).  Доказывается также, что если ряд (4) 
расходится, то система (гА (г)}~ не минимальна в пространстве 
Н^" [А*  (а; •))] и, следовательно, не имеет биртогонального дополнения.

Здесь дается также полное внутреннее описание замыкания си­
стемы (2* (Д'Г с [д (а; $)] (1 Р < “1՜ °о> — Д

В § 3 устанавливаются критерии базисности систем
!МДГ сЯ^[Д*(а;»)]  и {։-\(гП; С /7>>(Д (а; 0)]

(I р ՝хэ’ 1 <С 10 Р “ 1)» в порожденных ими замкнутых под­
пространствах. Оказывается, что для базисности этих систем в порож­
денных ими подпространствах необходимо и достаточно, чтобы одно­
временно выполнялись условия:

(теоремы 11 и 12).
В том же параграфе дается полное решение кратной интерполя­

ционной задачи в классах Н'р ' [Л (а; В)] (1 р + °°, 1<^о><р—1).
В теореме 13 устанавливается, что если выполняются условия 

(5), то пространство последовательностей

«И! (6)
совпадает с пространством последовательностей 7 з ,7#) 1, удовлетво­
ряющих условию

+ (1-11 (2֊р) Ре (е

При этом доказывается, что для любой последовательности 7 =
удовлетворяющей условию (7), ряд

сходится в Н,, ! [Д (а; 0)] и определяет функцию / (г), 
щую следующим интерполяционным данным:

/'*  ■'*(>-»)  =7*  (*  = 1. 2, - ).

удовлетворяю-

Наконец, в той же теореме 13 доказывается, что если хотя бы одно 
из условий (5) нарушается, то пространство последовательностей (6) 
не совпадает ни с каким весовым /^-пространством (1<^5<^4-<о).

Пользуясь случаем, приношу глубокую благодарность академику 
АН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за постановку задач и внн*  
мание к работе.
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о<М<+ (1.1)

Пу

взаимно-дополнительные угловые области на конечной ко\ плексиой плос­
кости С. Общую границу этих угловых областей обозначим через с/Д (՝• 
!>) (через (я; »>)), полагая, что направление на дД (=; <‘И (на »ГА*  (а; ։»>) 
совпадает с направлением положительного обхода области А (ж; Л) (об. 
ласти А*  (։; 0).)

Обозначим через Н'Р (А (а; #)] (1<^р<^ г , 1 «> \ р — 1)
класс функций / (г), аналитических в угловой области А (а, •») и удов­
летворяющих условию

sup (1.2)

Отметим, что классы Н2[т, Ь] = Н\ [Д(я; 0)] впервые были вве­
дены в совместной работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна (21], 
которые установили также их параметрическое представление, являю­
щееся существенным обобщением теоремы Винера-11 эли (см. также 
гл. VJ1 монографии М. М. Джрбашяна [22]).

Отметим также, что ’если р 1 а ՛ = 2, то угловые области 
Л*  (я; Ь) и Д (р; »-}--) совпадают. Поэтому класс Н}“[Д(р; » + ')] 
будем обозначать также через Нр |А*  (։î •♦)]-

Наконец, обозначим через Ср (0Д(ж; •♦)) (1 - , — » 1«^.՝
<р — 1 пространство измеримых на бЩж; ») функций F(\) с нормой

= | у |ЛС)|'|Г< + о . <’-3>
да (•;»)

(6) Пусть Нр(0<Р<+ ю) —известный (см., напр., |23]) класс 
функций / (а), голоморфных в полуплоскости Ке * 0 и
ряющих условию 

голоморфныха Нг — это класс функций /(<’). 
йе z 0 и таких, что

полуплоскости



Следующая теорема при р = 2 была установлена в совместной ра­
боте М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна [21], а в общем случае — в 
работе А. М. Седлецкого [24]*.

2 Имеет место интегральная формула
1 С Е^^ = I Е(г), (1; 0),

2'/ 3 С— г I 0, г(:△*(։; Ь);
6>А («; В)

* Включение Н С2. Н и неравенство нытекают также из работы
Р

С. А. Акопяна [25|.

Теорема А. Для любою р^ (0, -4֊ эс) справедливы утвержде­
ния՝.

1°. Нр = 
I

Так как Н? [л (1; 0)] = Н,, то из этой теоремы видно, что 
классы /Ури)[Д (а; Я)] —это естественные обобщения классов НР. По­
этому они обладают многими свойствами, которыми обладают классы 
НР. Некоторые из этих свойств приведены в следующей теореме.

Теорема 1. Для любой функции Е(г) £ Н, } [А (х; 0)] (1 < р 
< - ос , — 1<Си,<^Р — 1) справедливы утверждения՝.

1°. Почти всюду на (а; Ь) функция Е (г) имеет угловые 
граничные значения Е (У) Ер ՛ {д& (л՝, »>)), причем 

Нт
I

\Е(ге ' ) — Е(ге
(±- +»)
к 2’ • ) /' г Ф- = 0;

3՜ Для любого 70

1 > <1>
. р

тах \ \Е(ге Т)| I =о(г ), при г -*  4- 0, г — 4֊ оэ.
I? ֊&!<?, ‘ -

В случае р = 2, Я = 0, это утверждение известно (см. [22|, 
гл. VII, теорему 7.5). В общем случае теорема 1 доказывается ана­
логичным образом.

(в) Со стандартными операциями сложения функций и умноже­
ния функций на скляр Нр [Д(х; «>)] является комплексным линейным 
пространством. При этом равенством (1.2) в этом пространстве за­
дается норма. В силу теоремы 1 в этом пространстве можно задать 
норму также равенством (1.3), где Е (У)—угловые граничные значе-
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ния функции /■ (*.)  ։- Нр [Д (а; 4)|. Докажем следующую теорему, из 
которой, в частности, следует, что нормы (1.2) и (1.3) порождают в 
///' [Д (а; 0)| одну и ту же топологию.

Теорема 2. Если 1 р ‘» — 1 ш < р — 1, то спра­
ведливы утверждения:

1 . Нр [Д (։; 4)] с нормой (1.3) является банаховым простран­
ством;

2°. Для любой функции Г(г) £ НР" [Д (а; 0)] имеем:
I _ 2_

I 2 ИЪ. » ՝<> ^ЕЦр, ц/՜^. „.

Доказательство. Пусть Е(г} £ Н(„ ' | Д (а; 0)]. Положив*
1 1 14-®—*

Ф (и») = а Г(е и՛ ) и» , Ее ш 0,

будем иметь: Ф (ш) £ Нр ’ [Д (1; 0)], а также

|Ф|р, о — ®> №. о ~ №\р. <»• (1.4)
Поскольку НР] |Д(1; 0)] = Нр, то по теореме А Н/1(Д(1;0)| = 

= Нр. Следовательно, в силу второго из равенств (1.4), а также »ра­
венства ||Ф1|р. о = |ФЦ//р» пространство 0)| с нормой изо­
метрически изоморфно пространству Нр с нормой Ц |мг- Отсюда на 
основании известного факта о полноте пространства НР получаем ут­
верждение 1՜ теоремы.

С другой стороны, так как |Ф!|’ 0 = и р» о ~ «ФЦ»» то из 
р

(1.4) получаем

и;.. = л. • и ։»• - = нч
р

Отсюда и из теоремы А (2’) получаем утверждение 2 теоремы. Тео
рема доказана.

Из этой теоремы следует, что НГ [М»: »)! “°«н° рассматри­
вать как замкнутое подпространство банахова пространства 

4* ’(<>й(а; »))•
1.2. Следующее утверждение, по существу, было установлено в

монографии [261 (стр. 176).
Теорема В. Если / (/у) < ^р 3 ՝ ’

Re 2E(z) =

• Здесь н всюду . дальне««« Д»- ^С^<՜

6 удем полагать / Ul’ »” ‘ < “Г։ ֊' <

OQ, 0] И — 00 • "Г 20 )
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то Е(г)(:Нр и {Ннр АРЩР> причем Ар£ (0, 4- ос) не зависит от /. 
Мы хотим обобщить эту теорему.
Обозначим через А’У (А (?)) (1 р 4՜ °р» — 1 <С 10 Р — 1» 

— 00 <С ? <С + г,‘) класс функций / (С), измеримых на луче
А (?) = |С = ге'*՝.  О < г < со)

и удовлетворяющих условию

Лемма 1. Пусть 1<^р<^4-°°»—1 10 <С Р — -• Если

то интеграл типа Коши*

= (’ /Яд, гес\£(Т),
2~i J (, — z

L (г)

обладает следующими свойствами՝
1 . F (z) аналитична в области С\А(?) и справедливо нера 

венство
/ + * I—

sup ( |F(re’ ’)|Pr dr 1 < Ар. а. К/II , (1.5)
т<в<о2ж J (*(*)>О И

где /1р>и>£ (0, 4՜ ос) не зависит от /(>);
2€. Функция F(г) почти всюду на L (?) имеет угловые гранич­

ные значения Fl~'(\) и F ( + (С) С L(p (L (?)), соответственно слева и 
справа от луча А (?), причем

f (*)  — F{ ’(’) — F ^ (\) почти всюду на А (?). (1.6)

Доказательство. Очевидно, что путем поворота комплек

сной плоскости доказательство леммы можно свести к случаю с

когда А(^) совпадает с положительной частью мнимой оси. 
Итак, пусть

и
+ *

F(z) = — (t^-dy, z£C\L(—У
1- J iy-z У \ 2 /

и
(1.7)

Полагаем, что направление на L (<^) совпадает с направлением возрастании |ч|.
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Из абсолютной и равномерной сходимости этого интеграла внутри

области следует, что в этой области аналитична.

Перейдем к доказательству неравенства (1.5) при ? = — С этой

целью, зафиксировав и положив

//»(г; г — у) = у- Уп, ■
2՜ 1у —те

определим оператор Га равенством

Г»(ф)(г)= у \Нъ (г; г — у)/\г — 1/|| ?(у)(/у. (1.8)

о

Докажем, что Г» — ограниченный оператор в А, (0, -г оо). Пусть
? (.у) € Ь? (0> — °՜ )• Положив

. , V 1 ? ф(^) . ф ’ (*) ’
Ф (г) = ---- I --- — 4у =

2’ 3 1У~2 Ф'~ (д), Кег<0,

на основании теоремы В заключаем, что
Ф<+)(гКН,, Ф(՜’ {-^^НР

Следовательно, в силу теоремы А имеем также 

ф<*»  ф,_,(-г)€нД
причем

5 Ф(+,И . < ЛI? 1кР со. + ->. 1ф( "'(֊*)  Мм*  + - >•
"р ' а

Это значит, что при 0 £ I — • ~ ~) В ( « '՜’ “Т “ ’ ) справедливс 

неравенство

। 1 |Ф (ге ))' >1р|?Э/.р{0. <֊-/»

причем (0. -г») не зависит от » и ? (у). Поскольку Т>(О(г)= 
= Ф(ге/&). то последнее неравенство можно переписать в виде

II Г;. (=р)Ьр<0.<-4₽Мс₽.о. + ->■ т£Д/-<0՛ +

Значит Г, — ограниченный оператор в 1р (0. + “)• Кроме того, 
/уп (Г; г _ Г(2я). Следовательно, в силу одного результата

И. Стейна [27], для любой измеримой функции <р (у) будем иметь
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ш а»

I 7 я (®) (г) Г + -)< Ар. > (у) у |/р(0. т -),

причем .4Р. <„£(0, 4֊ °°) не зависит от ’* € ( — »

и у (у). В частности, для функции то(.у)—/(/։/), в силу определений 
(Г.7) и (1.8) функции Л(х) и оператора А, будем иметь: А(?о)(<) - 
= /?(ге1'). В этом случае неравенство (1.9) принимает вид

\Е(ге")\р г"' с1г (1.Ю)р

Поскольку отсюда вытекает

принадлежность А (х) классу НР * |Д (1; 0)], то в силу теоремы 1 (1 ) 
3

неравенство (1.10) верно и при 0 = — ". Этим завершается доказа­

тельство утверждения 1°.
Чтобы убедиться в справедливости утверждения 2° леммы поло­

жим

Г(г) =
| Г+)(*).  «е г > О, 
I Г(՜’ (а), Яе г < 0.

Тогда, н силу (1.10), /•' (а) и Л*  ’(—г) £ Нр } [А (1; 0)]. Следователь-

но, по теореме 1 функция 7՜ (х) почти всюд^ ча А (— ) имеет угло­

вые граничные значения

ственно слева и справа от 

известных результатов об 
стр. 416). Лемма доказана.

луча Ь ՛ Нак°нец, (1.6) вытекает из 

интегралах типа Коши (см., напр., [28],

Применение доказанной леммы позволяет получить следующее 
обобщение теоремы В.

Теорема 3. Если Е (С) £ Ь(р (<М (*;  ^)) (1 < р г оо, •—
р — 1), то интеграл типа Коши

1 1՜ I Л,г)(а), (а; »),
2я/ ] •֊ * | Х(->(г), х£д*( ։; »),

ЛД («; &)

обладает следующими свойствами.
1°. Г։,)(г)^Я*-»[Д  (а; »)], Л(՜» (г) £[Д’ (а; &)|; 
2 Имеют место неравенства

|/՜ Цр,» Вр, |] Л4 )Црг и, Вр, и>||/?йр, ш,

2 де Вр,,,,^ (0, г-оо) не зависит от Е (С);
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3 Почти всюду на <>А (а; 0)

/rG) = F'”r.)-r-)C).
Дока за тел ьст во. Положив

очевидно, будем иметь

Применив к функциям Ф՝ ( (z) лемму 1, получим утверждения 1 и 3 ,
а также неравенства

ГЛ*
Из этих неравенств, воспользовавшись теоремой 2 (2 ), получим ут­
верждение 2°. Теорема доказана.

Следствие. Пусть Р ’ (дА (а; ’>)) (1 р<^ 4՜ ос’> 1 <С
<С10<Ср — !)• того чтобы Г(>) была граничной функцией не­
которой функции из класса Н\ [А (а; ’>)], необходимо и достаточ-
но выполнение условия

dA (а; -'>)

d: = о, ^а* (’; ’>).

1.3. Мы хотим установить общий вид линейного функционала в 
пространстве Н(р [А  (а; 0)], удобный для наших дальнейших целей. 
Сначала докажем лемму.

*

Лемма 2. Если Е(г) £ Нр 1 [А(а; •>)] и й (г) С Ня [А(ари] (1 р

4- со, — 1 <С р — 1,----- К — — 1» 1՝и = О <?)10) >
Р Я 

то

FQGQd'. =0. 
dA (а; #)

(1.11)

Доказательство. Для фиксированных значении -, А и -0

<4֊ ос, 0 обозначим через С (е; R; ?в) границу

области ;z: |Argz֊&|<?e, По теореме Коши

j* F (z) G (z) dz — 0.

С (< э г • )
С другой стороны, в силу теоремы 1 (3 ) имеем 

457-10

(1.12)
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I +о> 
так ||^(ге'т)[| = о (г ), 

I? -*1  <
г — 4՜ О, г —* 4՜ 00, 

тах ||С(ге՝)|| = о(г * )»
|; — Н| < 

откуда

| Г (г) С(-} (1д = 0(1), г — 4՜ 0, г —* оо. 
I -1 - г 

|Агг г- < ։а *
Следовательно, устремив в (1.12) в —> + О» R —* + оо» получим

>
Г(ге'* “*> + *”)<7 (ге“'’։+‘') е'*՜ ’• °1 </г — 

о

— Г(ге'(’’+ ,))С(/-е'(*+**)  е'(’,+ ” </г = 0. (1.13)
■)

г 
Теперь уже нетрудно в этом равенстве перейти к пределу при -0 —* — •

Действительно, в силу теоремы 1 (1), при ©0-*  —будем иметь
2 а

(О

р

предел в среднем берется по метрикегде в первом из этих равенств
Лр(0, 4՜ а во втором — по метрике Lq (0, 4- оо). Отсюда заклю-
чаем, что произведения правых частей этих равенств сходят­
ся по метрике АДО, 4՜ °°) к произведениям их левых частей. Следо-
вательно, устремив в (1.13) ?0 —* — 

2а
получим (1.11), Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть Ф — ограниченный линейный функционал, 
заданный на пространстве //рЯ,[Д*(а;  0)] (1<^р<^4“оп, —1 <СШ *$  
<Г р 1). Тогда существует единственная функция 
[Д (а; 0)] 4—— — 1, »” = (1 — г) оЛ такая, что

\ Р Я /

Ф(Л| =
<7А (a; d)

(1.14)
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При этом

< ֊ |(^ . « в՞.. гм.. (1.15)

где ФИ-+ — это норма Функционала Ф на пространстве Н, |Д*(а;«*)|,
а < (0, -}- ос՛) 
не зависит от Ф.

Обратно, если О (г) ~ Н\՛ ’ | Д (а; (>)], то формулой (1.14) опре- 
деляется ограничен ный линейный функционал, заданный на про- 
странстве Нр [Д*  (я; &)].

Доказательство. Пусть Ф— ограниченный линейный функ­
ционал, заданный на пространстве ^’[Д’(1;Ь)|с£Г(^(з; ։>)).
должим этот функционал с сохранением нормы на все пространство 

' (<М (а; ’!)). Из общего вида функционала в (<Ц(з; (\) имеем

(1.16»

где ? (<)А («; ՛*)),  причем

2^ = м,. (1.17)

Так как § |С," $ Д*  ’ (о'А (а; ՛“•)), то по теореме 3 существуют функции
С, (г) (т- (»)] и <7*ин  /4';,)|Л*(։;  »)! такие, что

14. »< Вя. 1Т1,. - = Вр, „к,.. ։։ ։8>

и почти всюду на дЬ (я; 0)

=(?(;)-с*  С). (1.19)

Воспользовавшись лемой 2, из (1.16) и (1.19) получим (1.14).
Далее, применив к (1.14) неравенство I ельдера, будем иметь

(1.20)

Отсюда, из (1.17) и (1.18) следуют неравенства (1.15).
Докажем единственность представления (1.14).
Пусть 6(г)С^'Ь) [М»; »)] и

— | б(:)</с = о,
2кг 3дА (•;»)

Так как при фиксированном 8) Функция ^С) = С-а)
непрерывна в замкнутой области А*  («; й), а при 00 имеет по
рядок О(|’.г'). то Д,(С)€НГ[Л’(«: «)]• Поэтому из (1.21), в частно-

, имеем
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гМ (ч; »)

2 € Д (ч ,1>).

Следовательно, по теореме 1, С{г) 0. г £ Д (а; 0), и единственность 
представления (1.14) доказана.

Наконец, если С(г)(гН\ ' [Д (а; $)], то формулой (1.14) задается 
линейный функционал, ограниченность которого следует из (1.20), 
Теорема доказана.

1.4. В заключение этого параграфа опишем множество нулей 
функций класса /Ур)[Д(а; 0)].

Пусть р.*[ ։ с Д(а;«))—произвольная последовательность комплекс­
ных чисел, а 1—кратность появления числа >.< на отрезке (Хх,- • •,>.£՛.
СИэразуем ряд

Справедливо следующее утверждение (см., напр., [29], лемму 3).
Лемма А. Если ряд (1.22) сходится, то произведение типа 

Б л яшке

В(г) = П
Л 1

(е г) — (е >*)
(1 -23)

сходится в области Д (а; 0) и определяет нам аналитическую 
функцию обращающуюся в нуль лишь в точках последова­
тельности 'Л.к . Более того

|Я։,ф)|<1 и ед (а; &)); В՛.'*  '’(>»)- о (й = 1, 2, - -);

IВ7, С)| = 1 почти всюду на дД (а; &).
Имеет место
Теорема 5. Пусть 1<^р<^֊Ь:хэ и —— 1- Справед­

ливы следующие утверждения՝.
1 . Если ряд (1.22) сходится, то существует функция 

(л(г)^Н'р |Д (а; «>)[, обращающаяся в нуль лишь в точках последова­
тельности /д-) р, причем

с'՝*  ',(Л») = О (Л-= 1, 2,-• •); (1.24)

2 . Если ряд (1.22) расходится и функция С(г)-НР ’(Д (•  ։,)1 
удовлетворяет условиям (1.24), то С(г) = 0.

**

Доказательство. 1. Если ряд (1.22) сходится, то в силу 
леммы А функция

(2) = -V, г £ Д (а; Ь),
г — (.

где (Я1 '0 фиксировано, аналитична и ограничена в области Д (а; »>), 
а при |г|-*  4՜ ՝=> имеет порядок О(|г| ’). Следовательно, 6 (г) £
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^Нр )|Д(»; ’>)] И, в силу той же леммы А, удовлетворяет усло­
виям (1.24).

2 . Пусть С (г)^Нр [А (։; о)] и удовлетворяет условиям (1.24). 
Тогда при любом целом п 1 функция

где
6я(з) = О(г)<Г’(г), г£Д (а, Иь

принадлежит классу //р * [Д(а; *!)]• Следовательно, по теореме I

гМ(а; !>)

Применив здесь неравенство Гельдера 
'£дД(а; »>), получим

и учитывая, что |«я (С) | = 1,

|С(г)| С|«.Ы1
гМ (а; ՛՛♦)

(;;։>)•

Наконец, поскольку из расходимости ряда (1.22) следует, что
Нт |~я(г)1 = 0, (։;»>),

п -♦> + «>

(см. [29], лемму 2), то, устремив в последнем неравенстве п — -г ос.
получим С (г) 5= 0. Теорема доказана.

§ 2. Полнота н замыкание бнортогональных систем 
;гДг))Т И {2д(г)}։" в угловых областях

2.1 (а). Пусть {).)- —произвольная последовательность комплекс­
ных чисел из угловой области Д (®; ’))> 'среди которых могут оыть 
числа произвольной конечной или даже бесконечной кратн <֊ти.

*

Для любого целого у^>1 обозначим через и р кратности по-

явления числа на отрезке [\!, 
соответственно.
Очевидно, что

и во всей последовательности

Отметим также, что если ряд
—X«

2а
4-1 1 <’՝«՛

сходится, то число р; будет конечным при всех / 
Условимся также всюду ниже полагать

(2.1)
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1 < р 4- зо. — 1 и» р — 1, — 4՜ — = 1, «м = (1 — д) ш. (2.2) 
Р 9

Отметим, что эти условия симметричны относительно указанных 
параметров в том смысле, что

1 <С <7 <С "1՜ сс» —1 д—1.----- 1----- = 1, и> = (1—р) <’»
Я Р

Этим обстоятельством мы будем часто пользоваться.
(б) С последовательностью ассоциируем систему простей­

ших рациональных дробей { Mlf» положив

<■.(’•) = 15,1 (*  = ։. 2>- • •)• (2.3)
(z -- > k)

Так как гл (г) непрерывна в замкнутой области Д*  (а; »>), а при )z| —*4՜  
имеет порядок 0(|7|-1), то

»)] (Л = 1, 2,---).

Теорема 6. Для полноты системы " в пространстве
Н [Д' (։; 0)] необходимо и достаточно, чтобы ряд (2.1) расхо­
дился.

Доказательство. Пусть Ф— заданный на пространстве 
Н- [Д*(я;  <>)] ограниченный линейный функционал, удовлетворяющий 
условиям

Ф[гА]=0 (Л==1, 2,.. ). (2.4)

В силу теоремы Хана-Банаха нам нужно показать, что если ряд 
(2.1) расходится, то не существует нетривиального функционала Ф, 
удовлетворяющего условиям (2.4), агесли ряд (2.1) сходится, то такой 
функционал Ф существует. Но из общего вида функционала

Ф[^] = g (’.)</:, Ft [Ä“ (а, 0)],
(«; »)

где G (z) С Н, 1 [Д (а; 0)| (см. теорему 4), из (2.4) и (2.3) имеем

Gn*- ։,(S) = O (/г = 1, 2,---).

Остается воспользоваться теоремой 5. Теорема доказана.
Аналогично можно доказать, что если ряд (2.1) расходится, то 

система гй (г) ~в2 полна в пространстве (Д*  (а; &)]. Таким образом. 
Если ряд (2.1) расходится, то система {г *(2)}"  не минимальна в 

М”’|л*(»:  »)1 следовательно, не имеет биортогонального допол­
нения.

Отметим, что в случае р = 2 утверждение теоремы 6 было п:сн- 
сировано в заметке автора [ 301.



Замыкание и базнсность систем _____  507

(в) Если система |гА (х))- не полна в [А  (։; ։>)• (т. е. ряд 
(2.1) сходится), то она порождает в Нр [Л  (а; »)] некоторое замкну­
тое подпространство. Мы хотим дать полное внутреннее описание 
этого подпространства.

*
*

При условии сходимости ряда (2.1) обоз”ачим через И, *;  
Д*(а;  0)| множество тех функций Г(г) £ Нр * | А*  (а; Н)|, для которых 
/^(С) 31,а (^), £ <?А (а; 0), являются угловыми граничными значениями 
некоторой функции из класса Нр 1 [А (а; 0)|,

В силу следствия из теоремы 3 справедлива
Лемма 3. Если ряд (2.1) сходится, то класс н: >,;Д« (,;»)} 

совпадает с множеством тех Е(г} (; Нр| А*  (т, •»)], дДЯ которых

</', = о, г £ А (а: »и. (2.5)
ИЗ (■»: »)

Из этой леммы легко следует, что НР А*  (х; является 
замкнутым подпространством пространства Нр’ [А*  (а; •»)'.

Оказывается, что справедлива
Теорема 7. Если ряд (2.1) сходится, то замыкание в мет­

рике Нр | А (х; 0)] линейной оболочки системы г*(х)  Г совпадает 
с классом Мв)р.>; д*(*;  *>)1-

Доказательство. Нетрудно проверить, что г> (г) * с 
с.Н^ (ц; Л*  (*;  *)|.  Поэтому, обозначив через VН (а; ՝>»’) 
замыкание в метрике [А*  (а; Ь)] линейной оболочки системы 
{г..(г)}Г, будем иметь

И((г,|-; н?»)1)<=^"Ф»; Д*( ’: «) •

Докажем, что
И(г ).֊; №">[Д*  («; »)]) “ д’(’: '»> •г

Пусть Ф —заданный на («: «)| ограниченный
функционал, удовлетворяющий условиям

ф [ГД =0 (к — 1, 2,’ • • )•

линейный

Нам нужно доказать, что
Ф[Г] = 0, V/• С{>•»; Д*Ь:  9)Ь

Из общего вида функционала

Ф[Л| = 2_ Г ГС) 6 (;)</:.
2^г Л дл (•; »)

где С(-Н{1'։> (д («; »)] (см. теорему 4). имеем: в‘ ' С*)=0.  «•= 1.2.- >■ 
Отсюда эаклюием. что С(С) [д (»! »)!• С другой сторо-
ны, если Г £ Н՛;՛' р.4; Д’(“! а)Ь то г<՝> В' ։ 1 (։; ')1֊
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Следовательно, в силу леммы 2

ф[Л = гЬ [ 1НГ.)£»(’)1 ЮГ.)&-։, (С))<Л = о 

Г1Д (ч\ Ь)

для всех ‘ |л»; А*  (а; ’))|. Теорема доказана.
Отметим, что в случае р =֊ 2 утверждение этой теоремы было 

установлено в работе С. А. Акопяна и |И. О. Хачатряна |31], а в 
случае а = 1, ш = 0 — в работе М. М. Джрбашяна |18|. Однако при­
мененный здесь метод доказательства теоремы 7 отличается как от 
метода, примененного в работе [31], так и от метода, примененного в 
работе [18] и раньше приводит к цели.

2.2. (а) Если ряд (2.1) расходится, то система {г*  (с)}“ не имеет 
биортогонального дополнения. Но при условии сходимости ряда (2.1) 
система имеет биортогональную с ней систему. Займемся ее
построением.

(6). Пусть ряд (2.1) сходится. Тогда бесконечное произведение 
(1.23) сходится в области А (а; 8) и представляет там ограниченную 
аналитическую функцию Вг, !>(*)>  обращающуюся в нуль лишь в точ­
ках последовательности При этом для функции В .(г) точка
1 -- > к является нулем кратности р*.  Очевидно, что функция

-,(г) = <гА՜1»(г) (*  = 1, 2,-..) (2.6)
регулярна и отлична от нуля в некоторой окрестности точки г — и. 
Следовательно, при достаточно малом 0 справедливо разложение

(г) = У а, (/.*)  (г — /.*)  , - Ц < %

а, (М = 4 4” (>֊») (” = 0, !,•••;

Отметим, что ао(>А)г=О (к = 1, 2,---,). 
Введем в рассмотрение полиномы

(2.7)

(2.8)

<?*(*) = а Л' к) (г /.*)* (А == 1, 2, (2.9)

и функции
&. » (г) (г)

(։։ - 1)! (л - 1
(2.Ю)

(Х = 1, 2,- -)
В,, „(г) У а.(\) 
(։»-!)> “о (г +|

Так как функция В,. & (г) аналитична и ограничена в области 
А(а; «>) и в точке г /*  имеет нуль кратности р*,  то 2* (г) аналитич­
на и ограничена в той же области А (а; •)). Более того, при |?|—♦ 4՜ 00 
функция (г) имеет порядок О((г| ՛). Отсюда легко видеть, что
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'А(2)А?4 >|Д(5։: 0)1 (4=1, 2,...).
Лемма 4. Функции системы |2»(х)|- удовлетворяют еле 

дующим интерполяционным данным:

(С п = 1, 2,- • •).

Доказательство. Из (2.7) и (2.9) следует, что

*=/’*-**4 •>

а в силу (2.6) имеем

£«■»(*) ъ (д) _ (г - /4) * 1
(5*-1)!( г-)./г’* « (5#- 1)!

Из этих равенств и из (2.10) получаем

Так как Вд'Ь(г) в точке г = X*  имеет нуль кратности р» > 5», то 
из (2.11) имеем 2^*՜°  (Хд) = 1 (4>1).

Если Хк — Хя, но Х=^=п, то $к=/=зЛ| и из (2.11) получаем: 
,) = о.

Наконец, если X*  у= лА, то из (2.10) вытекает, что н точке г = >я 
функция 2^ (г) вместе с В՝ а (г) имеет нуль кратности р*  5т Следо­
вательно, 2?л 1 (Х„) = 0. Лемма доказана.

Теорема 8. Пусть ряд (2.1) сходится. Тогда системы г4(г) * 
и (2*  (д)| • биортогональны в следующем смысле:

п, (2.12)

йх (՛<;

где направление на дЬ (а; 1>) совпадает направлением поло ж 11-
тельного обхода области А (з; ’))•

Эта теорема следует из леммы 4, так как написанный В (2.12)

интеграл равен 2х''я 
(в) Теперь мы

“и (Хя) (в силу (2.3) и теоремы 1 (2 )).
хотим описать замкнутую линейную оболочку си-

стемы {2к(г)!։“ с | А (•«: «01- Напомним 
на лишь при условии сходимости ряда (2.1).

, что эта система определе-

мно-

жестко тех

Пусть ряд (2.1) сходится. Обозначим через Я, (
функций /(тН/СХ»! ”>]. ДАЯ которых /('.) В,՜ к ('.). 

вляются граничными значениями некоторой функции из

класса Н'С" {к.-, Д*  (т; »)!•
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. еорема 9. Пусть ряд (2.1) сходится. Тогда замыкание в 
метрике Н> [Д(я; »'>)) линейной оболочки системы ссвпа-

дает с классом Нр {>•*;  Д (а; 0)).
Доказательство. Для произвольного целого 7^1 обозна. 

• м через \К I множество тех индексов к, для которых ) < = Ху. Обо­
значим. далее, через А и В, семейства функций:

Б силу определения множества {/Су) будем иметь
Л = гДд): к£ {К}\\,В^ /Л(г)Я’,(/): {*,}!>

откуда заключаем, что
•<

С другой стороны, любая функция семейства В, есть линейная комби, 
н^ция функций семейства и обратно, так как ао(ХД=^=О, то любая 
функция семейства А, является линейной функций семейства В}, Ина- 
че говоря, линейные оболочки семейств А/ и В, совпадают. Следова­
тельно. в силу (2.13), линейные оболочки систем (гъ(а) ' и |2?~։!(<2) 
У 2» (д) * также совпадают.

Пусть теперь р*;  Л (а; •>)], Тогда существует функция
Л(г) - Нг' / е. Д*  (а; »>) I такая, что почти всюду на 0Д (я; 0) — <7Д*  (я; •>) 
справедливо равенство

НАВАСА . Г(С). (2.14)

По теореме 7 существует последовательность |Р9(2)|р линейных 
комбинаций функций системы |Г*(х)) ։* такая, что %Рп~Р£р —* 0 (при 
л-*  '՛ ). Отсюда, учитывая (2.14) и тот факт, что |В։,» (С)| - 1 почти 
всюду на с/Д(я; И) = с>Д*  (а; 0)։ получим: » Рп — (п—»Н֊о ).
При этом ясно, что ВУ։ ։> Рп\• — это после довательность линейны*  
комбинаций функций системы { 2*  (г) | “ (т. к. линейные оболочки систем 

(г) ։* и совпадают).

Таким образом, Нр} (X*;  Д (я; »>)} является подпространством за- 
м якания в метрике /У',1 Р(7; ^)] линейной оболочки системы 2>(2)|։“

А поскольку 2. (2)1 Г с: р.>; Д(а; И)}, ТО Н^ |Х;  А (а; 0)) *

совпадает с этим замыканием. Теорема доказана.
Отметим, что в случае я 1, ю ■֊— 0 утве ржденние этой теоремы 

иным способом было доказано в работе М. М. Джрбашяна [18].
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2.3. Докажем несколько непосредственно связанных с содержа’ 
наем этого параграфа лемм, которыми воспользуемся иже.

Лемма 5. Пусть ряд (2.1) сходится. Если ՛»: Дп: О
и * (*•'  — 0 (к = 1, 2,•••), то /(г) = 0.

Доказательство. Так как /"՝ 1 (к*)  = 0 (<> 1), то

*)1-
С другой стороны, из

| / (2) еЛ(»: »)!
имеем

/Г.Ж’.С) ”)!•
Следовательно, в силу теоремы 1 (2 )

м («; Н)

<Г, = 0, Д(=; ։>)их։О: »).

Отсюда заключаем, что / (’) ВГ\ (\) = 0 почти всюду на ОД (а; (см. 
теорему 3 (3°)), и поскольку |В,_ &(՝)1 = 1 на ОД (1; »>), то /(г) = 0. 
Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть ряд (2.1) сходится. Тогда любая функция 
С (г)£Нр " [Д (1; ’>)! представима в виде

а (։) = е И +-^ 1’ (215)
2~1 о՝ &(,) — х

(11 (а; Н)

где
~ 1 / (Л (>)

Л(«Л))» 6(а)^ — - —2՜/ о,. а (,)
(«, ») (2.16)

При этом справедливо неравенство

И//՛*/'.  •՛՛
) не зависит от (л (/К

(2.171

ВТ> я (')| « 1 почти всюду на дк(г
Пусть 6 (г)е^Р 1Д(’: ”4 

; »), то по теореме 1 (1 )
Так ка<

6 С) в:\ ('.» € Ср (’; •»))■

Следовательно, положив

()1 (-1, <>>

к силу теоремы 3 можем написан»
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причем ЛР, < В„, и. ■ С11р. и>. Более того, почти всюду на (?Д (я; Ь) 
с о (С) = в с,; + /■ (С).

Следовательно, определив функцию # (г) равенством
£ (*)  = С (г) — В., а (г) С (г), г£Д (а; в), 

будем иметь: (г) £///> ’ [А (я, ’0]» и почти всюду на <>△ (а; 0) 

^(С)^1в(С)=^(С).
Отсюда на основании леммы 3 заключаем, что Л (г)£Нр > р.А; △ (я; ’»}). 

Следовательно; % (г) Н'рр•>; Д (я; &)}, причем

Мр. ■՛> — Вч, Др, ... — llF.jp, и> ВР։ 1О ИС)^,...»
и лемма доказана.

Лемма 7. Если ряд (2.1) сходится, то
1 . При любом целом к 1 формулой

вМ*. а,

на пространстве Н , ՛ ' I А*  (я; '01 определяется ограниченный ли 
нейный функционал

2 . ( истемы {/>}" и {г*) ։" биортогональны:

3 . Справедливы неравенства

Ср,... ||/^| = 1, 2, ‘ ),
где |/»| это норма функционала 7’» на пространстве ЬрП)1 
А ‘ (о; »0 , а Ср,«, С (0, 4՜ <») не зависит от к^>1.

Доказательство. Так как (г) € 7/^'| Д (а; $)] и Нр} {0; 
Д ’ (я; 0} [А*  (я; В)|, то утверждение 1 счедует из теоремы 4.
А тверждение 2 следует из теоремы 8. Перейдем к доказательству 
утверждения 3 леммы.

Положим

*>).

Нетрудно видеть, что (’5 »)] и || Г*|)  ~ Следо-
Я, •

вательно, во теореме 4 формулой

ф. (С] = Дт Г г, (С)С(') </:, [а («:»)] 
^^7

*А(<; л»
определяется ограниченный линейный функционал Фв, зад анный на 
пространстве Н'г. ' | Д (я; 0)]. При этом
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(2.18)

где верхняя грань берется по всем С&УЦ (ж; 0)| с нормой ։СЬ. 1- 
Но по лемме 6 каждая такая Функция представима в виде

= ?(г) В,, и (г) С (г), Л (։;#), (2.19)

где {>.»; Д (։; Л)}, 6 (д)£ Нр |Л (а; »)], причем |уг . В., .

Но так как функция В. (г) в (г) вместе с » (г) в точке г֊,*  
имеет нуль кратности р , то

с) А (*; **)

и из (2.19) получаем

(2.20)
'>А (г. !») дл Я)

Р*;  Д (*;  ՛>))• Значит

Р
И поскольку Ил Вр. ... Наконец,

(2.2!)
так как

Тц(’) В,, » (^) = то из (2.20) и (2.21) получаем

<>А (•, »)

Отсюда и из (2.18) заключаем, что
'•А (ч. »)

<7. *•>
аз (։; »1

где верхняя грань берется по всем ф> р՝*;  Д' (я;^)! с нормой
Мл <о В,,. откуда и вытекает утверждение 3 . Лемма доказана.

Аналогично доказывается
Лемма 8. Если ряд (2-1) сходится, то
1°. При любом целом к 1 формулой

R,[?] = ±- гк С) ? С) </:, й"1А(»; «))•

дА (•;
на прострнастве Н"„ (<*!  А (»;»>’, определяется ограниченный линей- 
нейный функционал В,;

2’. Системы {В,}- и (2» )," биортогональны՛.
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3 . Справедливы неравенства

W,... < ... 1Л»» (*  = ։. X- -).

ие — это норма функционала Rk на пространстве Нр"*  Щ;
Д (։; ։>);, а Ср ... £ (0, ֊[- °с) не зависит от k > 1.

§ 3. Базнсность систем {г. (2)/Г, {2>(х))Г и решение кратной 
интерполяционной задачи в классах НГ(Н«; »))

3.1 (а) Для удобства читателя приведем здесь некоторые изве­
стные определения и факты.

Пусть X—банахово пространство и {хД* — система элементов 
этого пространства. Обозначим через 1/((хД"; X) замкнутую линей­
ную оболочку системы {хД".

Как известно, система {хД" называется базисом пространства 
К({хД"; если любой элемент х£ V (X) единственным обра­

зом разлагается в сходящийся по метрике X ряд

х = Ус (х) ха, (3.1)
* = 1

где с։ (х) — комплексные коэффициенты. В этом случае система 
(с4. (х)}“ будет биортогональна с системой {хД“.

Напомним, что системы {хл}“сХ и (х’}“сХг называются биор-
тогональными, если

<(х„) = г, п (к = \, 2,--),
где п — символ Кронекера.

Если система [хД" является базисом пространства С( хД”; Л|, 
то эта система имеет биортогональное дополнение {х*}~,  причем спра-
ведливо неравенство

sup (JxJ jxj} <4-оо, (3.2)
k > 1

где i;x’|| — это норма функционала хк на пространстве V( хД”; А) 
(см. [32], стр. 164-171).

Скажем, что система {хД“ является базисом ^({ХД"; X), изо­
морфным стандартному базису пространства 1Р, если существует ог­
раниченный обратимый линейный оператор Тр: k((xfc|"; Х) — 1Р та­
кой, что Тр (х») — {'\ я!п' ։ при всех к > \.

(6) Пусть ,/ j4՜ с А (а; II) — произвольная последовательность. Как 
и раньше, для произвольное ) целого j 1 через s и р будем обо­
значать кратности появления числа / на отрезке |л ՛{ и во всей после­
довательности (< Д" соответственно.
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Обозначим через I 5 (А (я; 0)) класс тех последовательностей 
(МГс(7; ’0> которые удовлетворяют следующим двум условиям:

ы п БВр ֊ (3.3)

Отметим, что из первого из этих условий вытекает сходимость ряда

Ие (е 1 М 13.4)

С последовательностью
[ -(р. '”)1 •кость /(р. «,) = ;/*  И, положив

ассоциируем новую последонатель-

I

цх»г* <։-и։-* ’(|>.,|' ’Ке(е-%)У,։* "+1Г (*-1.2,--).  (3.5)

Пусть, далее х=|х»,* — последовательность положительных чи­
сел. Обозначим через //>{*}  банахово пространство всевозможных по­
следовательностей комплексных чисел •; 7*! ’» удовлетворяющих ус­
ловию

Очевидно, что если последовательности = (и»*}"  и ; = удов­
летворяют условиям \ (& >1). то ; £ /р{х) тогда и только то­
гда, когда «’ £ 1Р.

Наконец, напомним, что выше мы условились через р, р, и 
обозначать параметры, определяемые из условий (2.2).

3.2 (а). Докажем лемму.
Лемма 9. Если А (я; ՛•) и п . • 1, /по

аз 8)

Доказательство. Положив = Д-± агг(е ’.».можнона

писать

(/) + /Т’«).

•+

(в; 8)

о
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1 Ч֊СО8 ФПроизведя здесь замену переменной

<//?

получим

1 — СО5 Ф,

Отсюда
~ 1 » со»

। / -/1к что 1аг£(е — и, следовательно, хотя бы 
2а

< 4 > одно из чисел - лежит на отрезке О, . Отсюда заклю-

чаем, что хотя бы одно из чисел + 2-р[ > принадлежит промежут-

ку 0. . Приняв это но внимание воспользовавшись неравен-и

ством 

0

из равенств

- I® аг £ <еV к

/ I) МП
֊ 81П (1-0 / ')

получим

—н» шт ։



________ Замыкэмне и важность снстгм «ач
J I *֊֊ -֊-*  - - ֊ -г-» ,

Следовательно.
j 2Re(e՝F>A)|« /2\^.„,
I »1ЧШ՜1 | \Т/ [cos<lar?U 0>Г>

Отсюда и из (3.6) вытекает неравенство леммы.
Лемма 10. Пусть ряд (3.4) сходите я. Если

JuPlNp .J2J -l-c<4֊». (3.7)
«I q .

то Р*1Г  € (®» **))•
Доказательство. Сначала заметим» что в силу сходимости 

ряда (3.4) число рп (т. е. кратность появления числе • во всей по. 
следовательности) |/֊*  “) при любом п 1 конечно.

Обозначим через {N} множество тех индексов п, для которых 
Рп = V

Из определения (2.10) функций 2*  (х) следует, что

Ор(*л)
<Ря-1)!

причем

iao ('*'>)!  = !

Имеем также

2 Re
•3

(3.8)

Учитывая, что |В։. в(^)| = 1 почти всюду на (я; #) и применяя 
неравенство 'ельдера, можем написать

|а.м (’ г Л'.՜ - [
(,&(«;») ЗА (•; »)

< К|р. ш -» п - । л/;<

Отсюда, воспользовавшись леммой 9, в силу (3.7) и (3.8) будем иметь

1 /8) 2V" . J П ——-1 (f ■',՜՜ !. "6{Л'}. (3.9)
тк~/ ՛“> (е-‘ЧГ + и’'*М Т

( А/*  п

Так как [(8 ) 2)/(3-)> 1, а выражение справа в (3.9) не превосходит
С, то из (3.9) получаем

inf
«6 <л }

sup
-е <*:•

Отсюда следует (3.3) и лемма доказана.
П57-11



518______ Б. М. Мартиросян 
• = — - —*—:

Лемма 11. Пусть ряд (3.4) сходится. Если система \/\(г) - 
при какой-либо перестановке членов является базисом замыкания 
в метрике Нр [А*  (з; >>)] своей линейной оболочки, то {>.*'"  £ 
е<7(5Д(*;  »)).

Доказательство. Напомним, что при условии сходимости 
ряда (3.4) система (г)1։" определена. При том же условии замыка­
ние в метрике Нр "(А*  (а; Я)] линейной оболочки системы {г»(г)|Г сов­
падает с пространством Нр ’ (/•*;  А (а; (см. теорему 7).

Если система (гД*)}. ” при какой-либо перестановке членов яв- 
ляется базисом пространства Нр " |Х*;  Д*  (а; •>)!, то в силу леммы 7 и 
<3.2) имеет место (3.7). Остается воспользоваться леммой 10.

Аналогично доказывается
Лемма 12. Пусть ряд (ЗА) сходится. Если система (*))•

при какой-либо перестановке членов является базисом замыкания*  
в метрике Нр } [А (а; ■))] своей ли нейной оболочки то (Л Л (а; ’Н) 

б) Следующее утверждение играет существенную роль при уста­
новлении достаточных условий базисности систем {г4 (г)՝7 и |2> (х) ։"

Теорема 10. Пусть {2а|Г — последовательность попарно раз­
личных точек из А (а; Я), удовлетворяющая условию

(3.10)

J огда для любой функции f (z) Нр [А (а; ’>)] справедливы неравен­
ства

^1Л=
*-1

(3.11)(г = 1, 2,- • •),

где Арг\и С (0, ֊Г ) не зависит от / (г), а 

?.” = !(г.Г+,1”<5՜'” (Н'-’Ке (е՜19г,)')’’"-')+'}'11’ (4=1,2, -). (3.5)

Доказательство. Наряду с последовательностью {?»)“ рас- 
смотрим новую последовательность !и\.|“ из полуплоскости Ие ад>0, 
где

wk=(e-"^гty (4 = 1,2,-..). (3.12)

Тогда, как известно, [33], в силу (3.10) для любого 5(։о)^Л/„ будем 
иметь

V (Re ш,)'"-11*1 < Hi'W,
Jfc-1

(3.13)

Ме Л1,'1 £ (0, + сс) не зависит от Е(ы).
Пусть теперь / (г)^Нр ' [А (а; »>)]. Положив



Замыка.н г и бгзисносп, систем 519

/(w) = /(e‘' w ’)w: Re w >0, 7- 1 =■ ——--- ֊, (3.14)

непосредственной проверкой убеждаемся, что Л’(ш) 7 Нг. Значит 
£(«’)€ Нр по теореме А, и для функции Г(и>) (3.13) имеет место.

С другой стороны, применив индукцию по г (г =1, 2,--), легко
убедиться в справедливости тождества

а 
W w

in *» — о Jw

где ч.
получаем

г — 1) не зависят от f (z). Отсюда из (3.12)W и и

!/
vs=(l

где Вг £ (0, -г а ) не зависит от к > 1 и /»z). Применив здесь нера­
венство

п —1

(3.15)

получим

Следовательно

равенства 7 1 = (1 4- ко — л)/ (ра),С учетом (3.12), (3.5’) и

(3.16) 

можем

написать

р ( я г I хрг~1 /г» (*-»  -։) + ։
|дГ)|р[ш»| = 1ш*|  (Ие ш*)  <(Кеоч)

Воспользовавшись этим неравенством и (3.13), из (3.161 имеем

£,[/]< г"’в/f У (RewO'”'՜’՜” 

>»0 А—1
'If1'-’-” («՛.)('<

A՝;՜’1 Iffn, ('• = ։. 2.-
Т£з0

откуда, в силу равенства "°՝Учаем
Теорема

Доказана.
Следствие. Если - £ [Л5(Л(։; 0)1, то лля любой Функции

/И (: Нр"} [А (а; ’»)] справедливо неравенство
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(3.17)

ие |Х['' ’(Г определяется из (3.5), a D,,. (0, 4֊®) не зависит оп
/(г).

Доказательство. Обозначим через {zj - последовательность 
попарно различных точек последовательности Так как {)>}•-
$£/5(Д(а; &)), то (zjf удовлетворяет условию (3.10). Следователь­
но, для любого И,, ' [Д (а; Н)| имеет место (3.11).

Пусть для данного целого у>1 число ?. > 1 означает кратность 
появления числа z. во всей последовательности Очевидно, что

Slip = sup {pj = 4- oo.
A J * I

Поэтому согласно (3.11) имеем

у у I у у kn'l/'՜1’ U»)f =
A —I г I А = ~rв। I

Р | Р । I
= 2 М/1 > V j/i;.....  (3.18)1

I r=i I I
Теперь для каждого целого к >1 обозначим через |/*| множество те! 
индексов у, для которых I

S = z, при у 6 l/'J. I
Непосредственно видно, что I

{/*.! П - 0(^ ¥=<',); и [Л1в{/|Г, I
A J I

а также, что когда у пробегает множество (/*),  соответствующая ему! 
величина s, однократно пробегает совокупность чисел |1, 2, • qk I 
Принимая во внимание эти замечания, а также определения (3.5) и| 
(3.5 ) последовательностей и мы убеждаемся в cnpJ

ведливости равенств |

2 |/.',л ,|"|/('‘-"(к։)|''= У У ()7)|',= 4
* 1 4֊‘ 1 

I I

у у |г<'П/,'-1'(а.)Г I
А—I г-1 1

Отсюда в силу (3.18) получаем (3.17). ]
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(в) Сейчас нам понадобится следующая лемма об оценках коэф­
фициентов разложения (2.7).

Лемма 13. Если (Д (а; •>)), то для коэффициентов
разложения (2-7) справедливы оценки

где А < (0, 4՜ со) не зависит от V и к.
Эта лемма доказывается точно так же как лемма 1.6 из работы 

[16] или лемма 2.9 из работы [18].
Лемма 14. Если р.»,'*  £/5(Д (з; *>)) и последовательность 

определяется из (3.5), то для любой функции ЕС)£ 
(£(,/ ’(о’Д (а; »*))  справедливо неравенство

(3.19)

где Ср.», £ (0, 4֊ ос) не зависит от Р ('-). 
Доказательство. Положим

/(2) = — С 8))
2-/ 3

дЛ (а; 3)

Так как ЕС) В,, (С)|Т€ 4 (0* д (3: •))> то по теореме 3 
/(*)£  Н\"} [Д (<։; 0)], причем

Я <м < .и ГО \ • (’) 1П. •• = «- *4.

(3.20)

имеем

(3.21)

где В։ (0, — ос) не зависит от ЕС).
Принимая во внимание определения (2.10) и (3.20) функций 52*  к) 

и / (г), можем написать

Применив здесь неравенство (3.15) (заменив р на д) получим

<М(«; »)
Л(;)2лС)1Т^

(3.22)

Так как в силу условия € СЗ (△ (а» должно быть

энр — 4>1
(3.23)

то из (3.22), воспользовавшись леммой 13, получим

/ЧС) 2» (С) И"
1 !2-г' .1
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рТ"’Г,/{Р*Г^Ке(^ > ,)’]а

ч-0

<>-«» (2-?)

х|/'*՜՝*՜ ” (>֊*>! ’
(для получения последнего равенства мы воспользовались определе­
нием (3.5) последовательности 9*  ']| и (2.2)). Произведя здесь за­
мену переменной рк— 4- 1 = г и учитывая (3.23), можем написать

'М1 'Ке(е՜'*

гп (в; к;

>•»)’г1'-1’

V 2|}./'+‘|'։М։-’,{|>.,|։',₽е(е_/|’)»),}’('֊|’+1|/'֊1)(МГ. (3.24) 
*-։

Теперь обозначим через последовательность попарно раз­
личных точек последовательности р*}",  а через /*|  обозначим мно.
жество тех индексов /^>1, для которых

*7 = при [,Д|.

Непосредственно видно, что

У*н  А {_/*-!  — 0 (^։ я*  &։); О (У*}  — «/'С «

Учитывая эти замечания и {3.23), будем иметь

V |>.։|”» 1 <։ ” (р.,11՜’ Ие (е՜" >.*)' )’(г՜" (Х,)|’ =

+ О-в)(2 41 {|лу|'-’ Ке (е՜'" ' 1)

<Р£|г։Г {|г,|1-’Ке (е |"1’' (1

Отсюда и из (3.24) получаем неравенство

_1
2-У ПС)<М<)1СГ</:

4

<(ЛМ)’2 21^”*‘|->'։-”{|^'-’Ке(е-'’г,)’։’,,-1и1|/<,-,,иХ (3.25)
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Но поскольку Р*]  • £ 4/5 (А (։; »))), то последовательность {г,)" удов­
летворяет условию (3.10). С другой стороны, /(г)£ } (Д(а; !>)]. Сле­
довательно, воспользовавшись теоремой 10 (предварительно заменив
р на 7 и на м<), из (3.25) и (3.21) получим (3.19). Лемма доказана.

Пусть последовательность определяется из (3.5),
е.

(«•<՛•) Г| л;>+ (։-«)(2-4) а.« ./о. « ։Ич
• ֊*  в 11**1  ( **!  Ке (е /*)  ) } (£>1). (3.26)

Лемма 15. Если £ 4/5 (Д (в, •»)), то 
4՜ (-) 6 ’*))  справедливо неравенство

для любой функции

(3.27)

>де Сд, (0, 4- эо) не зависит от ЕI. 
Доказательство. Положим

ак как

... 1 с Г(с)|сг</: , ., ../(2) = —--------- . г^Д(т; О).
2՜/ 3 — г

ЭД (а: Я)

£ /•!/> № (а: }0). то по теореме

<3.28)

имеем /(/)•“
£ Н(д }Д (а; ՝♦)], причем

1/1 <8 -|Г(01Т| -=Я Л.. (3.29)’ м0. ш V </. Ш <6 <,։ 4'

Принимая во внимание определения (2.3) и (3.28) функции ге(г)
и /(г), можем написать

ЭД («; »)

Следовательно, чтобы получить (3.27) остается воспользоваться след­
ствием из теоремы 10 (предварительно заменив р на д и ՝■' на •՛) и не­
равенством (3.29). Лемма доказана.

Лемма 16. Пуст» ряд (3.4) сходится. Если !(:)? Н, 
А*  (а; »)} «

/(;)2.С) </'. = 0 (4 = 1, 2. -). (3-30)

ЭЛ Я)
то / (г) = 0.

Доказательстно. Нетрудно проверить, что при любом 4>1 
функция В . Иг)(г-'.»)՜’* принадлежит классу ’ !'•»: 6(а; ։»1. Сле­
довательно, воспользовавшись теоремой 9 (заменив н ней р на <, 
на й), можем утверждать, что существует последовательность 
'РП(г)|,- линейных комбинаций финкций системы сходящая^
в метрике //' "’[^(а; »)] к В., .(г) Ь->ч) ՝*•  Но в силу (3.30) имеем
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У / (С) Р„ (С) <г. = о 

ИА п; 8)
Устремив здесь п -*  — с*',  получим

(л = 1,

| 21-Ьд'-."(-> = 0 (^ = 1,2,...). (3.31)
С - >•»)՛»ИА (•; 8)

Теперь заметим, что из определений классов НР ч; Л * (я; •>)' и 

Ьр ՝ р.*;  А(»; 0)) следует, что если {(г)^Нр ’"՝,/•>; А*  (а; ’>)!, то 
/՝(;) —В,։ и (»)/(»), ^£ДА(а; Н), является граничной функцией некото- 

рой функции Л(д) £ Нр ՝ р*;  Д (я; 0)). Для этой функции из (3.31) по­
лучаем

Г1’1՜" (>,) = о (к = 1,
Отсюда и из леммы 5 получаем / (д) =֊ 0, откуда заключаем, что 
/(г) - 0. Лемма доказана.՝

3.3. Пусть р.* 7' Ч|Г определяется из (3.26). Тогда имеет место
Тео’рема 11. Справедливы следующие утверждения-
1 . Если {/.}» “ (: С8 (А (а; •>)), то система р!"’ ^г(г)}Г  являет­

ся базисом пространства Нр р.;  А(а;  ՛>)}, изоморфным стандарт­
ному базису пространства 1Р. . / I

* *
* *

2 . Если {/}[՝  ՝£.иЗ(Ь (а; в)), то система ни при ка­*
кой перестановке членов не являете я базисом замыкания »я мет­
рике Нр’‘[Л*  (а; Н)] своей линейной оболочки.

Доказательство. 1 . ^Пусть /(г) — произвольная функция 
из класса Н{г Др.*;  А*  (а; Ь . Определим последовательность у(/) = 
= (“Г*  (/))" следующим образом:

7» (/) = “’’Г՛ ֊֊ 1 /(՝) 2* (’•> <С- (4 = 1, 2,- • ■). (3.32)
2-7 Д 

на («; »)

Заметим, что / С)|С| * (<>А (а; »>)). Следовательно, воспользовав­
шись леммой 14 (предварительно заменив в ней р на </, и> на <•» и д 
на />), можем написать

217, (ЛГ- 2 (>.!’• 
к»1 к•I <м («. а>

|/(С)|сгй

<с,..|/С) 1СГ':Х ՛» = Ср., (3.33)

где Ср, «,£ (0, 4֊ ос) не зависит от /(С).
Определим теперь оператор Тр, следующим образом:

ГР. ~ Д*( ։; »)|.
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Из (3.33) следует, что ТР։ ограниченный линейный оператор, отоб­
ражающий Нр {< >; А*  (а; И)} в /д, При этом, н силу леммы 16, опера­
тор Тр. переводит разные элементы из Н'*'  {>*;  А*  (а; »)} в разные 
элементы пространства 1р. С другой стороны, в силу теоремы 8

Гр. ■•['֊/ ''Л— (I « 1, 2,• • ■),

где 51, л — символ Кронекера.
Таким образом, чтобы завершить доказательство утверждения 1

теоремы, нам нужно показать, что Тр отображает Н /*;  Д*(а;  0) 
на все пространство 1Р.

Пусть т ~ ՛■'. )։* £ /р- В силу теоремы Хана Банаха

(3.34)

где верхняя грань берется по всем (<*А  (а; 'Н)с норм0”
Однако в силу неравенства г'ельдера и леммы 15 можем

написать:

Отсюда и из (3.34) получаем

Следовательно, ряд

» 1

сходится в метрике НГ\Ь*  («: »>] и определяет некоторую функцию 
/,(*)€/#" ’ I'֊*;  *•(«:  а>1 ^см- те°Ремы 2 н 7>> • ■ сил>' те<>Р'’м'>| ь 
Т (/ 1 = т = IУтверждение 1 доказано.Р*  1/7 Л I * 1 1 | । «О • ।\( 11 и 14 VI3 \ 1)”2°. Если ряд (3.4) расходится, то система ,г,и)։1
на в л;,։[д*(а;  ։»)) И, следовательно, ни при какой перестановке чле- 
нов не является базисом.
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Если же ряд (3.4) сходится, то надо воспользоваться леммой 11. 
Теорема доказана.

Отметим, что утверждения этой теоремы в случае р=2 были 
установлены н работе автора [20], а в случае х — 1, <•> = 0 — н работе 
М. М. Джрбашяна |17] (см. также [18]).

Установим теперь критерий базисности системы [2*  (г) ". На­
помним, что эта система определена лишь при условии сходимости 
ряда (3.4). При этом замыкание в метрике Нр '’ [А (а; 0)] её линейной 

оболочки совпадает с пространством [Д (а; •»)} (см. теорему 9).
Если ’}։*  определяется из (3.5), то имеет место
Теорема 12. Пусть ряд (3.4) сходится. Справе длины еле- 

дующие утверждения՝.
1 . Если Л1Г £ ПЗ (А (։, $)), то система ։('*»* ’ "') ։-4(г))Г яз- 

ляется базисом пространства Ну} ‘X*;  5 (а; »>)}, изоморфным стан­
дартному базису пространства 1Р.

2°. Если р*!  ~£С/3 (Д (а; 1>)),лпо система ' ни при какой
перестановке членов не является базисом пространства

Доказательство. 1°. Пусть / (z) £ НР(X*;  А (т; «>)|. Опре­
делим последовательность 7 (/) ss {7*  (/)j " следующим образом:

(k = 1, 2,-

«fl

Нетрудно видеть, что

МЛ = 4' “’А_ f {/(oiq 
2*/  J

(* = 1, 2, •),

причем /(*)  Т| 1 (<М (а; И)). Следовательно, воспользовавшись лем­
мой 15 (предварительно заменив в ней у на р и ш на <■•*),  можем напи­
сать

2 К, (ЛИ < С„, 1/(014֊%' , = С ,,1/1' .. (3.35)
*«=։

где С £ (б, од) не зависит от /(С).
Определим теперь оператор следующим образом:

Из (3.35) следует, что Qp,„ ограниченный линейный оператор, 

отображающий НР Д (а; •>) в 1Р. При этом, в силу леммы 5, one-

ратор ... переводит разные элементы из А (։; *>)]  в разные
элементы пространства /р. С другой стороны, в силу леммы 4
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О, ...(()■'; '->*]  = I'.», (4 = 1,2,.).

Таким образом, чтобы завершить доказательство утверждения 1 тео­

ремы, нам нужно показать, что 0р.... отображает Н\ ‘ (ч; 1 (։; И)’ на 
все пространство 1Р.

Пусть В силу теоремы Хана-Банаха

где верхняя грань берется по 
|{/г[|7.2Г- Однако, в силу нер 
написать

п + т
Т(') I ;.(<"’) 1 ՛-’» (•) ГТ </: . 

к^п '
(3.36)

?м Г (1) £ Ея (а; •>)) с нормой 
нстна Гельдера и леммы 14, можем

Отсюда и из (3.36) получаем

•»

Следовательно, ряд

М-1

сходится в метрике НУ[Ь(*1  «)| и определяет некоторую функцию 

/т(г)£ д(»: (см. теоремы 2 и 9). а в силу леммы 4
Ор. - 1.61 = 1 Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2° следует из леммы 12. Теорема доказана.
Воспользовавшись леммами 4 и 6, из теоремы 12 получаем сле­

дующее
Следствие. Если (>•*,', ’€ ^0 (»: «)). « 4ДЯ любой функции 

/ (г) Н{рш)[± (г; »)] спрааедливо представление вида

НГ[Д(«: »)!•1де ряд сходится по метрике
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Отметим, что в случае р = 2 утверждения теоремы 12 были ус֊ 
тановлены в работе автора [20], а в случае я = 1, ю — 0 — в работе 
М. М. Джрбашяна [17] (см. также [18]).

3.4. Пусть У -- банахово пространство комплексных последова­
тельностей, в которой плотны финитные последовательности. Скажем, 
что / идеальное пространство послеховательностей, если из усло­
вий {аА Г^У, '6А| <[<։,|(6 = 1, 2, ••) следует [6)Г€У.*

Кратная интерполяционная задача в классе //ри>[Д(а; 0)] состоит 
в нахождении условий, при которых пространство последовательностей

(/*  -/(*)€  н;;-’Р(=ч։>)]1 (3.37)

совпадает с каким-либо идеальным пространством последовательностей.
В следующей теореме содержится полное решение этой задачи. 
Теорема 13. Г. Если р Д * £ £Л$(Д (я; И)), то с про ее дли вы сле­

дующие утверждения:
а) если последовательность /.р։ ~

(3.5՝, то справедливы равенства
определяете я из

{(/’* :/(г) е НГ’|И»; ։•)]։ =

= {(/'**  ”(>*))* ’. I:/М 6/7Г’!'■»; Д(’; ’•)}} = 1р ■>}; (3.38>

б) если 7 = 1^'7 ?/р Р(р.«)], то ряд
аг

/Ю=Зт*8*Ю  (3-39)

сходится в метрике Нр ' [Д (я; !>)] ц определяет функцию / (г) £ 
—

< Д (я; ’•)!. которая удовлетворяет следующим интерпо­
ляционным данным:

'><\) = 7*  (*  = 1. 2. - ); (3.40)

в) функция из класса Нр ' \ц; Д (я; •>)!, удовлетворяющая ин- 
терпол яионным данным (3.40), единственна.

2е. Если {>•*}։"  (△ (я; И), то пространство (3.37) не совпа­
дает ни с каким идеальным пространством последовательностей.

Доказательство. 1°. Пусть рч] “ £ 6/5 (Д (я; !})). В силу след­
ствия из теоремы 10 имеем

{(/՝*  "(>*))»',!  {>*;  Д (°. »)!! <=

с I (Г*՜  "(М)»--,:/(: [д («: »)]| <= 1„

С ледовательно, равенства (3.38) будут доказаны,, если мы докажем 
утверждение б).
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Пусть •*(  = 1Р р^, „,)]. Тогда последовательность ’ к' ՝;, 
принадлежит 1Р. Следовательно, в силу утверждения 1’ теоремы 12 
ряд (3.39) сходится по метрике Нр"’’[Д (я; 0)], и по теореме 9 сумма 

этого ряда принадлежит классу Нр'' {ьк; А (а; »>)}. Равенства (3.40) вы­
текают из леммы 4.

Наконец, утверждение в) является следствием леммы 5, и ут­
верждение 1 доказано.

2°. Пусть теперь р-*|Г  < (Д (’; ՛•>)). Предположим, что про­
странство последовательностей (3.37) совпадает с каким-либо идеаль­
ным пространством последовательностей ]. Но легко видеть, что про­
странство последовательностей (3.37) совпадает с пространством

{<Ф [г,])Г : Ф € (з; (3.41)

где (//,'. [А*  (а; ^)])*  — это сопряженное пространство пространства 
Нр [Д*  (а; »>)] (нужно только воспользоваться теоремами 1 и 4 и оп­
ределением (2.3) функций (г)). Но тогда пространство последова­
тельностей (3.41) также совпадает с Следовательно, система 
(г4 (г)}*  является безусловным базисом замыкания ч .метрике 
Н\, [Д*(а;  ։>)] своей линейной оболочки (см. [34], стр. 27), а это пр<- 
тиворечит утверждению 2/ теоремы 11. Теорема доказана.

Так как при любом х(1 <5 <-|-ос) пространство / {*}  является 
идеальным, то из утверждения 2 теоремы 13, в частности, следует, 
что:

Если '/.*}?  ££Л$(Д(։; ’>)), то пространство последовательна 
стен (3.37) не совпадает ни с каким пространством / [х) (1-^.$< ).

Отметим, что в случае р = 2 утверждение 1 теоремы 13 было 
установлено в работе автора [20], а в случае а = 1, <•՛> = 0 — в работе 
М. М. Джрбашяна [17] (см. также [18]).
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