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Ш А. ГРИГОРЯН

О БАЗИСНОСТИ НЕПОЛНЫХ СИСТЕМ РАНИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКПИЙ В УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ

1°. В работе М. М. Джрбашяна [1] была построена система 
(-*(*))*. биортогональная на окружности |г| ~ 1 с системой рацио 
нальных функций

г4(г) = (—ТЦ^֊'. А = 1, 2,- -. (1)

(1 —а* г)՝*

где {аД։" <С 1) удовлетворяет условию Бляшке, а >1—кратность 
появления числа на отрезке {оД*. В дальнейшем было показано, что 
тем же методом можно построить системы и }2А. (։о)| *, би-
ортогональные на вещественной оси [2]. При этом в качестве систе­
мы {гк (и»)‘Г бралась система рациональных функций

Ղ = ~~—— 1 » 2» • • ՝» (2)

где {₽*}Г» удовлетворяет лишь условию

(3)

а > 1 — кратнрсть появления числа на отрезке
Биортогональные системы М. М. Джрбашяна позволили решить 

ряд задач анализа. Так, с помощью системы {2 Дг)}*, представляю­
щей модификацию системы {—и также биортогональной с систе­
мой (1), в его работе [3] было получено чисто аналитическое реше­
ние интерполяционной задачи с узлами ограниченной кратности в 
классе Харди. В дальнейшем им же в работе |4| было получено 
полное решение интерполяционной задачи с узлами ограниченной 
кратности в классах Н'[ (1 < р < 4֊ в полуплоскости ]т г > 0. Ос­
новой для этого послужили системы {гДш); 2<, (ш)| ։х, биортогональные 
на вещественной оси. В этой же работе [4] был получен критерий ба­
зисное™ систем {га(и»)։Г и {2* (и»)}। в подпространствах Харди-Та­
маркина Н‘\ (1 р -|- ос) в полуплоскости 1ш > 0.

С другой стороны, системы {гл(г)}Г и (2* (г),Г, биортогональ­
ные на окружности |г| = 1, послужили основой для полного решения 
поставленных в работе (1] задач о базисности этих систем в подпро­
странствах пространств Н„ (1 < р < -|- оо) Харди в круге |Д<1, а
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также интерполяционной
классах Нр (О — Этим

задачи с узлами ограниченной кратности в

Г. М. Айрапетяна [5], [6], |7).
В цитированной выше работе 

бого ограниченного континуума К 
простейших рациональных дробей

вопросам были посвящены работы

|1] с помощью системы (1) для лю-
были

। mk I
построены также системы

полюсами,
на произвольной последовательности f с К. Наряду

лежащими 
системами

для любого п(1^п + была построена также систе- 
аналитических вне континуума К функций. В случае,

когда К — жордановая область со спрямляемой гваницен Г, была 
казана биортогональность этих двух систем на Г.

до-

Отметим, что система представляет собой
ное обобщение классической системы полиномов Фабера и 
кацией.

2. В настоящей статье мы используем предложенный

существен- 
ее модифи-

в работе [1]
метод для построения систем функций, биортогональных на границах 
бесконечных угловых областей, и устанавливаем критерий их базис- *
ности в определенных пространствах функций, аналитических 
вых областях.

Чтобы сформулировать основные результаты, приведем 
несколько определений и обозначений.

в угло-

сначала

Для произвольного р обозначим через

Д (р) = г; |arg z\ —; о

угловую область на конечной комплексной плоскости. 
Пусть а = ?/2р —1, тогда угловая область

A(a) = Jz; |arg(—z)|<—• О
2а

И

является дополнением к замыканию Д (?); положим, далее, что L-—об-

щая граница областей Д (р) и А (։)•
Обозначим через Н [?] (О -4֊ х) пространство функций

/(z), аналитических в Д (?) и удовлетворяющих условию

Mil = sup I I/ <rt 
,Н|<2Г I о

Пусть, далее, последовательность 
условию

из удовлетворяющая

Re 4
, г. .2а

(4)
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Для любого 4>1 обозначим через 54^1 кратность появления X* на 
отрезке {ХД*.

С последовательностью |Х’н ассоциируем систему функций 
{'■*(»)}*» где

Функция и» = ф (г) = — (—г)։ отображает левую полуплоскость 

С = {и>; Иеи*<^0} на область Д(а).
Введем функции

„я (5,-1)! [а (֊г)*֊1]1" 1
!*(։։ ’) = '»(?(։))(?'(’)] = --------------Л—--------

[(—г) — Х4] *

очевидно, для любого £?>!, имеющие полюс в точке г — — X* крат­
ности Зк.

Теперь для любого £ > 1 рассмотрим их главную часть, т. е.

Легко видеть, что ть (г; я) 6 Н ' [р| (1 < р < 4֊ °°) (1 < к < 4֊ оо). На­
ряду с системой {т*(г; а))Г введем систему функций |р*(г; а))^°, по­
ложив

р* (г; а) = 2Л—?(*)) [?' (г)]։Л к-\, 2, • • -,
где д — р(р —1), а 2* (и») (1 < к + °о) определяется из (1.9) § 1. 
Следует отметить, что р* ( — г; а) £ Н' [а] (1 д оо) (1 к оо).

Системы тк (г; а))Г и (р* (г; а)}*, как показано в лемме 2.3 § 2, 
биортогональны в смысле

1, <=/, 
о. к I,

к, I = 1, 2,-...

Пусть, далее, последовательность удовлетворяет условию
(4) . Обозначим через {л*} (1 р 4՜ 00) пространство функций, ана­
литических вне множества £р11 {—ХД* и удовлетворяющих условиям:

1) ШбОПСр+Ч Л(Р),

2) / (г) = /(г) В/ (֊ г), где /(-г) Н"[а], г Д (а).
а Ва (г) — функция типа Бляшке с нулями в точках (1 ^.к<^

3) угловые граничные значения /(г) слева и справа от £ почти всю­
ду совпадают.
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Из теоремы 3.1, § 3 следует, что замыкание в [р] системы 
г; я)/! совпадают с пространством функций /*р {лд‘.
Наконец, сформулируем основной результат настоящей работы.
Если последовательность к

также условию Бир {$»} + то справедлива
роме условия (4), удовлетворяет

Теорема 3.2. Для тою чтобы система рациональных функ* 
ции 1л«д(д, я)ц являлась оазисом в замыкании своей линейной обо* 
лочки, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

§ 1. Предварительные сведения

Введем в рассмотрение пространства Нр (С՜) (0< р <Д ֊Г ) 
функций / (и»), аналитических в правой полуплоскости С — («•; Ые 

0}, для которых

/Г \,,р

№нр(о + ) ^Л’=Бир( + <+^.

Л' ■ £

— ев

(1.1)

Как известно [8], для любой функции (^Н' (О )(0<^р<^4- ) суще­
ствуют угловые граничные значения /(/։/) ££р(—° » 4՜°-՜)» причем

(1.2)

Аналогично под Нр (6՜) (0<р < 4- от) будем понимать про­
странства функций ®(ю), аналитических в левой полуплокости С = 
= |Ц>; Иеа><^0 и удовлетворяющих условию 

(1.3)р —

Очевидно, что если / (и») (—«’), то

М՜ = м<

Пусть (Р,)Г (Ее >0) - произвольная последовательность комп­
лексных чисел, среди которых могут быть числа конечном и даже бес­
конечной кратности. Для любого к 1 через > 1 и р* 1 обоз на 
чим кратности появления числа на отрезке {ЭД} и во всей последе 
вателъности соответственно. Последовательность {,6/}։ отнесем 
классу А (Р), если выполняются условия
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зир \рк\ ~ Р4՜гг'- 
*>1

Отметим, что из (1.4) вытекает условие

(1.4)

(15)

(1.6)

которое обеспечивает существование функции Бляшке для правой по­
луплоскости с нулями в точках

Я(ад)=^Г[------ - -------------—• (1.7)
/=| ш -р р, 1 _ $

условившись полагать — = —1, при а = 0. 
а

Теперь приведем некоторые факты, известные для верхней полу­
плоскости, но для удобства перефразировав их для правой полуплос­
кости.

Рассмотрим биортогональные системы функций (п(ад); (ад)} 1®,
(см. [2]), ассоциированные с последовательностью {?,}* (Ре^^О)» 
удовлетворяющей условию (1.6):

<•*(«’) = 7^—Т7Г’ к = ь (1-8)
(—ад —[н) *■

где

(1.9)

(1.10)

Как было установлено М. М. Джрбашяном [2] эти системы 
тогональны на мнимой оси (—/ оо, 4՜ / °°) в смысле

биор-

»
(ф) (г у) бу = — 1 (։у) г, (1у)бу = о

2г (1.11)

Справедлива следующая теорема (см. [9]).
Теорема А. Если то для любой функции

< 4* °°) имеют место неравенства

2(Ке34Г''|/'"(?к)1<,<^(г. «)К Г = 1. 2,..., (1.12)
А=1

где Ар (г, '>) >0 - постоянная, не зависящая от /.
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Из этой теоремы вытекает следующая
Теорема В. [4]. Если (₽/|Г^Д(Р), то ддя любой функции

!$ Н’’(О’ ) (0 ֊'.. р < 4- оо) имеет место неравенство

У (Ке М'<։‘՛ 1/’*-” (М' < А, (Р, о) (1.13)

где Ар(Р, о)>0 не зависит от /.
Там же [4] были установлены следующие утверждения.
Лемма А. Если ^Д(Р), то для коэффициентов (1.10) 

справедливы оценки
|а.(&ь)|<а(8, Р) (ЯеМ'՛*՜’, ՝ ~ °’ Р* 

I 4 = 1, 2.- -.

где а (о, Р)У> 0 — постоянная, не зависящая от V и к.
Теорема С. Если -Д(Р), то для любой 

(С ) (1 р -|- оо) справедливо представление

(1.14)

функции

($к) 2к(и՝) Г/ (1՛У)
2՜ В(1՝у)

бу
/у ~ «’

(1.15)

1де ряд сходите я абсолютно и равномерно на любом компакте | — —
Кав'иС \{-МГ и в метрике Ьр на мнимой оси (—1 ■>->, 4՜/00)*

Отметим еще две теоремы относительно функций из
которыми мы будем пользоваться в дальнейшем.

Теорема □. [8]. Если Н (С+) (1 < р о- а ), то

(1.16)

Теорема Е. [10]. Если й ЕР ( — г эс, + г ). то интегралы 
типа Коши

+ 1 »
г- . . 1 I А (/ ) £ Г.)-/ (и») = I -------61, и» и ,

2к/ и*

X 1 С яг (^СГ/ (ту) — ---- I -------
2^г‘ } (—и՛

-IX

обладают свойствами
1) / £НР(С ),

2) иЛр < И/ Ь՜ <
1де Лр>0—постоянная, не зависящая от К. 

3) почти для всех ! ՛-(—г’оо, 4՜ ։ ос)

А (О =/"(/)-/ (О-

(1.17)

(1.17)

(118)

(1.19)

(1.20)
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Рассмотрим также класс ) (0<^ /><^4՜°°) функций/(и»), ана­
литических в правой полуплоскости О , для которых

~ АД» = 8иР 
к <

I/* (1.21)

Нам понадобится также следующая
Теорема Р. Для любою р (0 < р 4- ос)

веря дени я

1) НР(С) = Н‘̂ 6՛),

А,\№

справедливы ут-

(1-22)

де „ .
Ни (О + )

где Ар и Вр от / не зависят.
Отметим, что утверждение 1) в случае р — 2 впервые было ус­

тановлено в совместной работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветися­
на [11].

Включение (С ) (0 < р < + оо) является очевидным
следствием теоремы о двух постоянных С. А. Акопяна [13]. Включе­
ние же Н, (6 ) => Н‘ (6 ) (0<^ р< -г 00) было доказано А. М. Сед- 
лецким [14], где после С. А. Акопяна было приведено также другое 
доказательство включения Нр (С ) с Нр (С ).

§ 2. Представление функций из Н [р](1 4֊ о>)

2.1. а) Для произвольного р обозначим через

г; |агёг| о <С + °°

угловую область на конечной комплексной плоскости. Полагая 
а = р,(2р —1), обозначим через

дополнение к замыканию Д(р).
Пусть Н [р] (0< р<^ 4* оо) — пространство 

тических в Д (р) и удовлетворяющих условию
функций /(/), анали-

։/р
|/и։= *“₽.

“՛ < ։Т о
(2.1)

4՜ ос) обозначим пространства функций '?(*)>

аналитических в Д(։) и удовлетворяющих условию



Далее, пусть [р] - класс функций /(Г), измеримых на общей 
границе взаимно дополнительных областей Д (р) и Д* (р), для которых

I р 1|,р

(2.3)

о

б) Полагая всюду в дальнейшем, что — произвольная после­
довательность комплексных чисел из угловой области Д (а), для любо­
го к (1 к + ос) через 1 и обозначим кратности появ­
ления числа X* на отрезке и во всей последовательности {^Д՞ 
соответственно.

Последовательность (ХД| отнесем к классу Д,(Р), если выпол­
няются условия

зир {рД = 4 00 •*>1

(2-4)

(2.5)

Из условия (2.4) вытекает условие

(2.6)

которое обеспечивает абсолютную и равномерную сходимость внутри 
угловой области Д (з) произведения типа Бляшке с нулями в точках 
г ֊ X*:

а> « 1’ 11 __
В.(г) = П '֊— ^А(’). (2.6՜)

д. 1 г’ + Кд 1 —)‘к

вновь условившись полагать, что -— = —1 при Ь =® 0, а под *'՜ по- 
Ъ

нимая главную ветвь этой функции.
Лемма 2. 1. Если / £ НР [р] 0 < 4֊ »), та отображением

— г 1
А (ад) = /(ад?) —и,՛ устанавливается изоморфизм между

пространством //'[р] и Н (С ).
Действительно, если г = гке", то
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sup< (G )

hp Iе)

T x։
= sup^ | ll/(r։e;)|p 

|<?|< ~t 0
Остается воспользоваться теоремой Г.

Следствие 1. Любая функция / £ Н [р] (О <С р + °°) пред­
ставима в виде 

/(*) = Во (г) е (г), (2.7)
причем 

ар(р) ЬР\е\нр |р), (2.7')

где е(х)=/=0 при г (■ Л (р), е (г) £/У ’ [р]> а & (г) — произведение типа 
Бляшке для угловой области Д (р) с нулями функции /(с).

Следствие 2. Для любой функции /£/У [р] справедливо нера-
венство

* _ 1
|/ (։)| < С„. , Re zf) " |/1н, |р). (р)- (2-8)

Оно следует из следующего неравенства:
_ _1_

1#( wl < Ср (Re w) |$||р, w £ G ,

отмеченного в работе [14] для функций g Н '(G ). Благодаря нера­
венству (2.8), сходимость в метрике Н՛ [р] влечет равномерную схо­
димость к предельной функции на каждом компакте из угловой об* 
ласти Д (р).

Теорема 2.1. Для любой функции / £ Н՛ [р] (1 р <^ + И 
справедливы утверждения:

1 . Любая функция Н՛ [р] 1 р -|- °с) почти всюду на L 
имеет узловые граничные значения f(t)^Lp(Lf,) такие, что

4 к *
lim 1 |/ (re ) — / (ге<#)|/ dr — 0. (2.1®)

* * " + 0 о
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формула Коши

имеет место интегральная

1 i/u».— I — ot —J_____
2-iJt-z | о, • х(;Л((>),

где —граница Д (?), пробегаемая в направлении неубывания arg/: 
I

Функция /(ге**) почти для всех г < (0, ) при ?

имеет пределы, совпадающие с граничной функцией / (/), t ге

lim f (re1’) = f (re ), (2.12)

Нт / (ге^) = / (ге ). (2.12 1
’-"3? 0

Эта теорема является аналогом теоремы 7.5, установленной 
М. М. Джрбашяном (см. [12], стр. 414) для р = 2 и приводится без 
доказательства. Отметим, что доказательство 2 в случае р = ‘2 осно­
вывалось на лемме 8.6 (см. [12]). Используя эту лемму, просто полу­
чить аналогичное утверждение для случая р\: [1, - 47 )•

Действительно, из следствия 1 леммы 2.1 вытекает, что функция 
/(г) представима в виде

Цг) = В? (г) е (х), г £ Д (?) 
или

/(,) = ВДх) ([е (х)]"7" = вР(х) (£ (х))’".

где £(։)£№[₽]. Тогда для любого ?« (О<?»<—) имеем

Пт |тах|/(ге'’)/г,'|< Нт (тах |£(ге')|г՛ ‘= °. (213)
<•-.«+ '-°+
Кт (тах|/(ге'01г'"’1<Нт1тах|£(ге-)|г,։|2-’=0- (2-14)

Г— +оо
Лемма 2.2. Для любых функций /(; Н [И (1 4 Р ՛ + л) ■< 

>де у = р(р — 1) на ’раниие Др области Д (?) справедливо 

равенство 
1157-8
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Я

/ (С) Я (С) <Г. э 0. (2.15)

‘о
Доказательство. Так как / £ Нр [р], то согласно

(2.13) и (2.14) для любого ?о 0 Фо

I 
так |/(ге' = о {г ), г -* 4՜ 0» г -* 4՜ °°» (2.16)

|?1
1

так [а (ге'41 = о (г ), г —* 4* 0, г —* 4՜ °°« (2.16)
1т I <

Отсюда имеем

/(г)^ (г) </2 = о(1), г ֊* 4-0, г — 4- 00 (2-17)
Р1 - г

1><в г| < ?.

и по теореме Коши 
4 оо 4- •»
Г/ («'") ? (ге") </ге‘’։- р (ге՜1’*)? (ге՜'”) </ге՜'" = 0. (2.18)

о о

Теперь остается проверить, что в (2.18) можно перейти к преде­

лу при ?0— — —0. Действительно, справедлива оценка 
2?

иы

о

и
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Отсюда, используя неравенство Гельдера, получич

+ j /(»•« ■’) rfrj

т

' + ’^|,Г^и, к|. Р19)

Но в силу теоремы 2.1 при э—* —------0 вторые сомножители в

первом и во втором слагаемом стремятся к нулю. Поэтому, переходя

равенствок пределу в (2.18) при ф0 — в СИАУ <219) получим

Отметим следующий аналог теоремы М. Рисса об интегралах 
типа Коши.

Теорема 2.2. Если А(0€ММ(1<Р<~ ?о), то функции

удовлетворяют условиям

I)

2)

/- U) е И' [»],

3) почти аля всех t^L9
А (/) — f - (О ”՜ / (О»

Доказательство. Для любого р и 2 = PÄ2? 1)

введем следующие обозначения

41 = Ь; arg t = ± — ’• о < р| < + «• [ ’
( w 1

£* = I f; arg t = ± —’ 0<CRI < + ’
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и

Далее, если определить две функции следующим образом:

Л։(0 = {А(П'
О , / £ £,,

А,(0=(А(а /е£г

(2.20)

(2.20х)

то очевидно Л1(0€^-/ (7։), а А2 (О £ //’ (72), причем

ЦЛ1И^р(/|) — (2.21)

=([|л(ог 
’ V '

I еперь рассмотрим функции

(2.21)

А (*)= 1 ГАЛО
2՞/ 3 7 — 2

/|

1 Г МО ----  I-------  аг. 
2*ч 3 / — г

Заметим, что в силу теорем Е и Л функция (г) из классов 
Н , Н, в полуплоскостях по обе стороны прямой но поскольку 
вдоль Л, функция Д (г) не имеет особенностей, она аналитична во
всей плоскости, исключая разрез вдоль Ц. Аналогично, функция (г) 
из классов /А, Н\ в полуплоскостях с общей границей 7, и аналитич­
на вне £р . Следовательно, используя теоремы Е и Г, имеем

вир 2]’|/։(0|‘’|Л|<4,|Л,|х/։( 

м
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Теперь рассмотрим функции

А (г) = — А (г) /., (г) = — Д (?),

/֊ (г) = Л (*)֊֊/,(*) гС Л (։),

которые, очевидно, аналитичны соответственно в областях Д (р) и Д(։՝. 
Используя (2.21), (2.21') и (2-22), (2,22') получим

рл (0Г|Л|[

р |р|*

Аналогично доказывается утверждение 2) относительно функции /-(г).
Утверждение 3) вытекает из известных результатов об интегра­

лах типа Коши.
2.2. Пусть Р*|Гс:Д (а) — произвольная последовательность ком­

плексных чисел, удовлетворяющая условию Бляшке (2.6'. Тогда по­
следовательность заданная таким образом:

удовлетворяет условию (1.6) и Ие А ^>0(6 = 1, 2,•••,)• С этой после­
довательностью ассоциируем системы (1.8) и (1.9) функции г* (՛ и 
2*(ш) соответственно.

Теперь отобразим конформно область Д (а) на полуплоскость 6
с помощью функции

(2.23)

тогда обратное отображение имеет вид
г = 6 («») = — (— о՛)1 (2.24,

Далее рассмотрим последовательность функций 
֊11. (»а - В! [« (֊ аГ֊Т

Ф» (а; ») = г, (? (г)) |?'(т)] ' - ,/,)•—>?)՛* 1с^1. 2,- •• (2.25)
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Заметим, что для любого к 1 функция (г; а) регулярна в 

△ (а), кроме точки г- —г*, где она имеет полюс кратности $*.
Пусть пи (г; я)--главная часть функции ՛]>* (г; я), т. е.

а(>> (я)
(х; >)=У . ' —- , О^(«)^0, к = 1. 2,--. (2.26)

—։ (2 ֊+֊ 1֊к)

/ 1
Поскольку (■?; я) = О (------------ — ), при |*| —* 4֊ ос,

1г1

где <?=р(р — 1), то, аналогично формуле (3.18) ([1], стр. 402), имеем

пи (z; я) = — J/, z £ Д (р). (2.27)

Здесь и в последующем изложении под будем понимать общую 

границу областей Д (р) и Д (я), пробегаемую в направлении неубыва­
ния arg t.

Так как пи (г; я)— рациональная функция с полюсом в точке 
z = / * - Д (я), то она непрерывна в Д (р) и пи (г; я) = О ( Д-Д , при

\ ' iz /

с|-----•֊ . Отсюда следует, что пи (z; я) £ Нр [р] + «>).
Теперь, наряду с системой (тк(г; я)}Г, полагая q = рЦр — 1),

введем систему функций |рх (г\ я]։и, регулярных в области Д (я), по­
ложив

-------- ֊ — Ва (—д)[я (—г)«-1]1^
Р. (г; я) = 24(֊Ф(г)) [<₽' (х)]’* =--------֊֊^֊~ Х

Легко проверить, что для любого Л^-1, р* (д; я) Н11 [я], 
тельно, используя теорему Г, имеем

к*~ 11$*^ Вр дЦ*!!„</ ։о+4՜ 'с •

Действи-

(2.29)

Полученные системы функций (/и* (г; я))^ и {р* (г; я))“ в случае я =1 
совпадают с системами {гк (ш)}Г и (2*(го)|^ функций (1.8) и (1.9) 
соответственно.

Лемма 2.3. Системы |т*(д; я)]։х и (р* (х; с)}^ биортогональ-
ны в смысле

mk (t; я) рх (/; а) dt — (2.30)
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Доказательство. Запишем интеграл (2.30) в виде

р

£р

Учитывая биортогональность систем |г* (ад))Г и {2* (ад)}* на мнимой 
оси в смысле (1.11) и определения (2.28), (2.25) функций р» (г; а) и 

(г; а) соответственно, после замены ф = ?(/)=—(—/)’, получим

| Г1 (?(0) ф(0 (—®(0) =

г( (1у) 2кЦу) <1у -
1, к = 1
0, кф1

Далее, для любого / ^>1 по определению функций ф Дд; х) и т, (г; з)
их разность (-; з) = ФДг; а)—тДг; а) имеет порядок

, р. = пип

при |г| -* -р °° и регулярна в А (з). Следовательно, 

так как р* (д; л) £ Н1 [з], то в силу леммы 2.2 72 » 0.
2.3. Для любого фиксированного д£Д(р) рассмотрим функцию

и» <?

а

очевидно регулярную в полуплоскости (7 . Тогда функция

(ад! г) = 7.« г), 2 < Д (р)

относительно ад будет регулярной в <7 и принадлежит пространств
НЧ<7+) (1< Я< + °°)-

Лемма 2.4. Если {>-*}“€ т0 лля любых А (1>). ՝ € 

имеет место разложение

------- = У Р< (г; ։' т» <2; а)----------------- 2^} 
.-1

Г /■. Цу. г) В Цу1 . (2,31)
] 1У- т (0
— ао
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Доказательство. Очевидно, что если £ Д, (Р), то из 
определения классов Да (Р) и Д։ (Р) следует, что |л*)1 £ Д։ (Р). По­
скольку Р (и>; г) Нд (С )(1 д <С Ь °°)» то по теореме С имеет ме­
сто представление

+ X ф
о / Ч 4 (/у; г) ,А (ич (/.*: г) ь —— I -------- - --------с/у,

2т: В (/у) ({у — и՝)
— X

(2.32)

где ряд относительно и» сходится

и !'*/Г и в метрике на 
1^*31 X ке с нулями в точках 7^)1 .

абсолютно и равномерно в области 

мнимой оси, Р (и՛)—функция Бляш.

Простой подсчет показывает, чтс
ч ($*—1)Н

------ ------- ди =
1у — >Д “

д!-= тк (г\ а) •

(2.33)

Отсюда и из (2.32), учитывая тождество В (— ш) = Б ’ (ш), после
замены ш = — г, и перехода к сопряженным величинам получим

X ——
Л ('<; *)=у, 2* ( —Т() тк(г; а) — 1

Р(О
/а (/у; с) Р,(/у) </у.

н/ —

(2.34)
Из (2.34) в результате замены тд = ? (И = — ( — С)“ получаем

—’֊ = У [« (- С)’-1]1'’ ((-:)’) (г; ։) ֊

' г »-1

[«(֊С)-']1-» 1 К /. (кк г) В (,у) ,
—— ----------- •   I --------------------— с(и
В( (-0«) 2г,- 3 /и֊? (С)

Отсюда, используя определение (2.28) функции рл (г; а), получаем 
разложение (2.31), где Р, (—г)—функции типа Бляшке для угловой 

области △ (а) с нулями в точках |—
Отметим, что построения и леммы, аналогичные леммам 2.3 и 2.4. 

для конечных областей впервые были установлены в работе 
М. М. Джрбашяна [1|.
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Теорема 2.3. Если ^Д,(Р), то любая функция / Н* (?| 
< 4՜ °°) представима в виде

/ (г) = у Ck (f) mk (z; а) + z) d^ (2351

Ck (f)= —
1

2г/ ։
/

/('.) PH՜: fc=։. 2. ••.

a z)£//7[*! относительно переменной M։) и имеет

d՜., Д (։>, z £ А (р).

Доказательство. По теореме 2.1 функция /(г) представи­
ма интегралом Коши

/ (*)= — ~~ 1 <£» * € д Ы-
2^/ и * — г

Остается воспользоваться разложением ядра Коши (2.31), чтобы по­
лучить представление (2.35) функции / (г).

Теперь рассмотрим функцию

. . . 1 С А (։у\ г) В (лу) ■ г_Ф (ш: г}֊---- I -------—------------ и՛ - О ,
2г/ 3 ։у — и» 

* от

которая в силу теоремы Е принадлежит классу Н։ ((.» I, так ки 
7.« ({у; г) В (1у) £ Л, (— о>; + °°)- А поскольку Л(,; г) = [- ( 7

X Ф (® (С); ^), то по лемме 2.1 будем иметь (■.: г) ~ Н- [а].

§ Основные теоремы

3.1. Ниже (МГ это последовательность комплексных чисел из 
угловой области Д (а), удовлетввряюшая условию

у 4-сг (3.1)
4,! 1+М?’

Обозначим через X; (ч| (Ю< + ”> пространство функций 

/«. аналитических нне множества Д. U (-»ah' и удовлетворяющих 

условиям
1. У(х)€Н'’[р) (1<Р<+00)’
2. в:х (-2^ где/(z)6^p [։)• 2 ~ -И1)՝
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3) угловые граничные значения функции / (?) слева и справа от 
контура почти всюду совпадают.

Лемма 3.1. Пространство I* {>.*} совпадает с множество* 
функций / (г) из //[р], у довлетворяющих условию

— 0, г £ △ (р). (3.2)

Доказательство. Если / (г)О’ Р*}» то существует функция 

) (г) £ Нр [а] такая, что почти для всех / £

/(0 = 7(0 В.-1 (-<)•
Тогда для интеграла (3.1) в силу теоремы 2.1, получаем

Обратно, полагая, что для функции / Нр [р] выполняется условие 
(3.2), рассмотрим интеграл

У (0 В. (֊ :) (3.3)

- ак как / (-) Ва (— ,)^2/[р], то в силу теоремы 2.3 функция В (г) £ 

бА/'Др] и ее граничные значения /?(С)£//[р] в силу теоремы 2.3 и 
условия (3.2) почти всюду на совпадают со значениями / (С) В, ( '). 
Следовательно, граничные значения / (’) функции / (х) совпадают с 
граничными значениями функции R (г) В, 1 (— г). А это значит, что 
/1*) € >■’ ('■*}•

Т е о рема 3.1. Замыкание в В’ [р] системы пи (г; совпа­
дает с пространством функций В {).*}.

Доказательство. Покажем сначала, что любая функция /(г) 
из принадлежит замыканию в 2/[р| системы {/п> (г; а))։°°. Дру­
гими словами, нам нужно показать, что если Г произвольный функ­
ционал на 2/ [р] такой, что

то
Г(тД=0, 1с = 1, 2,-..,

Л(/) = о, {>*}.

(3.4)

(3.5)

Принимая во внимание общий вид функционала в 2/' [р]:

/(С) А (С) </ А С) [р], (3.6)
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где q = plp — 1, из (3.4) будем иметь

I тк С; a) A О d\ = 0, к 1, 2,..

1 f
Но по теореме 2.3 почти для всех С££р.

(3.7)

Л (С)«֊ А- (,) — А + (Z), 

где (г) •- Н' fp], a А_(z) £ Hq [л]. Поэтому (З.Ь) принимает вид

(3.8)

Поскольку по определению пространства >* (>*| функция / (г) £[р | 
при г^Д(р), а к,. (г) £ Н> [р], то в силу леммы 2.2

(3.9)

Отсюда и из (3.7) следует, что

2 а’)’(»)л‘2՜”(֊»») = О, 4-1, 2,-
/-։

а так как а<1с}>к (а)=/=0 (к 1), то функция А_ (z) имеет нули на после-
— _| 77

довательности {—Х*}Г6 △(“)• Следовательно, А_ (z) А՜ ( z) £ Н' [-], 
а из определения класса /’{/») вытекает, что функция 7(г)В,( —г)^ 

€ НР [а].
Поэтому опираясь на лемму 2.2, получаем равенство

-Ь С / (С) л_ (О </: = — [/ (') в. (-') л- (■) В;' (֊л =о. (З.Ю) 
2*/ 3 2*/ 2

4Р ч
Таким образом, из (3.9) и (3.10) следует, что к (0 = 0 для любо! 
функции /€>£{'•*}• г х

Обратно, полагая, что функция / (г) — из замыкания системы 
|ац (г; ։)*Г> покажем принадлежность / («) классу 1#с*’ .

С этой целью, достаточно проверить выполнение условия (э.. 
леммы 3.1 для любой функции из последовательности (/Пж (г: ?)Ь * 
Следует заметить, что для любого к>\ функция тк (д: а) в точке 
г — —имеет полюс порядка 5* ($* - р* г 00 >• ледователькс, 
Функция ?*(։)= «) В, (-г) регулярна в Л(>). порядка о(—)

нри Jz| — 
ремы 2.1

■+֊ оо, т. е. принадлежит
получим

классу Н՛' [1]. Поэтому в силу тео-

0, z £ А (р).
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Лемма 3.2. Если {М* € А» (Р), то для любой функции / 
£ / „ !>*| последовательность 

п
5л (/; г) = У, Ск (/) /п* (г; а), п = 1, 2, • • •, (3.11)

Л-1
где

с*(/1=--М /(")?*(-; «)Л, 4 = 1, 2,- -, (3.12)

сходится в метрике £р [р] (1 р <7 4* ос)«
Доказательство. Сначала, для любого к > 1 оценим коэф* 

фициенты Ск (/). Так как / 'Р {к*}, то существует функция / (*)£ 
-* — ] —

£ Нр [а], такая, что /(г) =/ (г) В, (—г), г £ Д(л). Поэтому, согласно 
(3.12), учитывая (2.28), после замены /у = ? (С) =—( — ч)в получаем

а СФ . ..Pk-.k ,м 1 г7(-(-^^)[(֊^)' Р .
֊ (Тх^пГ^1’ + >՜------dy-

(3.13)

Отсюда, используя оценки (1.14) и условие sup ip< = Р<^4՜ 00 »в0՜ 
к 1

Г֊1
дя обозначение Л* (—w) =F (гр) = f{ (— го)1’) [(—w) ]1/р, w£G",
приходим к оценке

1с* (/)! <

Рк~ sk
Р) У 

lEs(j
(Re;;)՝‘+*|^') (4)1- (З.Н)

Заметим также, что А (и^) Нр (G У, так как Р (а») £ Нр (С՜).
Теперь покажем, что последовательность (5Я (/; г)] Г фундамен*

талька в метрике кр [р] (1 р 4֊ °°)* В 
Хана-Банаха имеем

ЦЗ» (/; ,) Лщ (/; ’»)|1^/»|р| — sup ։ У съ
2՜/ k. w + l 

net < ।

самом деле, по теореме
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'< .X ֊ с‘(/)| 2=7՝ т‘<:= ’>?<՝><'■- 
я» >1 2«*/«/и1 < ։ •֊ с,

Теперь упростим интеграл в (3.15),
силу которой почти для любого.^!.

пользуясь теоремой 2.3, в

где £+ (х) £ [р|,

«*1’1

(3.1о)

м

а

?
Но поскольку /па (д; а) £ Нр |р], 

мы 2.2
а (г)^Н [о], то в силу лем-

(3.17՝

.аким образом, из (3.16), принимая во внимание (3.17) будем иметь

(3.18)

где (С; а), для любого к > 1, определяется из (2.25). Пользуясь за
менной С= —(—/у)1’» упростим первый интеграл в (3.18)

(3.10)

— «>)։/а) ----(— И’) , и принадлежит классу

(С ), а функция 2 ( и») — (ю) ) и
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Втором интеграл в (3.18) равен нулю, в силу леммы 2.2, так как дд; 
любого к > 1 функция (г; а) = тк (г; ’) — фл (г; а), по определение

** / 1 \
регулярна в области А(®)> порядка 0 1---- 1, где т. е. из кла|

\|*Г'

са Нр [а], (г) £ ЕР [*].
Поэтому в силу (3.19), а также (317), из (3.16) следует, что

ГПк (?. £ Г) (Л = 1?!’*՜" (Ф1. (3.211

Итак, из (3.15), учитывая (3.14) и (3.21), по неравенству Гель- 
дера будем иметь

1&Л Ср

х|г.(՝> (4>ц (Кех;)''՛ ՛ ’ I/;»-1’ (4)1 <

| <х
< ։ир а («, <0У (Ие4)'"‘-|,+1 1^'*՜՛ (4)1

И Л <(р ’
։ 

где V У (Ке /.’) ' И’.” (4)1 •

(3.22)

В силу неравенства

чиселсправедливого для любого набора аь 0 (1 -</< т ' -Г 00К
имеем

р—։ к Р-1

։».„ < У Р'"’ у (Ие >лу<*։ |Л<”(4 )!'’= Р^’У 5„. „ (,)=Р»”« 5,. (Р1 
м х=(| 1с -я т 4 1 «=0

причем 5П, я։ ( Р) — 0, при и, т — 4- оо, так как для любого > (0 » <С
< Р — 1) по теореме А 5п, т (*) -> 0, при п, т -* 4- со.

Отсюда и в силу теоремы В из (3.22), используя (3.20) имеем

|5Л(/; ’,)- 5\(/: :)^,(.։ < зир а (о; р} Рр!ц Зп, т(Р) |#*|„р,0-) <
Ср

Ср Р ' о (о; Р) Зп, щ (Р) — 0, п, т — 4՜ '*՝• 

Леммма доказана. 
«I •

Лемма 3.3. Если /- (г) любая функция из Н [^](1 Р 
т сг ), то



(3.23) принадлежит классу /р |/4), 
как ।

—то по тео- 

что функция /(г) из
т. е. выполняется условие 3.1» так

/.
р

и в силу теоремы 2.1 каждый из интегралов справа равен нулю.
3.2. Введем функционалы на пространстве функций>р /А

и полагая» что |>^|Г — последовательность отличных друг от друга 
комплексных чисел, докажем следующую лемму.

Лемма 3.4. Для любой функции справедливо нера­
венство

Ме

!/■« (/)Й= $ир

(/)!> <> Ы^|Р|, = 1» 2. ■ •

£р

(3.24)

(3.25)

Доказательство. Если 5* = 1, то из (2.28) получим

(3.26)

Теперь воспользуемся равенствами

Ы£«|Р) = ^,= Р*«1',=

5Вр 
ЯМ в

։

4- X

а0 (л>) (3.27)

По теореме Е почти всюду на мнимой оси имеем

РЧу) = Г- Чу) -Г Чу),

Г- Чу) € Нр (С՜)» Нр
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причем
№ ИнР(О-)'^' ^р ^Р' (3.28)

Так как ( —>* Г С՜, тов силу теоремы /9

1' л : ,1М. <1Ч = 0, 4 = 1, 2, -•• 
‘У +>•»

и поэтому из (3.27) следует равенство
4 «

Ыщ,|= 5иР Iе»('*)
|Г_|<Лр I

Если и» = ъ (г) = — (— г)’, то очевидно

(3.29)

/ (г}-Г (Т (г)) (<(*)]'" 6 Н'[«].
причем

Ч/—1гЛ|р1 ^р՛

Вейлу леммы 3.3, функция /(г) =/_ (г) Й։ ' (—г)—/* (г)—из
/р , где /♦ (г) определяется по (3.23 ). Далее, поскольку

к = 1, 2Г -

то интеграл в равенстве (3.29) для любого к 1 запишется в виде

Г л֊
Щ

/С)[? (С)Г &(-:)
У гх-

Из (3.23 ), в силу теоремы 2.3 имеем

!/*. Ь Ьр У-[/р | |
/П’1

и поэтому из (3.23) следует неравенство

НдР|Н < (1+ ьр} II/ »,.„ы < (14- Ь(>) мР = в,..

(3.30

(3.3

Теперь из (3.29), принимая но внимание (3.30) и (3.31), получаем
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""'-'’IH "р

Отсюда окончательно, следуют оценки

sup

= ВР1Г\ (/)!, А - 1, 2,..., (3.32)

где Вр не зависит от к. Лемма доказана.
Пусть последовательность ՛/.* [ удовлетворяет условию зир рк = 

к 1
= Р<^оо. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. Для тою чтобы система рациональных функ­
ции {тк(г\ Я)!Г являлась базисом в замыкании своей линейной 
оболочки, необходимо и достаточно, чтобы Р* Г £а։(Р).

Достаточность. Пусть {1*1* сД» (Р). Тогда в силу леммы 
3.2 и теоремы 3.1 для любой функции функция

Ф (г) = V с к (/) т, (г: а) (3.33)

принадлежит классу {/.*{ (1 <С Р < -1՜ 00 )• ГДе РЯД СХОДИТСЯ абсолют-

но и равномерно на множестве А (?) II А (а) —л* 1 и в метрике Ь [?] 
на Ло. Следовательно, остается показать, что Ф(г) /(*)» или други­
ми словами, полагая Ск (/) — 0(1 к се) и /՝>'к}, покажем, что 
/(г) = 0. Учитывая тот факт, что функция представима

виде /(г)- /(г) В!՝ (-г), где / (г) € Н՞ [а], воспользуемся представ­
лением (2.35) функции /(г), откуда непосредственно вытекает, что 
/(г)=0, так как в силу леммы 2.2

Необходимость. В предположении sup Pk\-P<Z поло- 

жим, что система |т*(« «)!* является базисом я замыкании своей ли­
нейной оболочки, совпадающим с пространством 1 ,> t в силу гео| 
мы 3.1. Тогда по теореме Банаха [15] для любого к 1 будем иметь

։/;(/)|||'П‘м,|<с’ * = ։՛2 (3.3-1)

где Fk(f) — функционал 
ределенной по формуле

заданный на пространстве к* ().*] с нормой, оп- 
4 94) а с(0 <. с<Г 4՜ °C) не зависит от к.

1157 9
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Очевидно, доказательство достаточно провести гля последова­
тельности z'/jf отличных друг от друга чисел из pili*, так как при 
условии sup [pt] = 4- то из Zj;|* £ А, (1) следует, что !^}Г£Ла(Р),

Из неравенств (3.34), в силу леммы 3.4, имеем

[р] т р |р| ՝ ՝ & = 1> 2, • * • t (3.35)

тогда по неравенству Гельдера

’)1 т* (ч; а)| d |Z| <*’, 1 = 1, 2, •••• (3.36)

Пользуясь представлением (3.26) функции р* (я; «) и формулой (2.27), 

в силу которой для з* = 1, пъ (г; я) = —----------- » оценим инте-
[’г* ] (г -г г*)

грал (3.36) снизу.
Тогда учитывая определение (1.10) коэффициентов а0(г2), по­

лучим

(3.37)

2®
Полагая С = re , Zk = |г*| е к, 
(3.37) приводится к виду

после замены r/|z*i = / интеграл J в

2 cos а Ък

Легко проверить, что интеграл J ограничен снизу, если

(3.38)

так как ограничены интегралы £/։ и Ь\.
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Поэтому, учитывая тот факт, что возможно -к - + — . сначала 
л՜?. л . 2։

оценим выражение cos?-* L x. Для этого пользуясь обозначением
I»

А* = - ----- Ф* и принимая во внимание, что sin х^ х при х —* 0, по-л
лучаем оценки

։\|(г 11։<2

Отсюда для любого -^>0 следует неравенство

cos ах , У' U
Л*/" dt

М֊][֊ [(*՛— 1)։-г г д;]11

дА dl
[(* D- -rMf|։" > [(*’—!)•

(3.39)

J [(*-1)4 
о

Аналогично учитывая, что возможно получим

COS К £/•

Таким образом, из (3.36). (3.381 и (3.39) будем иметь

ИЛИ

Теорема доказана.
В заключение считаю своим долгом поблагодарить профессора

М. М. Дж рбаш я на за
этой работы, а также

постановку задачи и внимание при выполнении 
В. М. Мартиросяна за ценные замечания.

Институт математики
АН Армянской ССР

Поступила 31.П1.1Ч78
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Շ. 2. ԴՐՒԳՈՐՅԱՆ. 1հս<|իոնս1| ֆունկցիաների ոշ |c|։։| 

ta Լ կ | ո ։ Lui | ի (ւ տիր SijplibrntJ (ամփոփում)
սիստեմների p'uqpunippiiCp

Ղ ք ( ®<larg ---  V — < ւ < -j- օօ թվ^րՒ ^{’•րդէսկանա.
\ 2* / ’ 2

ա ա յ մ աս /ւն է

0զտտզործե] ով -i(^) ՜ \0^|ar$J ( **՛ անկյունային տիրույթի կոՆֆորմ արտասրստ֊

կերռմր, £«- ) = 'w; Re O' <0 կք-սա '.արթաթյան վրա, կաոուրյվո՚մ Լ Հետև]!!»! ֆունկցիասԼ- 
րի սիստեմր՝

mt, (z; <6>

որ (յ) պայմանր

անւ/ես (յա/m կարպն է [/ »Ում և Slip Տ* *Հ է՜ ^*) ( 9mJ9 տրվում,
* ։

ան էրամեշտ Լ ե բավարար, որպեսզի սիստեմր կազմի բազիս իր զգային
թ ա ղանթ Ու մ :

Sh. \. GRIGORIAN. On basisness of noncomplete system» of rational functions 
m an angular domain (summary)

— <2 i < -j~ oo be a sequnece of complex num

ber satisfying the following condition

inf
k I

Using the conform mapping of the angular domain !(։) 0<|arg (—z)|< on the

G !«>; Re m 0; half-plane, one can construct the following system of functions

a’/Ն) (b)

։«fcj =p <֊r «»).

The paper proves that (a) condition is necessary and sufficient for the system 
(b) to form bases in their linear hull.
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