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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В ПОДКЛАССАХ Нг И Я.
И НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ, СВЯЗАННЫЕ С ИНТЕГРАЛОМ

КОШИ

(а) Пусть — последовательность попарно различных точек
из единичного круга |շ\<Հ 1, удовлетворяющих условию Бляшке

V (1— |а*|)< оо, 
I

(1)

а 3 (շ) — произведение Бляшке с нулями {

Пусть, далее, ///», (1р ос) — класс Харди с нормой

1 ։//»

при 1 < - р ос и

J/1- = sup If (z)|, при р= ОО.
Р1<։

Следуя М. М. Джрбашяну [1], обозначим через (1<jd<Joc)
класс функций, определенных вне точек окружности jz, = 1 и удовлет 
воряющих условиям: ’ г ' J

1. / (z) £ Нр, при |z| < 1;

2. / (z) = В (z) f (—\ , при |z|^> 1, причем / (z)^Hp и / (0) = 0;
\ z /

3. Угловые граничные значения функции / (г) изнутри и извне 
окружности |г| = 1 почти всюду совпадают.

6) Пусть оператор Тр каждой функции (1 -С р<С о©) сопо-
ставляет последовательность

тр{{) (2)
при 1 -С р и

Г.(/)-!/(а*»Г, (3)
при р = оо. 

В работе |2] Л. Карлесоном было д оказано, что если последо* 
вательность !®*{։** удовлетворяет условию
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(4)

Г- (//,) = /_. (5)
Позже в работе [3] Шапиро и Шилдс при условии (4) установи­

ли включение Тр (Нр) с 1Р (0 <^р также доказали, что это
условие необходимо и достаточно для справедливости равенства 
Тр(Нр) 1р (1 - р < эс). С другой стороны, Кабайла [4] установил, 
что при том же условии (4) имеет место включение Тр(Нр), р<1. 
1аким образом, условие (4) необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялось соотношение

(Нр) = 1Р (0< оо). (6)

Тем самым, для любой последовательности , подчиненной усло­
вию

«
V (1—|а*|։)< со 
4-1

(7)

существует функция/(г)(Нр такая, что

/ (а*) = ш* (к — 1, 2,- • •), (8)

и обратно, для любой функции {(г)£НР (р ) выполняется нера
венство

1/(«0Р (|1~ 1а*|г)< оо. (9)

Очевидно, что при условии (4) решение интерполяционной задачи 
(7) —(8) не единственно.

В работе автора [5] было доказано, что при условии (4) интер­
поляционная задачи (7)—(8) разрешима в {«*} (1 Р ՝ ° ) одно­
значно и интерполирующую функцию можно представить в виде ряда

(Ю)

где

В и)
(х—аА) В' (а*)

(И)

Тем самым, если {а'л}“
сывать так:

удовлетворяет условию (4), что будем запи­
то при < 00 выполняется соотношение

(Р < Ч

г €
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7/> (^р { (12)

(в) В настоящей работе рассматриваются аналогичные вопросы 
для пространств {а*} и )•.({**}. Полученные результаты исполь­
зуются также для исследования следующего вопроса: Пусть В (г) — 
некоторое произведение Бляшке с нулями {**}{*• Рассмотрим функ­
цию

(13)

Каким должно быть произведение Бляшке, чтобы для любой функции 
(или соответствующая функция Л/ (г) принадлежала клас­

су Нх (или /7-)? Приведем краткое содержание работы.
В § 1 приводятся важные для дальнейшего леммы, в основе 

доказательства которых лежит формула М. М. Джрбашяна (см. [6|| 
о представлении ядра Коши посредством биортогональных систем.

В § 2 доказывается, что при |а*}* £ интерполяционная задача 
(7) (8) при р = 1 неразрешима в >4 {«*} (теорема 1). На основании 
этого результата в теореме 2 доказывается, что условие конечности 
произведения Бляшке В (г) необходимо и достаточно для того, чтобы 
для любой функции / Нх соответствующая функция Г/ (г) принадле­
жала классу Нх. По поводу этой теоремы отметим, что недавно дру­
гими методами Д. Стидженжом |7] был получен более сильный ре­
зультат такого же рода, где вместо произведения Бляшке стоит лю­
бая внутренная функция.

Ситуация иная в случае р~^>. А именно, в теореме 3 доказы­
вается следующее утверждение: для справедливости соотношения

7'« (> - {ч}) = I (П)

необходимо и достаточно, чтобы последовательность ~ удовлетво­
ряла равномерному условию Фростмана (см. статью С. А. Виногра՛ 
дова и В. П. Хавина |8|):

(15)

В теореме 4 доказывается, что если произведение Бляшке В(г} 
представимо в виде В (г) = Вх (г) • • • Вт (г), где Вк (г) (к = 1, 2, • ՛ * 
произведения Бляшке, нули которых удовлетворяют условиям (4) и 
(15), то для любой функции (соответствующая функция Г/ и* 
из (13) принадлежит классу /7.. В последней теореме (теорема 5) при* 
водится одно условие для нулёй произведения Бляшке, при которой 
такое утверждение не верно, т. е. не для любой функции /£ Н» соог 
ветствующая функция Г/ (г) принадлежит Н. .
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§ 1. Предварительные леммы

(а). Для любого целого п > 1 введем в рассмотрение функции
Вп (*) (1 - |д,р)

(*=1, 2,- (1.1)

где

Следующая лемма является частным случаем более общей лем­
мы из работы М. М. Джрбашяна |6].

Лемма 1. Для произвольных значений переменных г и \
имеет место тождество

где

= 1,2,..).

(1.2)

(1.3)

Сформулируем одну лемму, характеризующую классы (а* (1 
р со), которая в случае р = 2 установлена в работе М. М. Джрба­

шяна |1|, а в общем случае—в работе автора [5].
Лемма 2. Для того чтобы / (к)1 Нр (1 р со) принадле­

жала классу (а*), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие

(1.4)

Как следствие из лемм 1 и 2 получаем следующее утверждение
Лемма 3. Если / (г) £ {а*} (1 р^. °°) м / (а*) = 0 (&=1> 2»' ’')>

то / (*)= 0.
Доказательство. Применяя тождество (1.2) для любой 

функции /(г)^Нр (1 < р < сс) будем иметь

Обозначая

Вп(т) Г /(С)

вп (С)= П 

к « П 4-1

]</С/ = 2 / (а*) ; (*) +
£-1

-----  »

1 — а* С а*

Аля любого г (|*| 1) будем иметь
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(С) d

-* 0, при п -*• со, (1-5)

так как (см. [9])

(6) Нам необходима также следующая
Лемма 4. Пусть тогда для любой функции f (z) Ç

£/7p(Kpо՝) имегт место тождество

/(*)=£ У(«*)2* (г) 
4-1

В(г)
2

(1.6)

где ряд сходится абсолютно к равномерно вне замыкания множе- 
ства Е = 1 /։*}*.

Доказательство. Поскольку то

где

|^|>о>0(1<*<оо) и
ОТ

2 I/ (ak)|(l—l’i|2)<

ж>
h/| 

1—1,«* а,

Значит ряд в (1.6) или, что то же, ряд

/(м В(*)(1-ыъ (1.7)

сходится абсолютно и равномерно на любом компактном подмноже 
стве дополнения множества Е и там определяет аналитическую функ*

цию / (г).
Применяя формулу (1.2) леммы 1, для 

(1 р ос), как и в лемме 3, будем иметь
любой функции

(1.8)
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Так как согласно (1.5)

Нт Вп (г) С /(С)_
2«/ .) Вя£)\-г

причем сходимость равномерна на любом компакте из |г<3» то для
доказательства леммы надо установить, что

(1.9)

для любого г из единичного круга г| 1. С этой целью для задан" 
ных 0<С г < I и з>0 возьмем так, чтобы при |г|<г выполня­
лось неравенство

“ |/М(1-1пР) 
к — а*| 1^*1

Поскольку |£.У. к I > ''*> о, то для к* <г и Л'а справедливы оценки

У /(«оа-ы2) _ у /(п)(1 -|и*)
(г—» Й1՛ (г — **)®*

у |/ М (1 - 1®>Р)
*-л. + 1 к — «»I |*лг. * I

у' I/ Ы1 (1 |П:)
" Г", к — я*'

у I/ (п)1 (1 - ы*) 
< - , к п| М

Так как йд- к —* 'ч (К ос), то для фиксированного Ло "> 0 и г =£ Да 
(к = 1, 2, • • •) при /V — оо будем иметь:

ШаЛЛ —1«Лг) 1

Гем самым при г =/=։*, (4 = 1, 2, • • •) соотношение I1.9՝ доказано, а
при г = (к = 1, 2, • • •) его справедливость очевидна.

§ 2. Основные теоремы

2.1. (а) Сначала рассмотрим случаи р - 1. 
Теорема 1. Пусть то։^а м*вв'п .место строгое

включение
Тх (ч с Л- (2.1)

Доказательство. Допустим противное 
7\ (^| 1а*‘ ~ ^1’

1157 7

(2.2)
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Тогда из леммы 3 будет следовать, что оператор 7\ взаимноодно­
значно отображает пространство а*} на /г Применяя теорему о 
замкнутом графике, заключаем, что оператор 7г1, обратный к опера­
тору 7^, есть ограниченный оператор из /г на

Из лемм 2 и 4 следует, что для любой последовательности 
{и»*)*, удовлетворяющей условию

АГ

существует единственная функция /(г) 6^ {*к} такая, что 

/ ) — №к 1 & = 1, 2, • • •)

и эту функцию можно представить в виде суммы ряда

/ / ч о , . о < ч ’о (1—1а*|а>/ (г) = >_ и՝к Vк (г) & (г) \------------—— •
1 1 (г — Лк)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Предполагая, что £ = 1 есть предельная точка для последовательности 
Г (что не нарушает общности), возьмем некоторую последова­

тельность {иц|р, удовлетворяющую условиям 

а»
|ю*| (1— |а^2)<С °°» 

]

(2.6)

Из ограниченности оператора Г։ 1 следует, что существует число
С(0< такое, что

5ир (2.7)

Применяя теорему Хана-Банаха, получим

в (г) ул-и.1. К)
1 (г —

= 5ир

ип-<։
(2.8)

Пусть £ О = £ (е/:>) определена так:

если О С
если < 9 < 2*.

Тогда из (2.8) будем иметь
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Ж.-) у ц՜*(1 !а*1г> | > 
, (г — аь) о* 1

и’4 (1 -Ьдр)
•%

Учитывая (2.6), получим противоречие с (2.7), тем самым теорема 
доказана.

(б) Пусть В (г) — некоторое произведение Бляшке с нулями 
1^*}“. Каждой функции / (г) £ Нр (1 р •< ос) сопоставим функцию

Как следствие теоремы 1 получаем следующую теорему.
Теорема 2. Для тою чтобы для любой функции 

функция Г( (г) принадлежала классу Нх, необходимо и достаточ­
но, чтобы В (г) было конечным произведением Бляшке.

Доказательство. Достаточность условия очевидна. Дока­
жем необходимость. Легко заметить, что можно предполагать, что по­
следовательность удовлетворяет условию Л. Карлесона (4 > -
Тогда учитывая теорему Шапиро и Шилдса из лемм 4 и 2 заключаем, 
что для любой последовательности удовлетворяющей условию
(2.3), функция

/ (*)=2 (г)
1

принадлежит классу , иначе говоря, интерполяционная задача 
(7)_(8) разрешима в \ {**I для любой последовательности, удовлет­
воряющей условию (2.3). Но это противоречит теореме 1.

Теорема доказана.
2.2. (а) Случай р = сп. Будем говорить, что последователь­

ность {з*} удовлетворяет равномерному условию Фростмана, если

1 -Ы2 = М< (2-9)

Справедлива следующая
Теорема 3. Если ™ для справедливости соотно-

тени я (2.10)Т. ().. {։»}) = /-

необходимо и достаточно, чтобы последовательность {»*],’ удов­

летворяла условию (2.9).
Доказательство. Необходимость. Из лемм ... 3 и 4 

следует, что если выполняется (2.10), то для любой последователь­
ности существует единствеинзя функция/, (г) чЛ*,,

удовлетворяющая условиям
(<**) э и'* № = 1» 2’ ” (2-11)
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и эту функцию можно представить в виде ряда

/а (г) ^Ш*2*(г)=: Л B(z)(l |«»|s)> ХР * -
Т Дх — «До*

(2-12)

Применяя теорему о замкнутом графике, можем утверждать, что 
существует некоторая постоянная С(0<^С<^ос) такая, что для лю­
бой последовательности ад = |ад* £ /х, ЦадЦ*, 1 и для любого цело­
го п 0 будет выполняться неравенство

'/ф
(z — «*)

= max
|d-l

w, (1—|п|г) 
Г (г — ’*)

(2.13)

в частности, если для z (|z| — 1) положить

_ |ехр (—iarg(z — а,) о7), /<п, 
cZ) i — 1 -

I о , j > п,
то будем иметь

(2.14)

что эквивалентно условию (2.9).
Достаточность. Так как ,ч| > о (£=1, 2,-..), то очевидно, 

что для любой последовательности {ад*]Г < / х ряд

(2.15)

сходится абсолютно и равномерно вне замыкания множества Е — 
— {1/3л}Г и там, определяет некоторую аналитическую функцию. Обо­
значив

Л
5Л(г)—У ад* 2* (г), (2.16)Ам

1

согласно (2.9) будем иметь

l-'n (Z)?/-«C = sup 
g(:Li if g II ։

Г ’»id -l»d:)
J G — a*) 
i|-l 1

g (?) w

itfi ։ iq«=j
If (C)l< Moo-M

Так что функция из (2.15) принадлежит классу {а*] и / (ад) = 
= адд (к = 1, 2, • • •), и теорема доказана.

(6) Теорема 4. Пусть Вх (г), • • •, Вт (г)(т 1) — произведения
Бляшке, нули которых удовлетворяют условиям (4) м (2.9), и 
В (г) = В1 (г)-• Вт (г). Тогда для любой функции / (г) £ Нх Функ՛ 
иия
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принадлежит классу Нл.
Доказательство. Из леммы 4 для любой функции 

при & = 1, 2, •••»т имеем

в» (г) &(г) Г / (С> <Г,
(г- В, (?/') 2я/ ] В, (’,) С — ։ ’

КТ—1
(2.17)

где (к’ = 1, 2,• • •)— нули функции В* (г) (к - 1, 2,• • •).
няя здесь теорему 3, заключаем, что

(к~\, 2, • - -, т), (2.18)

и наша теорема при т = 1 доказана.
Из (2.17) и (2.18) следует также, что каждую функцию / (г) £ 

£ можно представить в виде

/(г)>Аи) + Я,и)Д(Д (2.19)

где А (*)<*« (а*) и А (’)€#«•
Предположим теперь, что для любой функции

— (’--------£Е!-------------- — £//.. (2.20)
2-^] в, (:)•■• в„_, о :-г

|:|-1
Тогда используя (2.19), будем иметь

Из определения класса лх (г™) следует, что

1 Г(С) Л 1 1’ в„ (С) /, (1/С) л =
2«,՜ .1 В(()(-г ] 5(0 :-г

Г4-»

= 2_ Г 11 (1/С)------------— з0 (|։|<1),
2к/ Д։(^),,։ ^т-1(*) ’ 2

14“!
так что из (2.21), учитывая (2.20), будем иметь

и, тем самым, теорема доказана.
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(в) Предположим теперь, что последовательность нулей [г*;® 
произведения Бляшке В (г) удовлетворяет условию

(2.22)

(в частности, последовательность («*}? удовлетворяет условию (2.22), 
если она содержит подпоследовательность, сходящуюся к некоторой 
точке единичной окружности по некасательному пути).

Теорема 5. Если последовательность |д'|Г содержит хотя 
бы одну подпоследовательность, удовлетворяющую условиям (2.22) 
и (4), то существует функция такая, что функция

не принадлежит классу Нх.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре­

мы 2, только вместо теоремы Шапиро и Шилдса надо воспользовать­
ся теоремой Карлесона.

Замечание. Отметим, что можно привести пример последо­
вательности удовлетворяющей условиям (1) и (2.22), которая
не содержит ни одной подпоследовательности, одновременно удовлет­
воряющей условиям (2.22) и (4). Покажем, как можно построить та­
кую последовательность. Пусть последовательность {«*}Г (|®1) < 1) 
удовлетворяет условию (2.9). Пусть, далее, Кя~ {г; \г—з*| |1— 
<СI 0, такая последовательность непересекающихся кругов из 
|г|<4, что любая последовательность {адДГ (£ К,) удовлетворяет 
условию (2.9) (о возможности построения таких кругов АГ, см. [7]). 
Если :о(Г>о1 1) предельная точка для последовательности [а*}*, то 
Нт 1/|1— ^34.1=00. Значит для некоторой последовательности нату՜ 
1 -* 
ральных чисел т, I х. будем иметь

2 (1 — 1®/|2)
/-1

У ------- =----  т /— 4- оо.
у-1 О м а/)

Тогда легко видеть, что в каждом круге К/ можно выбрать т, раз­
личных точек, так чтобы последовательность {■£/}* всех этих точек 
удовлетворяла условиям (1) и (2.22). Остается заметить, что в силу

00
выбора кругов К, и того факта, что (г/)*с и К,, как только неко-

торая подпоследовательность последовательности удовлетворяет 
условию (4), то она удовлетворяет также условию (2.9).
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Об интерполяции п подклассах 459==»
Л. 1Г. ՀԱՅՐԱՊհՏՅԱՆ. //. և tf ղասէրփ ենթադասերում ինտերսւոլյաօիափ մասին և Կո- 

քո։ ինտեգրափ հետ կապված որոշ հարցեր (ամփոփռմ)

Այ* աշխատանքով դիտարկվում են ինտերպոյյացիայի հարցերր Ւ Հ{ 
ենթադասերում. Բացի այդ ստացված արդյունքներր կիրառվում են 
նասիրության Համար, 1’նչպիսի'ն պետք է յինի 8 (շ) Բյյաշկեի 
ցանկացած ք՝ Ւքղ (կամ Ւ1Հ) Համար

*»!=*. 4 >. |.4)CW„
Հետև , ալ հարցի ուս ում- 

արտարյրւալր, որսլեսղի

ֆուՆ ի ան ս/սյտ1րսհա Hj-ДЬ (կամ н Հ֊ին),

G. M. AIRAPETIAN. A bent interpolation for subclasses from and H 
and some questions connected with integral Coushe (summar,)

Some interpolation problems in subspaces A։ [aj CZ Hx and *x t4 ; CZ H J are 

investigated. The results are applied in investigation of the following problem. Des­
cribe the Blashke product B (z) such that for every function j Hx (or H

will lie in Hx (or in H Д.
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