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РЕШЕНИЕ С РАВНОМЕРНОЙ ОЦЕНКОЙ ^-УРАВНЕНИЯ 
В ВЕЩЕСТВЕННО НЕВЫРОЖДЕННОМ ПОЛИЭДРЕ 

ВЕЙЛЯ

Введение

Настоящая статья посвящена исследованию разрешимости урав 
нения

о и = ք (1)

в полиэдре Вейля пространства С2. Здесь и —неизвестная функция, 
/= дгх -|֊ дг»—заданная форма типа (0,1),

յ ди
О и— —=г-

ди - 
—^аг 
дг^

Полиэдром Вейля называют ограниченную область в С' вида

Ք= [Հ(շ)|<1, /= 1, 2, .., /V), (2)
где /։, /»,•••, Х/у—некоторые голоморфные полиномы.

Множества з* = {г £ £): |Х* (г)| .-= 11, к = 1, 2, • • •, Л/, называются 
гранями полиэдра £), а множества с* П З/ (Аг» у = 1, 2. •••, обра
зуют его остов.

Для разрешимости уравенения (1) необходимо, конечно, чтобы

форма / была ^-замкнутой (0/=О), т. е. чтобы — = Из теоремы 
дгг дгх

Ока о разрешимости н полиэдрах Вейля первой проблемы Кузена и 
из леммы Гротендика-Дольбо (см., например, [1]) следует, что усло
вие ^/= 0 является также и достаточным для существования реше՛ 
ния уравнения (1). В приложениях важно иметь решение уравнения (1) 
в /9 с подходящими оценками около границы дО. Из результатов 
Л. Хёрмандера [1] вытекает существование решения и уравнения (1) 
с /З-оценкой

ВЫл’(О) < I |/1к։(п>-

Нахождение решений уравнения (1) с оценками в равномерной 
метрике оказалось более трудной задачей. В [2] найдена формула 
для решения о’-уравнения в полиэдре Вейля. Эта формула, в случае, 
когда грани и остов полиэдра комплексно невырожденны, т. е. когда 
^7* 0 на з* и <//./=/» 0 на з*/ = ?> П А =^«у (А, у = 1, 2, • • •, Ы),
дает решение и уравнения (1) с равномерной оценкой
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И (О) < 7 |Д (И). (3)

Условие комплексной невырожденности остова полиэдра й не являет
ся, однако, даже условием „общего положения“, поскольку произволь
ный полиэдр, вообще говоря, нельзя превратить в комплексно невы
рожденный полиэдр малым шевелением коэффициентов полиномов 
|Х1 (*)!•

В настоящей работе отыскивается решение (1) с оценкой (3) в 
полиэдре Вейля „общего положения“ в С2, т. е. когда (1 |Х>|*=/=0 на 
ак и </ |/*|։ /\ </ |Х7( =/= 0 на (к, у = 1, 2,• - •, /V). Такие полиэдры мы 
называем здесь вещественно невырожденными полиэдрами Вейля. 
Рассматриваемые нами полиэдры удовлетворяют следующему допол
нительному условию: остов (С/з>у) совпадает с границей Бергмана- 
Шилова.

Формула решения, указанная в |2], здесь уже непосредственно 
задачу не решает. Решение ^-уравнения с оценкой (3) мы получаем 
далее по следующей схеме. Сначала с помощью формулы Мартинел
ли— Бохнера—Коппельмана |3| форма / специальным образом разби
вается в сумму У форм, (^-замкнутых в значительно больших областях 
(теорема 1), затем к области О „пристраиваются“ комплексно невы
рожденные полиэдры Д-(£>сД), 1 = 1, 2,- -,УУ (лемма 3), и, нако- 
нец, ^-уравнение решается (с помощью формул из |2]) „по-своему“ 
для каждой области Д (теоремы 2, 3).

К сожалению, пока не удалось реализовать подобную схему рас- 
суждений для получения решений (1) с равномерными оценками в ве
щественно невырожденных полиэдрах Вейля в пространствах любого 
числа переменных. Именно поэтому (а не „ради простоты изложе
ния“) мы ограничились в этой работе полиэдрами в С?.

Анализ проводимых далее рассуждений в С’ показывает, что 
основной результат (решение (1) с оценкой (3)) справедлив уже при 
условии, что на любой грани полином Л либо вообще не имеет 
критических точек, либо имеет лишь невырожденные критические 
точки.

Было бы очень интересно выяснить, имеет ли (1) решение с оцен
кой (3) в произвольном аналитическом полиэдре (без каких бы то ни 
оыло условий невырожденности граней).

§ 1. Разложение ормы

Пусть всюду в дальнейшем О—вещественно невырожденный по
лиэдр Вейля (2) в пространстве С*, остов которого совпадает с гра
ницей Бергмана-Шилова. Будем пользоваться следующими обозначе
ниями: для формы / — /1^1 4՜ /г^г

4՜ р <О) + (П)5
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о> (С) = Л1 Л ш' Ь) =
где У1ц = (,; г), к = 1, 2, причем дифференциалы здесь берутся по
С; в случае, если дифференциалы будем брать по г, полученную фор
му обозначим через (*}). Далее, через 7։, будем обозначать
константы, не зависящие от /.

Теорема 1. Для любой формы { типа (0,1), д-замкнутой и 
непрерывной в замыкании б полиэдра О, имеет место разложение

я
2 /((;Н(1֊*И(;)= 
/•1

(1.1)

= /(С) Л“'
о

(1.2)

а формы // у довлетворяют следующим условиям:
(а) /, бесконечно дифференцируема в С \ дЭ и непрерывна на 

ОО (а/\изу);

(6) // й-замкнута;
(в) для любой ограниченной области В и числа р 0 суще

ствует т — 7 (В; р) так, что

С I № (0)5 (1.3)

(г) коэффициенты формы /< интегрируемы на о,.
Доказательство. Формула Мартинелли—Бохнера—Коппель- 

мана, указанная Коппельманом в [3), имеет вид

) /юл՛«' (^)ло+) /го»; (|^)л՝"С) =
О * !дО

I 4«։ / (г), г^р,
I 0. г £ О.

(1.4)

ЛГ
Учитывая, что дО— II и обозначив 

/=։

(1.5)

перепишем формулу (1.4) в виде

0,

Разложение (1.1) получается из (1.6), если форму /1 
дующим образом:

(1.6)

определить еле-
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Из (1.6) и (1.7) имеем

О,

(1.7)

(1-8)

Свойство (а) следует из (1.8), если заметить, что форма у. (г) беско- 
нечно дифференцируема в .

Продифференцировав (1.7) с учетом, что О2 = 0, получим

Л (г) = Г / (-)/\ дг ю։ (------.Д/\ш (') —
V 'К /

д Г _Т \ 
" |С — г*4 /Л 10 = О,

что и доказывает (6).

Оценим //-норму // в ограниченной области В

Внутренний интеграл, согласно доказываемой ниже лемме 1, имеет
рост порядка логарифма, поэтому повторный интеграл сходится, т. е.

1/ки»; (1-9)

отсюда и из (1.6) следует, что аналогичная оценка верна и для Г (г)

АКд Р(В) ъ У||с\о). (1.10)

Утверждение (в) следует из (1.7), (1.9) и (1.10).
Далее, из (1.8) видно, что особенности формы // находятся на 

гранях 3/ (у ^*/), причем, в силу той же леммы 1, при подходе к з, 
коэффициенты этой формы имеют логарифмический рост. Отсюда и 
из того, что грани з/ и з; в силу вещественной невырожденности по
лиэдра £) пересекаются трансверсально, следует утверждение (г).

Лемма 1. Пусть з—ограниченная гладкая гиперповерхность в 
С՜: р (г, з)— расстояние между г и з. Тогда функция

Ме «/$; — элемент объема на э, удовлетворяет неравенству
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Ф (^) < 7« Ь I? (*• 3)!-

Доказательство. В силу условий на з с помощью ди ео-»1 т

морфизма вопрос можно свести к случаю, когда а — компакт, лежащий 
„на цилиндре“. Достаточно ограничиться случаем, когда з, к приме
ру, имеет вид

а = {|т = т)1 0; |Ие Сх| = |5г| < 1),

а точка г = (х,4՜ гу\, удовлетворяет
да р (г, з) = Обозначив .։-^ = ге1\

л з а«
Г С ['

3 ] ] (гФ’Ъ№
-3 0 0

условию |х1|<2, |г.|<2. Тог-
х։ = С будем иметь

3 
к Г 
2՜ 1 

-3

§ 2. ормулы решения

В 
лучена 
вид

работе [2| для произвольного полиэдра в пространстве С* по-
формула решения уравнения (1), которая в случае п=2 имеет

и (г) =

(2.1)

Здесь Рк\ и Ры — коэффициенты Гефера функции », т. е.

ИИнтегралы в правой части формулы (2.1) имеют смысл 
менее ограничительных условиях на /, чем непрерывность. Оказы
вается, что и в этом случае (2.1) дает решение уравнения (1), если 
последнее понимать в смысле обобщенных функций. Точнее, имеет 
место

Лемма 2. Пусть д-замкнутая форма / типа (0,1) с коэффи
циентами из Ьр (О), р^>4, такова, что ее сужения на грани 
интегрируемы. Тогда функция и, определяемая формулой (2.1), яв
ляется решением уравнения (Г/ в полиэдре О в смысле обобщенных 
функций.

Доказательство. Ограничение />^>4 в усховиях леммы не
обходимо для того, чтобы объемный интеграл в (2.1) сходился. Нуж
но показать, что для любой финитной в О и бесконечно дифференци
руемой формы # (г) типа (2.1) имеет место равенство
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(“. Ы = (/, г).
Применяя теорему Фубини, имеем

(и,д^)= —
О

Л'

(2.2)

ормулу

(2.3)

Применяя Стокса и учитывая, что

преобразуем второе слагаемое в правой части (2.3) к виду

АI | /(о «>;(£—■г-)! лги> = 
т** и . и \Ь— £ 7о •*-։ х

= ['/(;)-/(՝>Лш'(1^—т)Л1»С) !л?(*). 
2$ 4 о

(2.4)

В последнем равенстве была использована формула Мартинелли 
Бохнера — Коппельмана (1.4). Подставляя (2.4) в (2.3) и используя 
еще раз формулу Стокса, окончательно получим

(и, 5 в) = А-]* ЭД7 (С) л (|Т=3») Л֊“ О I (֊’> +
I)

о

Лемма доказана.
Пусть

5/= |СеС-: |МС)| = 1}.
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Лемма 3. Для каждого г\ 1 У /V, существует полиэдр 
£), , Рс Д , у которого одна грань □’ лежит на [5,, а остальные 
грани пересекаются с з’ комплексно трансверсально.

Доказательство. Аналитическое множество

grad /, (2) = 0)

состоит из конечного числа компонент, так как //—полином. Очевидно, 
на каждой такой связной компоненте т X-t\m — const. Отсюда следует, 
что т либо не пересекается^ с S/, либо целиком 2 лежит на S,, т. е. 
особые точки гиперповерхности S, являются особыми и для М. С 
другой стороны, М может иметь лишь конечное число особых точек, 
так что все они находятся внутри некоторого шара {|z|<^A?}. Для каж
дой точки |zol^>^ построим гиперповерхность / \lit (ч)| = 1),
где 6. G)—линейная функция, так что X П D= 0 и X пересекается с 
5 комплексно трансверсально в точке zt, а, следовательно, и в не
которой окрестности этой точки. Выбрав^ конечное число таких функ
ций Z* (Z), Ni^>n — 1), мы тем самым „пристроим“ к гра
ни 5, искомый полиэдр 

д=К: w<i, |/>(')|<1, 4 = 1, 2,-.., N>}.

Обозначим через з* грань этого полиэдра, содержащую з/:

а через X*—грань, на которой |/*(С)| = 1.

Пусть /—непрерывная в /X, (^-замкнутая форма типа (0,1); //—то 
же, что и в теореме 1.

Теорема 2. Существует решение уравнения

ди — fi (2.5)

понимаемого в смысле обобщенных функций в области Di, допу 
скающее равномерную оценку

|с (D) < 1 Ul'c (О). (2-6)

Доказательство. Согласно утверждениям (в) и (г) теоремы 
1 форма в области Д удовлетворяет условиям леммы 2. По этой 
лемме функция

где

И/ (z) = —
4к

(z) — Vi (z) — V, (z)J, (2.7)

Vt (z) =
Di

(2.8)
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(2.10)

является решением уравнения (2.5). Здесь и Р',—коэффициенты
Гефера функции /jz). Оценка, аналогичная (2.6) для интегралов и0 (z),

hv։(z)> дана в § 3. Оценка интеграла ՝ vi (z) существенно использует 
замкнутость формы // и непосредственно из вида (2.9) не получается. 
Поэтому преобразуем v,-(z) к более удобной для оценок форме.

Пусть (g* (z)}—разбиение единицы на компакте з*. причем носи
тели тпь функций gk (z) удовлетворяют условию diam гп* < 5, о >0. В 
дальнейшем будут накладываться ограничения на величину 5, а пока 
выберем 6<^p(3j, 1 Л6 . Обозначив, для краткости,

■»1 Р/1

и внося тождество У g, (Z) = 1 под знак интеграла в (2.9), будем 
А-

иметь

v/(z)= 2 I ^*G)/r(QA'hG; *)s 2 + S •
* J * *

'l

Под знаком У' здесь собраны те слагаемые, для которых выполняет- 

ся хотя бы одно'из условий

1) ли* П з, =£ 0;

2) П

Число о предполагаем настолько малым, чтобы

дА (С) (2.12)
dC, (к)

а в случае 2) чтобы отображение

(2.13)
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на пи было бы диффеоморфным. Условиям (2.11) и (2.12) удовлетво
рить можно в силу вещественной невырожденности Г) и комплексной 
невырожденности /Л.

Зафиксируем г £ И и для ? О введем обозначения

Л = (С € Д:ЛС)-/ч (г)-О’о (2-14)

= {С 6А: |Л(С)֊//(г)|<£),

|Л<С) - Х((г)| = е}.

Пусть к таково, что выполнено 1) или 2). Применяя формулу 
Стокса к форме АФ* в области £>/ \ 7‘, с учетом, что

^(/)/\Г) = з1 и (0 >/ X Л')и(-Г),

получим

(^ЛАФ*)-

(2-15)
Используя (2.12), имеем

И, (о-х, ид-.

(Л) А^7*
«2

(*)

= 2«/ (—1)" <*>
д‘М

(2.16)(*) .

*’ (*)

Далее, при подсчете </;(#*//Л Ф* учтем, что О // = 0 (теорема 1» 
пункт (6)), а прямое вычисление показывает, что

Следовательно

Л Ф*)(я* Л АФ* )= Ь Лш/Л<0 4- АА • (2.17)

Устремив е к нулю, с учетом (2.16) и (2.17) из (2.15) получим
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.?* (')// (’) Л (С; г) = У _/Р (г), 
>-։

*1

/. Ы= — V I а. (3 тк

՝(*)•

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Итак, каждое слагаемое под знаком в (2.11) представляется в ви- 
*

де (2.18). Аналогичным образом, применяя на этот раз формулу Сток
са в области СД = С:\£Ь, получим формулу для оставшихся сла
гаемых в (2.11)

где

#»(0 AG) Л А (2.23)

(2.24)

Таким образом, для завершения доказательства 
получить оценку для у։ (г)—/«(г), что сделано в

теоремы

Теорема 3. Пусть Б —вещественно невырожденный

осталось

полино
миальный полиэдр в пространстве С2, остов которого֊ совпадав т 
с границей Бергмана—Шилова; / непрерывная в О, д-эамкнутая 
форма типа (0,1). Тогда уравнение

(2-25)

имеет решение и (г), допускающее равномерную оценку 

Не а» -С *110е (°>>
где •( — константа от / не зависягиая.
П57-6

(2.26)
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Доказательство. Согласно теореме 1 форму / в области 7)
разложим в сумму

Л'

3 /,(.-) + (! -ЛО Г (г) 
<- 1

Построим комплексно невырожденные полиэдры 7} (лемма 3). пунк
ции т (г) из теоремы 2 служат решением с оценкой (2.26) уравнения

= в области 7),, а, следовательно, и в И, так как 7) сз’Т),. Из 
определения (1.2) формы Е следует, что функция

(2.27)

является решением уравнения ди = Е, удовлетворяющее, как показано 
ниже в § 3, неравенству (2.26). Итак, функция 

является искомой.

§ 3. Оценки интегралов

Оценка и0 (г), (2.8).
Пусть /«С) =/д (С) 4՜//2 (С) <Л2; — диаметр области 7)։; р и

1 1I .<7— сопряженные числа, т. е. — 4------= 1; ан: — элемент объема.
Р Я

Вводя сферические координаты и используя неравенство Гёльдера, 
будем иметь

!», (*)1= I (Л1 </:; + /<2 </ У С1 л „.(С) <
1 ь — *г

< (1М 4-1Л4)

1>1

ИЛ М<0)

<1г
г* (а-»)

Последний интеграл 

и из (1.3) следует

сходится при д т. е. при р>4. Отсюда

Ыс (О) < 7в И/|к (О).
ч

Оценка «<(/), (2.25) проводится аналогично, с очевидными уп
рощениями.
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Оценка и, (2), (2.10). По построению полиэдра £), (лемма 3) его 
грани Ц находятся на положительном расстоянии от О, поэтому зна
менатель подынтегрального выражения в (2.10) при г £ 7) отграничен 
от нуля, т. е.

(/м-

Это неравенство вместе с (1.4) дает

(V« Йс<Л) < и 71' О).

О и е н’к а 
в (2.21)

I я» Л АФ*

(2.21). Оценим в отдельности каждое слагаемое

(1/п| 4֊ 1/.о|)
Г,-гГ РМ<)֊ Мг)1

(3.1)

Интегрирование здесь ведется фактически по множеству П т«, на 
котором, по условию, отображение (2.13) диффеоморфно. Обозначив 
через / образ точки г при этом отображении, будем иметь

<7$ а.՛ 7л ^5>•

Положим

Тогда
и»2 — аг£ ит аг? ~

Г „ п <
) 8 К-г| РМС)-'|(։)| ՝

о о

(3.2)

Далее, согласно (1.8), при



440 А. И. Петросян, Г. М. Хенккн

Отсюда, с учетом, что расстояние между множествами а* и поло* 
жительно, получается очевидное неравенство

(Х| ) 415 Vfic ( £>) ՛ (3.3)

Нужная нам оценка вытекает из (3.1)—(3.3).
Оценка /4 (г), (2.22). Положим, для определенности, * (&).-=! 

и преобразуем /4 (г) к удобной форме. По определению (2.14) на 
Тг имеем

или

Подставив (3.4) в (2.22), получим выражение

(3.5)

В силу вещественной невырожденности полиэдра й существует ок’ 
рестность и грани з, такая, что для г £ и поверхность 7\- пересе
кается с остальными гранями зу (/=#/) трансверсально. Отсюда и из 
того, что особенности формы // лежат на з^ и имеют логарифмиче
ский порядок роста (лемма 1), следует, что для г С

L Р( тг) * te -Л ÎLp (d0 » (3.6)

где II//[1£Р(— это //-норма сужения формы на поверхность Tz, При-

меняя к интегралу (3.5) неравенство Гёльдера (при р >2) и 
к локальной координате «, получим

и. ИК Т» |ЛЦг։) < 11. ИГ^г.)-
Л 1*2 ■“ ЪГ с

переходя

(3.7)

/десь мы воспользовались тем, что полученный интеграл, как в этом 
нетрудно убедиться, ограничен для всех z:, так как q < 2. Далее диа
метр mie предполагаем столь малым, чтобы при z^U множества Т: и 
rrik не пересекались. Тогда /4 (z)~0 при z^C. Требуемое неравенство 
следует из (3./), (3.6) и (1.3). Jx (z), (2.19) и (2.23)—интегралы
такого же типа, что v0 (z). Интегралы (z), (2.20) и /в (z). (2.24) 
имеют то же ядро, что и J3 (z) и их оценка проводится, по существу, 
так же, как и J3 (z), с незначительными изменениями.
Ереванский государственный университет.
Центральный экономико-математический институт Поступила 27.111.1978
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ց |» ՊԵՏ141ՍՅԱՆ, % Ս*. b ԱՆԿԻՆ. Իրական իմաստով ո* էափոխվող վԼյփ րաղմանիո» ումրաչափ գնահատականով ( ամփոփ^էմ )

Դիցուք Օ-ն Ը2 երկչափ կոմպլեքս տարածության մեք իրական իմաստով ոլ էափոխվող 
Վհլլի բազմանիստ է, ք-/» (0,1) տիպի դիֆիրենցիալ ծև է, որը անրնդ՚ատ է Օ-"ւմ և ք)\=0.

ul<Ufl հա,1 Նինւ

A I- PETROSYAN. G. M HENKIN. Th* solution with the uniform estimate 

of the d-equation in the real nond e generate Well polyhedron (jummiry)

Let D be a real nondegenerate Weil polyhedron in two-dimensional cample։, 
space; / be a d-closed differential form of the (0,1) type, which is continaous in D. 

it is proved, that the d u = / equation has the solution which satisfies the i 7 '/1 

uniform estimate.
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