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Р. И. ОВСЕПЯН

О ПУСТОМ МНОЖЕСТВЕ КАК ЛЛМНОЖЕСТВЕ В КЛАССЕ 
ОБШИХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Напомним, что множество £՜ сг [а, 6]
для ортонормированной (на [с, 6]) системы

1

называется Л/-множестном
(®л)7 , если существует ряд

сходящийся к нулю на 'а, 6|\£, причем V |</,| >0*. В кротином 

случае Е называется ^/-множеством.
Известно, что пустое множество является ^/-множеством для 

тригонометрической системы [1], системы Хаара [2] и системы Уолша 
|2]. В связи с этим возник вопрос, сформулированный в работах 
[3—5]: существует ли такая ограниченная в совокупности, ортонорми- 
рованная, полная в /' [0,1] система (кратко ООНПС) непрерывных 
функций (?п)Г, что пустое множество является для нее М-множеством? 
Положительный ответ на этот вопрос был дан в работе [61. Здесь 
продолжается исследование в этом направлении.

Выясняется как влияют на рассматриваемый вопрос скорость 
стремления к нулю коэффициентов ряда (1) и перестановки системы 
(?«)/ •

Теорема 1. Для любой последовательности (Ьп)~,

(2»

существует последовательность (ժ^)ւ՞

1

(3)

и ООНПС (։рл)1' непрерывных на [0,1] функций такие, что ряд (1)
сходится всюду на [0, 1| к нулю.

В связи с этой теоремой отметим, что В. А. Скворцов при та­
ких же условиях на коэффициенты (ап) построил [7| нуль-ряд (сходи­
мость к нулю почти всюду) ^ая։/д(/) по системе Хаара. Вопрос о 
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существовании такого (в смысле скорости коэффициентов) тригоно­
метрического ряда был поставлен П. Л. Ульяновым [5] и пока не 
решен.

Теорема 2. Для любою р^У существует ОНПС ('?«)։ ’
£ С [0,11 такая, что в классе коэффициентов из /'' пустое мно­

жество является М-множеством и для любою г<^р в классе 1' — 
С -множеством.

Теорема 3. Существуют ОНПС (<рп)։ > Тл £ С [0,1] такие.
что пустое множество является

а) М-множеством при любой перест зновке системы (?я),
6) и-множестзом при любой перестановке системы (?л),
в) и~множествол1 при одном порядке и М-множеством при 

другом порядке системы (®я).
В связи с пунктом б) отметим результат Г. М. Мушегяна [8]^ 

который в частности утверждает, что при некотором ограничении на 
коэффициенты рядов по системе Хаара, пустое множество является 
^/֊множеством (в классе этих рядов) при любых перестановках по сис­
теме Хаара.

Доказательство теоремы 1

Лемма 1. Для любой числовой последовательности (ап)и , 
у довлетворяющей условиям

ап>0 ул > 0, «л — 0, V а? ос, 
и

(4)

существует на [0,1] ортонормирояанная система (Ья)о непрсрыв 
ных функций с условием

V ал - >я (х) = 0 всюду на [0,1]. 
о

(5)

Некоторые элементы рассуждения заимствованы из работ [3—4]. 
тво леммы 1. Положим

2
□о

п 
о

(6)

(7)

Очевидно, что

2 
п

п

0

п—։ к п

о о

(8>
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Нетрудно видеть, что существует последовательность (*„)" с усло­
виями

П усть

- 2 л;
2 Л —* О, V ------ 2~ — 1--

I ’■

я 
— ,2к

(9)

(Ю)

Из (9) следует

₽<>0, 2 1.
1

(И)

Пусть (A/)f занумерованные слева направо непересекающиеся 
тервалы отрезка [0,1]. удовлетворяющие условию

mes А/ = .

ин-

(12)

Рассмотрим функцию

а/ • siп • 4« (13)

Из (8) — (12) следует 
ф0 (х) на [0,1].

Пусть

нормированность (в Е:) и непрерывность функции

Р'< =
вп

я—1

0
ui

п -1 а0 ап
(1,

Оо
(14)

х £
X Ç [хя, 1] п
X Ç [0, Хл-1].

(15)

Непрерывность и, следовательно, ограниченность 
очевидна. В силу (10) —(13) имеем

функций ՛!»«, п О

(16)

о

— W
Çn-% (х) 
о

откуда в силу (7) получаем
I

J Фо dx = В\, п > 0. (17)



264_______ Р. И. Овсепян

Из условий (7)—(17) следует ортонормированность системы (Ья)^.Из 
(6)—(8) и (14) вытекает

аГ Р1 а0’ ՜ ՜'» «я • рп — а0 ог<?1 •••-}- Пп-| фл—ь л > 2, (18)
откуда следует

V л •' (— I 0 х£[0, .Гл]Ч1 а 1■ • у/ (х) = :
О | '?о’(ао аг71^-----4՜ ал-гдл-1), X (: (х,., 1],

а это равносильно условию (5).
Замечание 1. Числа ։Л из (9) можно подчинить дополнитель­

ному требованию

рп?пК М-2п, л > 1, (19)

где М — постоянная (в дальнейшем также).
Л

Пусть = V а2, тогда 
о

Положим а= 7‘ ( | 0). В силу (4) имеем

Пусть 3Л —» оо и такова, что V -уЛ • ^Л оо. Если и< таково, что 7Л X
1

Х3".<2 то положим ?Л/ = 2 П/> 7«/» а в остальных случаях пола­
гаем /„ =3Л. Ясно, ЧТО Зл > рл Vя И потому ֊* ОО и 7л • ?л > 

2~п. Ясно также, что ^7л'Рл<С°°- Если положить аЛ=Р~|/2, то из
вышеизложенного получим

(20)

В случае необходимости, заменяя на const-«л» получим для ։Л ус 
ловия (9), (19).

Замечание 2. Если наряду с

1 5л_,Рп~  • ----- —* ОС и потому в силу
О0 ап

(4) ап * 0, то <?Л = —--- » 0, а
Яо

(13), (15) и замечания 1 имеем

ГМ- < const рп • ал < М 2п 2. (21)
Обозначим
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т (22)

Ясно, что система (Ф,,)^ == (ф„)“ U (ф^)^ 2. j ( ортонормирована и со­
стоит из непрерывных на [0,1] функций. Кроме того она полна в 
£[0,1], ибо конечными линейными комбинациями функций \>п мы можем 
получить любую из функций ф{, а при любом фиксированном i систе­
ма (ф* )* । полна в £ (^), ибо система (sin nx)t՝ полна в Л [0, г].

Замечание 3. Поскольку система (ф^; т 2, />1) состоит из 
непрерывных на [0,1] (следовательно ограниченных) функций и со­
держит равномерно ограниченную подсистему (например, (ф^)' ?), то, 
как известно [9] в /Лзамыкании линейной оболочки системы (ф^; т 2, 
i՜- 1) существует полная равномерно ограниченная ортонормированная 
система (£)“ непрерывных функций.

Таким образом, система (фл)" U (/n)j” ортонормирована и полна 
в L* [0,1], и состоит из непрерывных функций.

Напомним свойства матриц А. М. Олевского [10]

Ап = |, 1 < /, J < 2я; п > 1.

1 . Ап имеет порядок 2я и при любом п ортонормирована.

2 . Элементы первого столбика ап = 2 -пГ2 2՞.
о п

2^2

2п т
о М 2я'2.

Пусть теперь (6П) удовлетворяет условиям (2). Выберем числа dn
так, что

•В

</,, = </„>0. 2'֊'<n <2‘; d,t <|6,,|; 42‘ ‘°: 3<£2' = ОГ- <23> 
’ 'Л 1

Ясно, что для выполняются условия (3).
Подставляя в лемме 1 вместо (ая)“ последовательность (<£„ 2я

получим
•в
У </_,«• 2я/?-фя֊։ ( т) =0.

1
(24)
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Теперь введем обозначения для векторов (в виде столбцов)

— (?з՛ ^6* Т» Д •

(?!» ?з) “ Л ^Фз՛ ?<)

(?5.- • Ьв) = А’^з и т. д.

(25)

(26)

В силу свойства Г и того, что (?л)0" и(/л),"—ОНПС система (®/)։” 
также будет ОНПС. Ясно, что непрерывность «функций сохраняется. 
Равномерная ограниченность системы (?Л) следует из замечания 3, 
(21), 2° и первого неравенства в 4 . Ряд Х</я-«я является искомым.

Действительно, в силу (23), (26) имеем

1

Из (25), (26), 2°, 3 следует

*1 = 2П1'2 ?л-1,

1

откуда в силу (24) вытекает

2я

Г2 = 0.

Обозначим 

п шах 
2"- 1,: т 2л

гп
2я’ 2

2я -։ + 1
Так как

*>Л

2п"" ։

гп

т

то и силу 5 и равномерной ограниченности системы (/«) получим

°л (х) 1^2«| '1%! V |а,1| Р Л/-Ы-2Л/2.
1

Второе слагаемое сходится к нулю в силу (23), а первое —поскольку 
>Л = 0, если х Хп । и хЛ ] 1. Таким образом, оЛ (х) —* 0 всюду на 
0,1] и, следовательно, ряд ^с/Л-<рЛ сходится к нулю на [0,1] и в си­
лу (23) является требуемым.

Замечание 4. Рассмотрим матрицу
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- ■-Д֊^=֊ — -■ - -

d\>= (у > 1), di 1. / = — р/ (/> 1), dt/ = q, , (у ; i > 2),
остальные <1ц = 0.

Утверждение леммы 1 означает, что последовательность (□„)" ор­
тогональна ко всем столбцам матрицы %//Д, а из конструкции этой 
матрицы следует единственность (с точностью до постоянного множи­
теля, отличного от нуля) такой последовательности (при условии (4)) 
и, следовательно, единственность ряда (5).

Замечание 5. Поскольку в любой точке отрезка [0,1] только 
конечное число членов ряда (5) отлично от нуля, то он сходит­
ся к нулю при любых перестановках членов.

Доказательство теоремы 2

Лемма 2. На [0,՜] существует ОНПС (Фя)։* непрерывных 
функции такая, что ‘1»։ (х) = 31п х, Фя (0) = Ф„ (-) = 0, уп > 2 су­
ществуют точки у1 £(0, к) (г>1) такие, что

Фп № ) = 0 yn > i, Ф, (у, ) =/= 0. (26)

Доказательство. Пусть 8Л > 0, (։/„)"—различные точки из 
(0,-) и (fn)~—произвольная ОНПС на [0,՜]. Выберем настолько боль­
шое что

I/։ — Sv. (A; sin nx)|< Oj/2. (27)

Здесь ||-| — £’-норма, S.y,— ^\-я частная сумма ряда Фурье А по 
(sin пх)’ на [0,՜].

Возьмем достаточно малые (точнее ниже) числа гтп >0, т, п 2. 
Для каждого 32л берем произвольную непрерывную на [0,г] функцию 
/* с условиями

■ (0) = /’ (</.) - •’ (-) = 0. " > 2. <28)

Ч (л) ¥= о, (у.) = о, п > 2, (29)

I ■
J /■ • sin xdx = 0 п>2; j I2 ■ l2 dx — 0, п 2> 2, (30)

°
I |/3= 1; |/J — sin пх|-< взя, п > 2. (31)

I При подходящем выборе чисел получим [11] (в силу (30)), что
I система sin х U (/J)“^ — базис в £* |0,г]. Ортогонализуем систему 

методом Шмидта и полученную систему 5(/՜; п 3) обозначим
I через (Фд)^« Положим еще =
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«0 
Поскольку V /* = V фл ( V — //‘-замыкание линейной оболоч. 3 з \ *

ки системы (Z;)]’^. то- учитывая вышесказанное получим, что sin xU

и(Ф’); -онпс.
Ясно также, что все Ф2 непрерывны на [0,к] и что за счет 

малости чисел е2я (в силу (31)) можно обеспечить наперед заданную 
малость величин [Ф՜ — sin лх||, 2 п <- TVj. Кроме того имеем

Ф2 (0) = Ф- (-) = 0, п > 2; Ф2 (у2) /О, Ф2 (yj = 0. (32)

Опишем еще один шаг.
Для каждого £зл(п^>3) берем произвольную непрерывную на 

[0,՜] функцию 12п с условиями '

Z3n(0)= Z֊^(r) = Z’(։/,)֊֊ Z3 (z/2)=0, п > 3; Z] (у3) 0, (у3) = 0, п > 3,
(33)

с ж *
Z3 •sin xdx=j Zjj • Ф2 rfx = 0, n > 3; Г\ • Z3 dx - 0, n > 3, (34)

и 0 0 _ 1 .՛ • , ' ֊iy
V3=։> К-Ч|<’з«. «>3. (35)

Систему n>4) обозначим через (4>Д“. Положим еще Ф3 = /;‘. 
Рассуждая как выше, получим, что при достаточно малых гтп система 
sin х U Ф; U (ФДГ—ОНПС и состоит из непрерывных функций. Из 
предыдущего шага и (35) следует, что величины [Ф3—sinnx|J(3 >n /VJ 
можно считать сколь угодно малыми.

Далее имеем
ФЦ(О) Ф;О) = 0, п>3; Ф33(^)¥=0, Ф^(у1) = Ф^(!/2) = 0. (36)

Продолжим этот процесс до шага Nv Получим полную ортонормиро- 
ванную систему sin х U (Ф")2 1 U (Ф^Дц.] непрерывных функций со свой­
ствами

Ф„ (0) фп (*) = °> фл (У«) 0 V"

ф? (0) - ф*. (z) = 0, л > ф; (yi)~ 0 л > i. (37)

Обозначим Ф։ sin х, Фл Ф" (х), 2л TV,. Нетрудно видеть, что 
выбирая числа гтп достаточно малыми можно 
малость величин |ФИ — sin лх|, 2 ^n՝<7V1, что в

гарантировать такую 
силу (27) будем иметь

(38)1Л - Р/А <

где /у, — ортогональная проекция Д ня \у ФЛ. Первые /Му функций 
1

искомой системы найдены.
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Теперь надо брать Л2 настолько большим, что расстояние элемента 
Л', Л’։ д ]

/2 до подпространства \уФл\/Фя ’ меньше, чем ~Дальше на­

до повторить вышеизложенные рассуждения уже для точек уп, п /V,, 
причем роль функций sin пх теперь будут играть функции Ф^։, 
п^>Л^. В результате определятся функции Ф„, Nx п < Л', с 
условиями (26). При этом система (Фя)*’ U (Ф„’).*•,+։ ~ ОНПС, состоит 
из непрерывных функций и еще

(39)

, N։ Iгде Pf~— ортогональная проекция /2 на у Фя.
I

Продолжив этот процесс до бесконечности, мы получим иско­
мую систему (Фя)։ . Непрерывность и выполнение условий (26) и
ф„ (0) = Фя (”) 0 очевидны, а полнота системы следует из условий
(38), (39) и т. д., если чя достаточно малы, ибо система (Р{п)~ будет 
базисом в А2 [0,-] [11]. Лемма 2 доказана.

Замечание 6. Несколько иным путем можно доказать следую­
щее: если числовая матрица удовлетворяет условию |3„„|<^соп5։, 
р,мл ?т (У™) и (^я)" — произвольная сходящаяся последовательность 

Г.
различных точек из (0,1), причем Пт 0,1), то существует равно­
мерно ограниченная ортонормированная полная система (®я)^ такая, 
ЧТО Ът С С" [0,1],

(0) = V,n (1) = 0 (\т) И ?т (уп) =

Продолжим доказательство теоремы 2.
Пусть (ая)(^’— произвольная числовая последовательность с усло­

виями ая>0, (ал)£/р и (ая)если г << р. Поскольку р >2, то (ая) 
удовлетворяет условию (4). Применим к ней лемму 1. Далее, для 
каждого отрезка Д/ = [х1—ь х ] (см. доказательство леммы 1) отобра­
жаем на нее систему (Фя)^ из леммы 2 и вне ^1 полагаем равной ну­
лю. Полученные системы обозначим через (^)л\3. / ,1. Нетрудно ви­
деть, что система ( ря)о II (’]*„; п 2, /^>1) —ОНПС на [0,1] и состоит 
из непрерывных функций. Докажем, что эта система (обозначим ее 
через (фя)։՞ независимо от порядка нумерации) удовлетворяет тео­
реме 2.

Пусть У 6л-?я(х) = 0 всюду. Нам удобно разбить этот ряд на 
1

подряды

S bln 
л=»2 0
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Для каждого / проходит следующее рассуждение: поскольку

^6Л 5я(х) 0 всюду, то на Д/ имеем

о
и так как (в силу леммы

Фя (у I) ■- 0,

■ж»
■ % + 2 Ь՛.-ф'„ = о

п =2

2)
ею

п 2, то V дп-՝Ьп (у{) = 0 
л=0

и вследствие конструкции функций 'рп имеем на всем Д/ 2<Л'Ь (х)=о. 
и

Таким образом

2</»-Ь (*) -0, х€[о. 1], (40)
о

и в силу замечания 4 получим </« = аЛ, п 0.
Теперь докажем, что все Ь1п = 0. В самом деле, из (40) следует,

что У Ь՛,,-*^ = 0 на Д/ и, следовательно, У Ь'п • ?я (172) =0. Но по лем- 
п«2 л—2

ме 2 ՛?', (։//,)=#0, ф* (у՛,) —0, п^>2, откуда следует, что Ь, = 0 и т. д. 
Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3

а) В силу замечания 5 для системы (®я)Г, построенной при до­
казательстве теоремы 2, пустое множество будет М-множеством по­
сле любой перестановки.

б) Требованию этого пункта удовлетворяет система из леммы 2, 
а из замечания 6 следует, что эта система может быть равномерно 
ограниченной (для этого надо в качестве [^л I) брать единичную мат­
рицу).

На самом деле для этой системы верно более сильное утверж­
дение: если ряд (1) для каждой точки при каком-либо порядке чле­
нов сходится к нулю хотя бы по подпоследовательности частных 
сумм, то все коэффициенты равны нулю.

в) Пусть а, (7> 1) —произвольные положительные числа и У а/ = 1,
1

6/ — отличные от нуля числа такие, что

1<з/ • Ь1\ = (41)
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(ар а.) и (6Р Ь.) - линейно независимы, (42)

существуют такие тп' и т", что 
\Ьт’ I Ощ' , \Ьт" I ат՝. (43)

Обозначим од = а։. Из (42) следует, что существует единственный 
/•-нормированный вектор (а/2)Др 0/2=0, 7 3, ортогональный к
(6/)~ и (0/1)1”. Далее выбирается нормированный вектор (а.з)7-г 
а,з — 0 7^>4, ортогональный к (6/)", (ан)/4, (а/г)^. Продолжая так, мы 
получим матрицу |агД столбцы которой составляют ортонормирован- 
ную и полную /’-систему.

Докажем полноту. Пусть (Д)~ /2 и ортогонален ко всем столб­
цам (а/у)7. 1» Тогда в силу (42) получим

{А,),' = м3 (а/։)1+^3 (6/)1; (Д)} = и4(аи)։‘ + г'4(6/ ),’
и вообще (Д )" = и« • (ад)" иЛ- (6/)".
Опять же в силу (42) получим и = и3 = и4 = • • •; и = ъ3 = и4 = • • •, 
т. е. (Д )~ = п (а/)р + и- (6/)~. Отсюда следует, что V = 0, ибо в 
противном случае (Д)£ ^2» поскольку (6/) /2 (см. (41)).

Но так как (Д)“ и (а։ )” ортогональны, то и = 0, т. е. А, =0 
Этими же рассуждениями можно получить утверждение: если (Д)” 
ортогональна ко всем стобцам матрицы, то (Д )” = и-(6/. В самом 
деле, сначала получим (Д)~ = и• (а/)~-Ь и- (6։)” и из первого усло­
вия в (41) будет следовать и = 0.

С другой стороны, можно указать такую перестановку з (т) стро­
чек матрицы <|а.,((։11, что если (Ат)ортогональна ко всем столбцам но­
вой матрицы Устз(/п) нН» то Ат = 0 у/и. В самом деле, пусть з (лп)

таково, что V Ь, (,«)• а, (То) = а 0. Это возможно, ибо в силу второго 
т 1

условия (41) ряд ^Ьп-ап условно сходящийся. Теперь имеем

(Аз рл))‘_։ — и • (а, (т)) |
Ясно, что и и V не зависят от перестановок з. Если г/ - 0, то

п։ -1

Но а можно выбрать так, чтобы х 0 и тогда придем к противо­
речию. Следовательно, V =0. Дальше ясно.

Ф. Г. Арутюнян заметил, что если столбцы матрицы пронор­
мированы и составляют в /’’ полную систему, то строчки также обла­
дают этими свойствами. | 

•О
Доказательство. Пусть (®т)Г—ОНПС и 0, = V апЛ •

гл—1
Тогда (бл)~ тоже ОНПС и поскольку атп — { гт*^п 4х, то =

•о
“ У вгпп • рл. Ортонормированность и полнота строчек (ал։я)* ։ экви 

л — 1
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валентна тому, что ОНПС. Теперь покагем, что существует
(Л>)Г € Р такая, что

Ут 1, Ощп — 0(1,,). (44)
Матрица строилась так, что при любом у векторы (Ь„,){. (атл)^ , 
1<>л</ линейно независимы. Тогда, учитывая ортогональность 
столбцов матрицы, получим

(Я/пл)^'; = Ил- + ия-(аот);-1, ул > 3 (45)

(напомним, что аЧ1 = «т), откуда следует
Отп — Ьп1 ՝ Чп *4՜ Ищ ■ Уп У т 1, у л > т >

Из конструкции матрицы следует, что для любого л ^>3

(46)

|лЛ| ил^О.
Пусть л*, л, — все те числа, для которых

пи ՛ п. (47)

ип՛ и в силу 
I

(43) и (47)

имеем

Аналогично получим а2т. „• М • и2-.

Но поскольку все строчки нашей 
последних неравенств следует (ул )7 ։,

матрицы принадлежат то из 
(“л')" 1 € и в силУ (47) по­

лучим
(г-,),- е г. (<м)Г € /։- (48)

Далее а՜ (Ь2 ֊4 а2)-(к29 тп " ՝ т гпг ՝ п+ у„) и в силу (48) получим (44).
Будем считать, что 1п > 0 ул^1. 

ствует («А)“ такая, что
Поскольку (/„) Г, то

(1п >0 Л > 1, (1п -» оо, V, £/2 /2 = 1.
1

суще-

(49)

/

Обозначим ‘ XI = V
п -1

1 0

", X (; [х/-ь х, ]=Д/ 

х (; [0, 1 ]ч\д( ,

(ул)Г1 — ортонормирована на [0,1] и тогда в силу ортонормированно-

сти строчек матрицы а/;|| функции 4\=У ая։Л- /п также ортонормиро- 

ваны на [0,1], причем
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\>л= W- 

1 1
(50)

Непрерывность функций на [0,1) следует из непрерывности функ­
ций Ф„. Далее из (44) и (49) следует тах (х)| —О(<1 *) = о (1)

а это означает непрерывность Ч\ (х) при х = 1, ибо Ч’я(1) = 0уп 1.

Теперь ясно, что условие V Ап-։ГЯ (х)=?0 на [0,1] эквивалентно
1

тому, что (ДЛ)։Ш ортогональна ко всем столбцам матрицы и, как 
было показано ранее, это равносильно условию

(ДЛ)г =v(6«)r. (51)

Итак, по системе (Ч Д’* существуют нуль-ряды Если же

2 Дж = 0 на [0,1], то отсюда следует, что (/1^)7 ортогональна 

ко всем столбцам матрицы []а, Л] и, как было показано ранее, при 
подходящем выборе а отсюда следует, что А,п —0 \/т >1.

Для завершения доказательства пункта в) теоремы 3 надо вос­
пользоваться леммой 2 и провести рассуждения как при доказатель­
стве теоремы 2.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 6.V.1978

^ՈՎՍԵՓՅԱՆ. Ղսւտարկ թարսության .\է-րաղժո ւթյուն ||ւնԼլու i|LriupLr|ui| ընղհանուր 
or pnGnr մաւ|որվսւ Д սիստեմների ղասում (ամփոփում )

թողվածում ուսումնասիրվում Լ այն հարցր' թե անրնղ Հատ ֆունկցիաներից րաղկացած 

Լրիվ օրթոնորմավորված սիստեմների համար ղրո-շարրի ղոյությունր ինչպես է կախված սիս­

տեմի տեղափոխությունից և գործակիցների զրոյին ձգտելու արա գութ յունի ց ւ

R. I. OVSEPIAN. About the empty set which is M-set in the class 

of orthonormal systems (summary)

In the paper the following question is considered how does the existence of 
s<r։e< _ an tfn (Jjni is a complete orthonormal system of continous functions) which 

converge to zero everywhere depend on the coefficients an and the rearrangements 
of the system [a !
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