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§ 1. Введение

В настоящей работе рассматривается вопрос о единственности 
коэффициентов всюду сходящихся рядов Хаара в зависимости от по­
рядка следований членов этих рядов.

Для дальнейшего изложения приведем следующее
Определение 1.1. Пусть В некоторое подмножество мно­

жества 0 всех числовых последовательностей. Множество £с[0,1] на­
зывается ^/-множеством для класса В, если из равенства

У, ап 7,п (х) = 0, при х £ [О, 1]\Е, {ал} В 
п “ 1

следует ап = 0, п = 1,
Хааром было установлено (см. [7]), что пустое множество являет­

ся ^/-множеством для класса 9. Вместе с тем Фабер [8] показал, что 
множество, состоящее из одной точки, не является ^/-множеством для 
класса 9.

Далее Ф. Г. Арутюняном и А. А. Талаляном (см. [1]) был выделен 
естественный класс А а 9, для которого счетное множество является 
I -множеством. Этот класс определяется следующим образом: аьсА. 
если для любой точки х0 £ [0,1] выполнено условие

I в ' *
Пт ———- = 0, 

к -* ' Дд \ )

где п2 пк • • —последовательность всех тех номеров п
для которых Хд (х0) 0.

В работе [1] был получен более сильный результат, который в, 
частности можно сформулировать следующим образом:

Тео рема 1. (Ф. Г. Арутюнян, А. А. Талалян). Если ап\ ст А 
и ряд

п —I

всюду кроме, быть может, счетного множества точек сходится к сум 
мируемой функции / (х), то
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1 г • 
ап ~ I / (х) /п (х) </х, п =1, 2, • • •.

</ и
(1.2)

В работе [9] была доказана
Теорема 2. Если ряд (1.1) из класса А, после некоторой пере­

становки* всюду, кроме быть может, счетного множества точек схо­
дится к ограниченной функции / (х), то справедливы формулы (1.2). 

Отсюда следует, что если ряды

У «/։ /-Л (х), У Ьп /-Л (х), {«/»)> (6я| С 
п=1 л=1

после одной и той же перестановки всюду сходятся к некоторой 
функции # (х), то ап — Ьп. Следовательно, коэффициенты ряда Хаара,
который после некоторой фиксированной а-перестановки всюду схо­
дится к 
образом

некоторой функции % (х), должны определяться единственным
в зависимости от # (х).

В настоащей работе доказывается, что эти коэффициенты зави
сят не только от % (х), но и от з. А именно, 
дон Хаара

приводятся примеры ря-

которые после двух различных перестановок всюду сходятся к одной 
и той же конечной функции % (х), но а! #=

§ 2. Определения и формулировки вспомогательных
утверждений

Система Хаара определяется следующим образом: 
/т (х) 1, при х £[0,1]. Если п = 2' ф к, 0 < /, 1 < Л < 2\

полагаем 
то

при X

при X £

при X 2к-2
9' I

/2&-1
\ 2' + >

12' .

') то есть рассматриваются ряды вида

(’) V а,/„'(Г) = 2 
я»| & —1

где (л։, пд—некоторая перестановка последовательности (1, 2,
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в каждой из остальных точек значение функций '/„ (х) берется ранным
полусумме правостороннего и левостороннего его пределов в той же 
точке.

В настоящей статье будем пользоваться следующими обозначе­
ниями: если л = 2' 4֊ к, 0-^/, 1^.к^2‘, то полагаем

\ = \ Д<։>= /2&~~2 24- -1\ д(2)_ /24- 1 ‘^к \
п \ 2'*1 ’ 2/и / я ' \ 2/4՜1 * 21 ՛■1 / ’ л ՝ 2< + ։ ’ 2'*1 / ’

V(D = ՝ п
/44—3
\ 2' -2

44—2\ , 44 2 44-1
2/4-2 / ’ ~՜ \ 2/ 2 ’ 2<+2

Ясно, что 7^ совпадает с правой половиной интервала Д^1’, а V ; — 
с левой половиной интервала Д(Л2’. Интервалами Хаара будем назы-

вать множества, имеющие вид Через Е

будет обозначена внутренность множества Е, а через Е—замыкание 
множества Е.

Пусть (а, 6) — некоторый интервал вида

рассмотрим следующие ряды:

(2.D
ап

2 Ьп7.п(х) 
п =25 + 1

ап. при

Ьп ~ 0, если

1

п£ {л: min [52,„ (х); х £ Д„, 2s-f-1 < 2т<^ л]^>—1 

существует номер т, 2s 2т л такой, что

S2fn (х) = — 1, при х £ Дл,

(2.2)

I

■уГП

Ясно, что любая частичная сумма S2m (х) ряда (2.1) в каждой точке 
отрезка [0,1] принимает целочисленные значения и последовательность 
jbjm (х), n։ = s֊hl, s4֊2,•••, расходится всюду на (а, 6). Поэтому, 
как следует из результатов работы [3], почти для всех х“(а, 6՝ 
справедливы следующие равенства:
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Нт 52т(х) = — оо, Пт 52Я» (х) = ֊г ос» (2*3)
ГЛ - -

Используя определение коэффициентов Ьп и учитывая, что каж­
дая частичная сумма 02,п (х) ряда (2.2) т > 5, н произвольной точке 
отрезка [0,1] принимает целочисленные значения, получим

Пт V Ьп /л (х)= 1 почти всюду на (а, Ь). (2.4)
/П • ее

Л-2Г + I
Пусть № и М— целые числа $ р 1. Обозначим

С (/V) = и ({х:
I $ 1

(22/п (х) — 1} \ |х: (?^֊1(х)=/=֊1);՝

(7(/У, М) = (7(/У)\(7(Л/), Е (/V) (О, 6)\б №)} .

Из (2.4) следует, что для произвольного числа е >0 существует чис­
ло /V такое, что р. | С (/V)} > Ь — а — £.

Легко проверить справедливость следующих соотношений:

если (2л; (х0) = — 1, то (2л (х0) = —.1, при /У>Л'О, (2-6)

^Л- (Хо)> — 1, то <2л (х0) = 5лу (х0), где ха £ х: х — 
I 2к

если (2л (х0)}>—1, то 52л'(х0) = (2лг (х0), и если 
1 

, 0</<2* | ’

(2.7) 
ясно, что

(’х: (22„(х)=-1}\{х: (2^-1 (х) =-1})° = и Д<=? , где 
/€« 1

некоторое подмножество множества ]п:2"' 1 4-1<п<2,я)

В работе [6] была доказана следующая
Лемма 1. Для произвольного числа г, г 2> 0, существуют на­

туральное число № и перестановка (у^ ։, г,, • ••, у2д) последова­
тельности (2'4֊ 1, 2 2, • • •, 2Л) такие, что I

т
1)֊1< 2 Ь.. /^(хХ!, при хСв(1У), 2>+1<т<2л, 

/-^41 I
2) р|(7(Л) Ь — а — з, |

3) (2\ (х) — 1, при х£ (7 (/V); Ь./Х»/(х) = 0, при х£ (а, Ь), |

4) (7(Л) является объединением конечного числа интервалов 
Хаара. I

Отметим, что полиномы (2л՜ (х) ранее были рассмотрены в рабо- 
1а\ [3], [4], а Р. И. Овсепян (см. [5]> доказал, что для любого т.

<2Л’ и хеО'(Л) 1

Здесь полагаем (х) 0, при |0.1) И
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:г=яв

2 Ь2^-П^т /2Л' л + л. (Х> ՝ °-

/I •* ГН

В настоящей работе нам понадобится следующая
Лемма 2. Для произвольного числа г*^>0 « существует 

олином
2 Л’

л х= 4 ■*

бла дающий свойствами:

1. (х) = 0, при х~ (а, 6), 2’ < п < 2\

2. тах ЮЮ Для любого п, 2 <п < 2\
а<х<Ь

3. Ры (х) = С (Л'), при х^Е (К)*

■ 4. С (И) —• + °°» пР" М “*

§ 3. Доказательство леммы 2

Вначале заметим, что если для некоторого /, / = 1 или 2 

дЮ^(7(Д/)։ где 2՝<п < 2”, ТО Л‘°с6’(Л0, при любом Л', ЛГ>М 
I " (3.1)

[Действительно, пусть 2^*‘ < п < 2л‘, тогда из условия имеем

I (^л. (х) = с > 0, при х £ А‘9. Так как
I С 2Л‘
I 2 Ьп (х) </х = 0, то равенство 2 Ьп /я (х) = с —1
I д(Ол-2Л'»^1 Н-2Л>>1

■
не может иметь места всюду на и следовательно Дя с Ь(Л).
I Предложение 1. Пусть 2՝<^Л1^2'У, тогда
1 НС('У)ПЛ£>1 > •ИС(МПА’Л)|. (3.2)

■ Действительно, в случае когда С (.V) или -- 0.
неравенство (3.2) очевидно. Пусть Д(г-.’с:(а, Ь) и Д^’С О (Л ». тенда 

мз (2.1) имеем
I 5,п (х) = Зт (О ֊ 2, при х £ А<2’ и / £ Л‘4 > (3.3)

жГак как
К

V и,/„(.г)= 2 «.-/.(* :՛ при <Л<”. 2'>П>. (3.4>
я ■ т 4 1
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то получим

52,(х) = 5։, (х-Нн (АД) 2, при х £ ДД 2'>т.

Отсюда и из (2.2) следует

(х + и(ДД), при х< АД т<2г.

Пусть х0 — произвольная точка из множества 
учитывая, что для произвольного г, г $ имеем 
на [0,1] получим

Д'Ь а с (Л), 
(2., (х) > - 1

тогда
всюду

֊ 1 = Q2^ (х0) > <?2л (х0 4- И (ДД)> 1,

откуда х0 4֊ и (ДД) с А;;/ П <7(М и, следовательно

△"> ЛС(Л0 + н(А£))с ДС;>П(7(/7).

Отсюда легко следует неравенство (3.2).
Предложение 2. Пусть .V > Л/ з и 

А*/'С С (/V), то

в (/V, М) Л хД 4֊ Н (?’) = в (/V, М.1 п уД

При Д,с (а, Ь), утверждение очевидно. Пусть ДлЛ(а, Ь) и г = 21 \ I 
тогда из определения интервалов хД и хД имеем

У<*»=АД Г<2,=АД, где У = 2'+| -2/-1.

Так как А^с С (Н), то

5Г (х) — 5Г (/) — 2 > — 1, при х £ ДД / £ ДД

(3.5}

откуда 6;= а;> — а у 1 и из (3.5) получим

021 2 (х) = (22։+2 (/) = собп1> 1 при х£ ?Д уД 

Пусть п — 2‘ 4-/', п>2н՜2 и ДЛсДД тогда

/„ (х) = /п- (х4-р (уД)» где п' — п 4՜ 2‘ ֊/՜*, х£ гД

(3.6)

Отсюда получим

52п։(х)֊5?+2(х)=52ГН(х4-’Л(г(Л))֊^п2(х4-и(у^)) при хС?Д
(3.7)

Из (3.6) имеем + г (х) = Ол+2 (х) при х II V'/*, так как х 4՜ 
и (^Д с. при х £ уД то равенство (3.7) примет вид

5,ш(х) = 5.1Ш (х г ц (г')) при х£ ?Д (3.8)

Пусть х0 — произвольная точка из множества 6 (М М) П
Тогда из (2.5) имеем, что существует номер т, 2л такой, что

С2пП| (Хд) -- 1 И С/т'Л1 (хд) 1 при т ' т. (3.9)
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'Отсюда и из (2.2) получим

(х0) — ~~ 1» Д^/П* (х0) ~~ 1» ПрИ 771 *■ т

и из (3.8) будем иметь
5.,т (х0 Р (Гр)) = — 1, 52т’ (х0) > — 1, 

откуда

и следовательно х0 4՜ 11 (?Р)с ^(/У, М) П гр, в силу произвольности 
точки х0

С (!У, М) п ?<*> 4 и (?<») с С (Л/, М) П Гр.

Тем же путем легко установить обратное включение, откуда и после­
дует справедливость предложения 2.

Легко убедиться, что в условиях предложения 2 справедливы 
условия

П(^)Пг‘։, + Игр) ֊ С7(Л)П гР 
£(Л/)Пг(Р 4֊ р (?</>)=£ (ЛОП?Р

(3.10)

Пусть М и Л'— натуральные числа, 5 '<С А/<Г/V. Далее обозначим че­
рез Д{И<Л), Д(,и> л>, >4’։И։подмножества натуральных чисел и, 2 
<л<2‘\ удовлетворяющие условиям

Д(М..У)= |л; ДО)П£(/У) 0. Ч2> с МН, (3.11)

Д(и.") = |л: ди)П£(Л) 0, ДрпС(М Л/)=£0, п“Д<и- ч’>|. (3.12)

Л(.и, лэ = {л; 2, < п с 2Л} \[дси. л> и Д( и. л)]. (3.13)

Заметим, что
?<„'> П Е (Л) + 0, V՛? П £(Л) ’ 0. при п £ Л<"- ■՝>. (3.14)

Вначале покажем, что
ДрП£(/У)=А0 при (3.15)

Действительно, если (3.15) не имеет места, то из (3.12) получим

др с в (/V), др п с (М) 0, дрсб (М). (3.16)

Iак как С (М) является объединением интервалов Хаара, длина ко­
торых не меньше чем 2~и и из двух интервалов Хаара, имеющих 
общую точку, один содержится в другом, то из 13.16) будем иметь 
п<^2". Откуда, учитывая (3.1), получим ДрСсз(Л^). Полученное про­
тиворечие доказывает справедливость условия (3.15). Далее из (3.12) 
легко убедиться, что и 2Л՜1. Полагая п = 2' ~г £, из (3.15) следует 
0,1 и (х) — с 0. Поскольку г •’ = , » то из определения 6Ч вы-

текает, что (г)=с-|-1 >1, при х гр, следовательно, г ' С С(/ 4- 2)
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и из (3.1) v^?)czG(.V) или V’-4 П £ (/V) 0. Учитывая (3.10) будем иметь

E(N} Пг^п . Условие (3.14) доказано.
Рассмотрим полином

оЛ1

I /ne Л(,и лл п AmcG(/V), III A/nc£(/V), IV Дш П (а, Ь) = 0,

откуда

тг Д'”-*) U 4‘*N>, при т£(т: 2 х 1 1<т<2л՜}. (3.18)

При указанных значениях т справедливость условия (3.17) очевидна. 
Положим, что (3.17) имеет место при т £ {/n: 2s 4՜ 1 'С j <Z т 2Л } и 
докажем его справедливость при т =у.

Если А cz G (/V, ЛУ), то А, П Е (N) = Д^։) П Е (7V) и выполнение 
условия (3.17) следует из того, что Р(И,1Л) (х) = const, при х£ AJ1’ П 
A£(/V).

Отсюда получим (3.17), при т = j, j

р< и .'■>(,)= V </1" Л' Х»(х), 
л—Н + 1

где коэффициенты </'яи- Ч) определены методом индукции. А именно 
предположим, что определены коэффициенты при всех п
т 4՜ 1 п -С2Л. Положим

a) d^։ Л) = 0, при т £ А'3М՝ Л),

б) d^‘ Х} (х) = 6, при И т£<4<льл\

в) в случае, когда тп£Л^и'л’, берем

Для того

2 max |7.т (х)| 
о г ч 1

где

V /п (х), x£A<4’n£W, /CA^n^W.
Л=2*’

чтобы убедиться, что в случае в) не зависит
от выбора точек х и нам нужно доказать следующее 

Предложение 3. Для произвольною т, 2՝<^/п < 2Л справед
ли во условие

Р^'У) (х) = С\п'։У)> при х£ Аш п Е (А). (3.17)

Действительно, учитывая, 
имеют общих точек, либо один

что два интервала Хаара либо не

содержит другой, из (2.5) легко убе
диться в выполнении одного из
т г т : 2 Л 1 4- 1 т 2 Л |

следующих четырех условий: при
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Полагая у £ Д?,И' Л), учитывая индукционное предположение и оп­
ределение б?И Л), легко усЗедиться в справедливости условия (3.17), 
при ]=т.

Пусть теперь у£/43, тогда выполняется одно из следующих ус­
ловий:

А, А (а, 6) = 0, Л^сбЧЛО, Д(?>с£(^)иС(М).
В первом случае (3.17) очевидно, а во втором оно следует из того, 
что согласно предложению 1 имеет место соотношение Д,сб(М).

Далее, пусть А(2)<= £ (/V) и 6'(Л/). В том случае, когда Д'Дсб^Л/) 
имеем Д, П £(А/)= Д-։) П £ (/V) и выполнение (3.17), при т — у стано­
вится тривиальным. Пусть теперь А‘2с6(Ж Д,*'с £(Л0иО’(А/), 
/—2г-|- к, г Ы—1. Рассмотрим следующие множества:

|7<у, фР'-'о-1. где у0=у; У7=2^'+2'<֊У 2'. (3.19)
1-0

ными словами, рассматриваются те интервалы, для которых

О) = Д<?) /=0, 1,-.., Ы-г-Ъ.

Ясно, что

Д<» = ДО» и и (?(|) > ЛУ֊г—1 <=и

(3.20)

(3.21)

з (3.20), (2.10), учитывая, что V'? — Д^Д ։ при условии Д П

Е 0, используя предложение I, получим

Д«* П Е (/V) * 0 - • г՛’՛ П Е (М ¥= 0 => 0 £ (АГ) ¥= 0 =

=>Д<« , п£(М¥=0. (3.22)

Так как Д'9л£(Л/) # 3» то условие (3.22) получим для любого 
, I = 1, 2, • • •, —г — 1. Отсюда учитывая, что у.*’с£(.У) и О՝ (Л/),
[спользуя предложения 1 и 2, из (2.10) вытекает

о в (м му 0 = V՛,՛.1 л с (У, М} = 0 - д<;; л в (л: му - 0= 

—> V1*՝ л С (/V, М) ~ 0 _» Д9» р (7 (/V, д/> _ 0 _ ...._

֊ ?<;’ г ПО(М Л/) = 0=֊> гпС(М М)= 0з

- ■ Д(’2_, . Л М\=0 -> Д<^,_, П (7(М Л/) = ,

ИЗ (3.21) ДФс Е (/V) и в (М), откуда Д, <= 
ельно, л^Д^И։Л։, при п [л: п /, ДлсДу}, 
'՜ Предложение 3 полностью доказано.

Е (Аг)и б՝ (Л/). Следова-
отсюда Р л’(х) -0, при
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Предложение 4. Пусть т £ л ', т -21 4֊ 
Тогда

P'.;՛՛;՝■> (/) = £(« /> (/ + И (V”՝)). >ле j>i+2, t<= (3.23)

Доказательство. Из (3.18) имеем i N — 2. При у > N по­
лагаем Ptj ։ (х) = 0 на [0,1]. Пусть при некотором и, п > т имеем 
△ „ <z v^’, тогда, используя предложение 2, получим

( g М) П 4°) + Н (v!D - О (N, М) П [ △</> + и (?!’’)] =

U (г<։Ь
— G (Л/, М) п >где Зя= i = 1 или 2. (3.24)

я I1 (ал)

Аналогично из (2.10) следует

£ (Л') П А<0 + |. (т'Ь) - £ (N) П Д<'> , i =1,2. (3.25)

Отсюда легко нидеть, что при (л: cz A(J(’| числа п и п 4՜ при­
надлежат одному и тому же множеству Д|Л1,Л)(/ =1, 2, 3). Так как 
при п £ |п: 2л-։ |-1<л>24՜, Л,с ^Ц’)» из (3.18) следует, что л£ 
(■ А՛.'*■ л 1 и АЛ), то из вышесказанного получим

используя равенство /п (х) — /:л+*п (х + !1 (?(я։>))» где х£ получим 

( И. Л ) 
,.v -1 , (0 == (f т ll (V1?))» ПРИ t € 7(ЯИ-

Предположим, что (3.23) имеет место для некоторого у = /, 
/ /4՜2 и докажем его для у■ = I— 1. Сначала убедимся, что

<М Л,-<И;ЯУ). при [n: 2'֊' 4֊ 1 <п <21, v„ а (3.26)

Если п Д' и՛ Л) U Д^И< N}՝ то (3.26) следует из (3.24) и (3.25). Пред­
положим л^Д^И։Л ), n 4“ ад € Д(»И’Л|* Из определения коэффициентов 
(/i и, л ) имесм 

где

X^^^ՈE(N), ^А''>П£(/У), ^(:Ч21,Л п£(Л?), П£(Л).

Отсюда, используя (3.14), (3.24), (3.25), предложение 3 и индукцион­
ное предположение при указанных х, у, г, (, получим

И. Л’) (х) р; и. Л’) (у) Л) (/) = р(,м. ЛГ) (г)
2‘ + 1 ’ • 2* + ։ ՝ ’ 2'+1 ՝ '

откуда легко вывести (4.26) и (3.23). Тем самым предложение 4 до 
казано.
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Предложение 5. Для произвольного т, 2‘ ь 1 ■ ' т '2'
праведливо условие

(3.27)

Действительно, при т А\։г՛ л’> и условие (3.27) следует
43 определения г}"՝ л\ Из (3.18) имеем ш Д1,՝1-А) и Л) при т - 
(-{т:2л 1 • 1 т-С 2Л} и (3.2) справедливо.

Предположим /п^ Д(2И’Л) и (2.27) имеет место при л֊Н ֊С т 2Л 
Пусть и = 2' -4֊ к. Так как

4к -3
2՛ +2

4^ — 2

4к - 1
- + и-1 ՛

то учитывая, что Г<1) + Нг‘|,)= VI֊4, ИЗ (3.14), используя предложе-
ния 3 и 4, получим

~ Р?՝ + 2?1 (х) = СОП51» при х € V41 II £ (/V), (3.28)

* € гсп2> п £ (Л7).

Принимая во внимание, что и',։) = ДО , , с-,, = Д1’ и ин-

укиионное предположение, из предложения 3 будем иметь

(') < (х), при/ е д<„» п £ (/V). хО'яп£(ЛП.А -• I
отсюда и из определения коэффициентов а'Г1 
справедливости условия (3.27).

Предложение 6. Для любого т, 
справедливо условие

легко убедиться в

(3.29)

Действительно, н случае когда т £ Д1Н,Л) 1)Д НЛ| (3.29) следует 
43 определения Л). При т £ |ш: 2Л’՜ 1 + 1 > лп-С2л имеем т £ 
€Д'։И’л4 и Д(,И,Л) и (3.29) выполнено.

Предположим, что (3.29) установлено при т, и докажем
?го справедливость для т — п, л^Дуи,Л).

Полагая и =2' 4֊ к, как и выше получим условие (3.28). Учиты­
вая равенство |* (г'./|)) = !1 (?(п2’) = 2-(/ 2), легко убедиться, что для каж­
дого из интервалов г = 1, 2, существует 
Ь 6 к.՝. 2' 2 к 2‘+ 1 ֊{֊ 11, для которого /*,

единственное число
(х) =/=0, при V"'.

Отсюда, так как .V) /К (х)| о всюду на [0,1], то из (3.28) */ I
к1, (0- ,(*)!< 23 "Р" х € Ч" п Е (Л), V՝21 п Е (/V). <3.30)• г I 2 ~ • г I
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Из (3.14), используя предложение 3, получим справедливость 
(3.30), когда / £ А(„2) А £* (/V), х £ ДО* П Е (/V). Отсюда, используя опре­
деление ^,1'1,Л) при п^Д^и,л\ получим (3.29).

Рассмотрим следующий полином:
2^ + I
V </</. .V) /п (х) = рри. .V) (х) (3.31)

п-2*'

Из предложений 3, 5 и 6 имеем

Р' и> л> (х) = С (М, /V), при х £ Е (!У), (3.32)

</<ил>>0, шах |<И՝Л) /я(х)| <а, при 24 1<л<2л’. (3.33)
0<Л’<1

Полагая в (3.31) М 5, й'($)=0, получим, что полином (3.31) зави­
сит только от И. Обозначим </ ,*• л’ -с/(пу>, Р('։ л’(х) = Рд՛ (х), С ($, Л) = 
= С (Л/), А'/',У) = Д*л>, г = 1, 2, 3. Для завершения доказательства 
леммы 2 нам остается показать, что С (Л/)—* ос, при Л/ ֊* оо. Вначале 
убедимся, что справедливо следующее

Предложение 7. Пусть з<^М<^П, тогда

Рл(х)=Рц (х)4֊Р(М’Л) (х), при х£[0,1], 
= (/О’» -|_ (/՛ и. Л), При 2$+1 2\

(3.34)

(3.35)

Доказательство. Если И (П, М) = 0, то (3.34) и (3.35) 
тривиальны. Пусть С (/V, Л/)=/=0. При п^>2 '՛ имеем, либо Ллсз 6 (Л/), 
либо -^Пб (М) = 0. В обоих случаях п £ УЦИ* и г/^‘9 — 0. Если 
А/, А С (М)=0, то из условий -V” П Е (/V) = 0 или Лл с: СТ (/7)3 Д«сЛпП 
А С (Л/, Л/) получим л£Д\',,Л), п£ /ЦЛ). Пусть А ,(ь П Е (П) =/= 0, тогда 
(здесь пока п > 2и)

Д бс(7(/У)2 Л<*><= С(/И, /V), Д<;> П С(Л0= Ч2)ПС(М, Л), (3.36)

откуда п£Д*л,2. Д'( ц> Л) (/0=1, 2 или 3) и получим (3.35), при
п>2՝։. Когда п £ Д’(л> или п Д,1Л’’, при 2* п С 2 и легко убедиться 
н справедливости (3.35). Из (3.14) имеем А(1Л'՛ и Д при 2>-14-
4֊ 1 и >2Л, таким образом, (3.35) установлено. Предположим, что 
формула (3.35) имеет место при и, п^>т>2'-|-1. Легко убедиться в 
справедливости следующего соотношения:

т £ Л’Л>=

либо т £ п: л£Д(2И), п £/4'2И’Л4, 

либо т£(п: п ■; Д(|И), п£Д'2и,л’,)> 

либо т-\п: и £ Д‘2И>, п £/Ц-и' Л)).

(3.37

Действительно

т^А<*Ь т^[т А^П£(Л)7 0, б (^ 0, сб R.
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Имеем
д(;)п£‘(л/)=>д^п£'(^)^0, 

Д(Л2)с(7(Л/)г-д^с(7(Л/)иС(М Л/), 

№ П<7(Л/) = Д?> П [С (М) и <7 (М Л/)>0.

Из последнего условия следует, что хотя бы одно из множеств 
О (Л/) П Д'п?) и О (Д', М)ПАЛ?՛ не пусто, откуда получим справедли­
вость соотношения (3.37)*. Из сделанного предположения следует

Р'Л (*) = Р'Л', (-) + Р1”;?' (х). X С [0,1]. (3.381

Из определения коэффициентов из (3.38) получим

О' .г 4 1 0x1

x€-ili'n£(Mei<bn£(A/), /ел!5'п£(Л/)<=^'п£(Л/1 .

(3.39;

При [л: л€Л<и>. ле/Ци’*>| 
вость формулы (3.35). Если т Л1,11*,

из (3.39) получим справедли- 
то имеем л€ Л(։”‘, при п֊|л:

сз Д,П1, откуда Р'п'\\ (х) =0, при V֊ [0,1], и условие (3.35) выполнено.
Тем же путем докажем равенство (3.35) при т *- ! п: п С Л'.И(, л£Л'.и> л 1 .
Остается доказать условие (3.35) при 2*4-1 п <2М

Ясно, что 
л С Л‘Л’

Гак как п

£[{л: Д‘2'ПС(/У)^ 0} и (п: Д'” П Е(Л) = ՛< )]• 

’, то из (3.1) последует

1л: д;։?>л£(ло= 0]-> п £ (л: Д‘я2' П [С (Л', М) U G (Л/)] —- 0 .

Отсюда в обоих случаях л£Л’{1П , л^Л’։и'л‘, откуда получим (3.35).

- , где
т

п г

Легко убедиться, что при 2* 4՜ 1 'С п 2 м

I либо л £ {л: л £ Л^И|

либо п {п: п £ А ГН

I ’

откуда вытекает (3.35).
Теперь покажем, что С (/V)-> оо, когда М—сс՛, Для этого дос­

таточно доказать, что для произвольного целого числа Л/, М^>0 су 
ществует натуральное число /Уо, М, такое, что С (/V) (

5 ....

Используя соотношение 6' (М, = 0 «ожно показать, что и:

'И)| 0. но легче установить справедливость формулы (3.35) при т

пел< «•■՝>). 
О

„ д(М’ п /ч ।
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Для М, М > з выберем так, чтобы

н[С(М. О > 1֊ |£(ЛЛ|■■ 1 ■■ — ■ ■■ — ■■■ •
2

Пусть В будет множеством натуральных чисел, для которого спра­
ведливо следующее условие:

С(М. М)= и АО, где М некоторое целое число, 
/ел

Ясно, что 7^ |7: 2 й + 1 -С / С2Л'|. при 1^В.
Через Во обозначим подмножество множества В, для которого

С (М, и , А / п Д, = 0, при 7 у, 7, у £ 50. (3.40)

Введем следующие обозначения:

ПрИ Длс и △/}
«ев«

0, в остальных случаях,
(3.41)

Ясно, что

| при п £ (п: <У(ЯИ՛ Л) =£еп}

0, при п £ {л: <!'"• л’> =ея].
»

е,+ е„ = <4И- ՝■', 2’ + 1 < л < 2՝,

2՝-г1 2*+։

У е„ /п(х)4- У е’п 7.я (х)— Р{ и’л> (х), при х£[0,1].

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Нетрудно убедиться, что

2֊։ > । 0, при хс II А/
£ ея7„(д) =

Я-2Л’ ’ к(, при х £ А/ П Е (/V), I £ В..

Убедимся, что при любом 7, 7£ Во. Действительно, из условия
Во с В следует, что А*.-’ сб (Л/, .V), при 7 £ Во. Отсюда и из (2.5), 
(2.8) и (3.1) легко вытекает, что А^ П Е (Л7) , 0 и 7^Д^'| Л), при 
7 £ Въ. Следовательно, е, /. Нх) = И։ Л) /; (х) ~ о, при х (; А^*\ 7 С Дг

Учитывая, что ея ^>0, при п {п: п>1՛, Л^сзД, , 7£ и ея 7-я(х) = 0 
при х ~ Д/, п п: п 7, Дя П Д/ 0, 7 £ Вц , используя предложение 1

е, /./ (х) дх 4՜ еп /п (х) (1х >
_>л՜ £ (Л?л

(Е (/V) П А։ ), откуда к, > о.

Определим функцию /՛ (х) следующим образом:
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при х£Е (ЛГ) П Д., i(;Ba

п =;

(3.45)

Ясно, что

Е(М) = E(N)U{E(M)(\G(M, N)} Е (Ми {Е (М) П U Д<}.

Учитывая, что еп
• ея.

— 0, при п: Аяс II Д» ] и следовательно,

V ея */я (х) = const на каждом интервале Д/, i^B՝о»

то используя предложение 3, нетрудно убедиться в справедливости 
следующего соотношения:

при х^Е(М), (/V).
Так как еп > 0, то из предложения 1

Е ( И)

откуда, из условий при х £ Е (М) П U , /г(х)=0, 
•ев.

при

/6«.

С (Л/, N) =
£ ( И) л-2

г-н \Е (М} пи л,i | 
l£B,

Р IE (Л/)| Е ( Ч)Д1 А, 
/(-Я,

\Е(М}

и н

I

4

Из предложения 6 имеем

C(N) = C(M) : C(/V, М} >С(М} i Э'

Тем самым лемма 2 полностью доказана.
Пусть 2 некоторое конечное подмножество натуральных чисел, 

а (з) 2 есть множество 2, упорядоченное некоторым способом, то есть 
(3) некоторый закон, устанавливающий порядок между произволь­
ными парами элементов из 2, удовлетворяющий условиям

։) если [т, п, 2 и т -֊< п, пк, то /л-։ к,
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։i) т ч -» п € т . п< гп п> то л~тл, 
iii) если m £ 2, то т<^т.

Пусть

<€(») -

Обозначим

(з) г* (х) = sup |Sy (х)|, е (Г) = 2, 
л

где 5;(х) частные суммы полинома (;) Г(х), согласованные с упо
рядочением (?), то есть

к :/uev. j\

Замечание 1. Из определения множеств Л(.Л), Л 7^, Л*л> еле £ • >
дует, что

Если (<у) упорядочение множества (2Т 4՜ 1, 2’4֊ 2, • •, 2Л ) в 
лемме 1,

М= (п: л £(2’4-1, 2‘4у2,--, 2Л), бн^О, Д„П(7(л’>^ 0},

(Зл-)<2ЧЛХ) **- 6/Х/(х), при х£С(Х),
'е(’л) *

то легко убедиться, что М = А(։Л) и А\ откуда 2 (Ру) = 2 ((2л).

§ 4. Построение примера

Вначале докажем следующее

Предложение 8. Пусть Г = и »>/ 
I—։

/<х) = {с,, при х £ о»/, 1 < 7 < 1}

Я (*) {«<» при х£ю/, 1 </ </},

где »о, , 1 . 7 / — интервал Хаара и о>/По); = 0։ при 7 /, 1<17, / ^.1.
Тогда для произвольных положительных чисел о, /Уо существуют 
множества С, Е и полиномы

и м
(3) ()(х)=х (5>) (2У(х), Р(х) = х; РДх),

Л • /-1
обладающие свойствами

1) множества 6 и £ являются объединениями конечного числа! 
интервалов Хаара I
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2) (3>) (?, (х) < г> и (з) ф (х) < $ир ;/ (х)| Д- а, при х £ С, 
.г г

3) / (х) 4 (з) (х) = 0, при X £ С,

4) 2«27) = 2(рд >1,2,- -, м-, о (ад гр-՛ (<г) = о, при /»,

5) 8 (х) = Р (х), при X £ Е,

6) \<7п7.„ (х)|<% при хе [0,1], п£2 (РД 1, 2,- -, М, 

где с!п - коэффициент при функции 7.п (х) в полиноме Ру (х),

7) (з) 0} (х) = Р' (х) = 0, при хе г.
ЖрС ' * •

Доказательство. Не нарушая общности, можем полагать 
}1 (<՛»/)< Л/՜1 . Выберем натуральное число М так, чтобы шах |с/[Х 

1<1 .г
Для интервала «>/, 1 С I I существуют множества 

С(Л'(7, 1)), Е (/V (/, 1)) и полиномы (з<»>) ։)(х), РЧ(. п (х), кото­
рые удовлетворяют условиям лемм 1 и 2, где е = о, причем /V (/, 1) 
можно взять настолько большим, чтобы С (М (/, 1))>',я/1. Обозначим

Р' ՝х) С(Л(», 1))

С,= и в (IV а, 1)), £,= и (X, 1)). 
/=։ - /=։

Предположим, что уже построены полиномы (?, (х), Р} (х), 1 -С / <С 
пт М и множества {С/, Е։}™=.\, удовлетворяющие условиям

Г) множества С,, Е, , / = 1, 2,---, т являются объединениями 
конечного числа интервалов Хаара

и с ^1-1* П Е,■ 0; С/-։ с и Е1; Е1 Е} = 0,

при г =А/ 1 < /, /'С л»,
2') 2 «Й) = 2 (/<); / = 1, 2,---, т; 2 «2у)П 2«?<)= 0. при г^Л

3') (х) = — —при х£ С П 1 1 ^/<т, 1 < 7 </,
м

4') (з>) при х^Су,

5՜) 1с/я/.я (х)| < 3, при хе [0.1], лС2(Р,), 1 <;<т. 
фициент при функции /я(х) в полиноме Р; (х),

6 ) <2у (*■) — Ру (х) = 0, при X Г Су |С Г,
987-3

</„ — коэф-
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7') V Р, (х) = (х), при и Е/.
/-1 >։

Множество в,„ можно представить в следующем виде:

т
и при ։ ], 1</,/</т,

I =1

где 1 ։ ֊С 1т является интервалом Хаара и такой, что если

*“!”’= ($’ и • то Пё Д S(Q,),

./ (*) — const, При X 0)(</п), 

g (х) = const, при х£и>[яМ. 

Для интервала wj’n) и числа о существуют полиномы 

(0("«+1>) Q,V(/, л|-к1)(х), /\(/, m + J) (х) 

и множества С.\(1,т ц , Ел’о.т + п, удовлетворяющие условиям лемм 
и 2, причем Л^(/, т 4- 1) можно взять настолько большим, чтобы

т
Р.Х О. « + ։) (х)> шах |^(01+»пах У |Р; (01. ПРИ х € Е.у (< «♦!)• 

0 0*1 1 У”1

Выберем из каждого множества ^\т} П Е.у т + р некоторую точку х/ 
обозначим

<„ g (-»<)֊ 2 Ру(*<)
Рт | (Х) = 2 --------------- --------------  P.V (<. »l + l)(x)

/■»1 • N (i, т +1) (Xi )

(J G.\ (», т +1)> Effj+l — (J E.V (/, лп + 1) 
/—I 1-1

Используя условия лемм 1 и 2, определения числа М и интервале! 
из (4.1) легко получить, что полиномы (□/) <2/(х), Р/(х) и множе 

ства 6\ , Е։ удовлетворяют условиям Г) — 7 ) при 1-С / <т ( 1.
Предположим, что указанным способом построены полиномь 

(’<)(?/(х), Е(х), 1 М и множества (7/, Е/, 1^7^71/, удовлетво 
ряющие условиям 1') —7 ).

Обозначим
VI и

(4.
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и .и
С — П 6’ , = С и, Е ~ I) Ь.1 .

/-։ /—1

Отсюда и из Г) — 7') легко показать, что полиномы и множества н 
(4.2) удовлетворяют условиям предложения 8.

Пусть {8я}я\и1 — последовательность монотонно убывающих поло- 
л 

жительных чисел, такая, что V 8/ <՜ 1. 
1-1

Пусть / (х) = /1 (х), 8 = 8|։ а (х) - /։ (х), Г = (0, 1), тогда су­
ществуют полиномы

и и
О) <2 (*) = 2 (’<) <2. (*), Р (х) = 2 Р, (*)

1=1 1=1

и множества (7 и Е, удовлетворяющие условиям предложения 8. Обо­
значим

0<) <2<(х) = (։'») <2;" (х), Р, (г) = Р|» (х), Р(х) = Р, (х) I 
(3)0(х) = (з1) <Л(х), М = М„ (7 = Е=Е, I

(=>,) К, (х) = X, (х) + (□,) <?, (х).

Из условий предложения 8 имеем

(зх) (х) = 0, при х £ (7։,

(зх) Р1 (х) ֊ Р։ (х) 4- (я։) <2։ (х), при х£ Ех, 

(я։) /?; (х)<1 4-8, х£(7։,

2 ($0)) = 2 (/>;•>), 2 К2;”) А 2 ((?,“)= 0, при 7 л;, 1<7. 

Предположим определены полиномы
■ип

!(31) /?, (х)}* .։, Л(х) = 2 Р/Чх), (зя) (2л (х) =У (3Г)<2Г’(х) 
/>1 1—։

и множества (С։ |х=։, (£, "֊г՛ обладающие свойствами
а) каждое из множеств , Е1, /=], 2, • • •, п можно представить 

в виде объединения конечного числа попарно непересекающихся интер­
валов Хаара,

б) 6։ О Е։ =[0,1], Сц П Е1 = 0, при 1 < । < п,

6, и Е1 с С/ 1, и Ё, за (7,-1, при 1 < п,

в) (3<) (х) = 0, При ХЬ С/-2,

г) (х) = /?/ + 1 (х), при х £ Е1, 7=1, 2,- • •, п — 1,

R, (х) = 0, при х £ (л , 7 = 1, 2, • • •, п,

(х)< 3 (о/_1 4- 8/), при х £ О,՝, 7=1, 2,• • •, п.

(4-3)

(4.4)
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д) (а<л>) <2*'л)(х)<оя, при x^Gn,

е) |</‘л։ !т (х)| при -г С [0,1], лп(;2(Рп), где

d\n' — коэффициент при функции f.m (х) в полиноме Рп (х),

ж) о (Р;«>) = 2 (Q^), i 1, 2,..., Мп,

з) А\ (х) = (з„) Q', (x)iPn (х), при X Еп,

и) max {m: т£(2 (АЛ)] max (m: zn£2

к) 2 (А.) 0<J (Rj) = 0. при / > / -4-2, / =" 1> 2,- • •» п — 1.

Взяв

о - - . j, /V — ni а х

(при / = 1 полагаем Г — Gn, g (х) — Qn (х)4՜ Рп (х)

W=max (л: n^2(Qn)),

последовательно можно определить множества 

(4.5)

{б?л + ։), Еп1)}',п и по- ‘ * / -1
линомы

(4" ,1)y!’+l|W= v (4";,)Q,l71)(x)1,-=i. 2,-.-,лл

(4.6)

удовлетворяющие всем условиям предложения 8. 
Пусть

(Р/|) = '/Пр ЛИ»,’ • ЛИл|
и dmt (/= 1, 2,--’, г)—коэффициент при функции 7mi (х) в полиноме 
Рп (х). Положив

f ,ИЛ ) I
Г = с!и* ”, / (х)= dmt 7.mi (х), о =. оЛ h N max . л: n£ U 2 {Р ՛ ") . .!

I /-1 I

g(x)=Qn(x) up,(x)-V PJ"+։>(x), 
I -1

можно указать множества G ։\ Е + и полиномы •* т । г /П|

(4.7)
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11 ГТ.

(х)
.(4.8)

1-1

удовлетворяющие всем
Предположим, что 

и полиномы

условиям предложения 8.
уже построены множества Ст

.И

(х)
I»

(4.9)
"9 / I

И

м т

Взяв
(л), О = 0я+|,

. I
в(х) =<2Л(х) + Р„(х)-2 Р<"+1>(х)֊2 Р^+"(х), 

/=1 /-1
(4.10}

М = так (п: п £2 (Рт^ ’> (х))),

согласно предложению 8 существуют множества ^т՞^' и по՜ 

липомы

л'т1 + 1

՛ <Ч+1Ь О (Л4-1) 
т1 -1 ' ш/+1

и
(4.11)

удовлетворяющие условиям предложения 8.
Пусть указанным способом для каждой функции ^՝т] (*)» / 

^1,2, • • - ,г, построены множества 6т՝*՝ 11 и полиномы Рт( ՝ ' (х),

(л). Далее, пусть 

(,„) О՛"1 (х) = V а„, /„(х), Р1”(х)=1
4"’) 2 ( т€2 (₽։л>)

Учитывая равенство 2 ((?<1я,)== * (^”*)> обозначим

(4.12)



2% Г М. Мушегян
9

я (
(3л+։)/гя+։(х)= 2 ( V ((ат + с111։)7.т(х) ֊Н^1») <2’„;я + ” (*)]+- 

'“։ те ( 4Я))

4 С? + 1,Ю!л ” (х) , (4.13)

Ил Г
/ ' П <"*,Л ‘ А А Г' <',и|   л? <Л +1>Ол+1 = П О/ ПА Ош. = О П1

I -I /=1
„ (4Л4)■ ' Л г

£,н-и£!'*1|ииЙ{'*11 
/е=1 '

Пусть
Мп Г

((0<.+1>) (х»; “ + 1 , где К.: = 2 М'Г" + V Л€,4 (4.15)
/-1 *-1

есть некоторая нумерация следующего множества полиномов:

л='<՞;")о:՞,"(х)|; (о',.';;11)с?™1;;,”(х); 1</<л/л; 1 «у-< л/г+1),

л = 1, 2,---, г; / = 1, м;|. (4.16)
Далее, пусть

(Р1"+|) (*)1;и=т‘ ап»

будет нумерацией множества

{Л՝л'(х); Р™*,՞ (”(х), 1</< М՝,՞' ”, 1< к < г, 1 < / < Мк}

(4.18)

такой, что при фиксированном /, / (или к, I) полиномы

(#*”) о։՞,1’ и (х) (или («х*") ^л11 (х), а,.,. ((х»

в (4.15) и (4.17) имеют одинаковые номера.
Положим

л’л+1 ип
(=» |) (2л |(х)= у ”(х); Р„ц(х)=2 А"+1> (х). (4.19)

<“1 /=■!

Используя условия 2), 3) предложения 8 из д), е) и из (4.7) —(4.12), 
а также из определения полиномов (а*я + ։)) (2(|/’41^(х), легко получить, 
что

(зЛ+։) /?Л + 1 (х) = 0, при х£ Сл + |,

(Зл + 1) (х) < 3 (оя 4- 0л+։), при х£ Сл+1.

Ясно, что 

и) । ։ (х) = (ал) <2Л (х) 4֊ Рл (х) -|-(5л + 1 (х), при х£[0,1]. (4.20 
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Так как ։ (х) = 0. при хГ Сп, то из з)
(зя < ։) /?я + ։ (х) = (зя) Еп (х), при х С Еп.

Докажем, что

(°Л+|) /?л+1 (х) — (зя+|) ^2л41 (х) 4՜ РЛ+1 (х), при х£ Еп + \-

Из (4.20) следует, что достаточно установить следующее равенстно: 

(3Л) (?я(х)+ Р1(х)= Ря+1(х), при х^£я + 1. (4.21)

Рассмотрим множество Е^՜^, 1•**€• Мл. Так как

СГ + ։> ПЕП ։)= 0, С’я + 1,=> вт<п+", при /0< /<М>, 1<4 Г.I 0 ’О • • • £

то из определения множества Г, используя условия 7) и 5) предло­
жения 8, при х£ Е\՞ ։) имеем

Тем же способом легко установить равенство (4.21) при х^Е-я^*'. 
Из определения числа N в (4.5), (4.7) (4.10) следует

max {m: т £ 2 (£я+։)} = max |т: т £ 2 (Qn + i) j | (4 92)
min |/n: m £ 2 (Qn+1)| max m: m £ 2 (7?я)| I ’

Если теперь тем же путем определим полином £я+з (х), то из М.22) 
получим

2 (/?Л)П2(/?Л+2) = 0.

Условия а), б), в), д), ж) при 1 <1 г п 4՜ 1 легко проверить. Пред­
положим, что указанным путем построены множества {(7/, £;}, । и 
полиномы |(зя) Еп (х))7=ь для которых имеют место условия а), б)« 
в), г), к). Положим

к ;
(32*) (х);

k «о

(32i + I) (х), (4.23)

G = П Gn, Е— U Еп- 
п =1 /1 = 1

Из условий б), в), г) следует равномерная сходимость к н улю на а 
обоих рядов в (4.23), откуда £ (х) = Г(х) = 0, при х £ С. Рассмот­
рим множество Еп„ п0 1. Из условия б) имеем

E«.cz Gn.-icz Gn.֊2 cz • • • с G’o, ЕЯв П Gt = 0, при i > n0.
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Из в) и г) следует

п,,

(3*«) Епп (х) — (3 «.,+ ։) /?л» • (х), при х£ Еп„

откуда вытекает конечность функций £ (х) и Т (х) на ЕГ1.} а также,
что

£(х) Т (х), при х £ Еп„ следовательно, и при х ~ Е.

Остается доказать равенство £ (х) — 7 (х) на множестве [0,1 ] \(СI)Е). 
Вначале убедимся, что

[0,1]<= [0,1].

Действительно, пусть х0(- П 6’„։, тогда существует наименьшее чис­

ло т, для которого х0 (• 6т. Отсюда

т и л. 
п =1

Пусть 
вий:

х0€Си£‘. Iогда имеет место одно из следующих трех уело-

п с„, 
л«=0

х0|- л,

I! и Еп,
л-О

III ։ ։ > 
п=0

п*

За метим, что поскольку

при п — 1, 2, • • •

л

Здесь мы предполагаем, что либо 0. В противном
ство можно провести с небольшими изменениями приведенного.

случае доказзтель
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Когда выполняется I, то х0 является внутренней точкой множества 
вп, п = О, 1, 2,---. Действительно, при л — 0 утверждение справед­
ливо. Предположим оно имеет место, при л = О, !,*••» т. Тогда х0 
является внутренней точкой множества Ст 1 II Е,п + 1= (3„. Учитывая 
соотношение х0 Ет, из а) легко получить существование интервалов 
(а„, х0) и (х0, рЛ), лли которых имеет место условие

(7Л , ^0)С (Хо, 6п, Л--0, 1, 2, • • •.

Отсюда и из г) (4.23), (4.24) будем иметь Т (х0) - -7, (хо) = 0.
Если имеет место II, то нетрудно убедиться, что существует 

единственное число т, для которого х0££,я. Можно найти интервал 
(1, р)^^, один конец которого совпадает с точкой х0. Пусть для- 
определенности х0 = а. Тогда из х0 £ (£, следует существование ин­
тервала (*[л, х0)а.Сп. Отсюда и из (4.24) б), в), г) получим

При х0 = 3 рассуждения можно провести аналогично.
Пусть теперь имеет место III. Пусть х9£Ёт, если х0 является 

внутренней точкой множества Ет, то равенство Т (х0) = £ (Хо) сле­
дует из г) и из того, что ЕП1 П Еп — 0 при т=£п. Когда х0 не яв­
ляется внутренней точкой множества Ет, то существует единственное 
число л, п=/=т1 для которого х0££\. Отсюда нетрудно видеть, что 
Т (х0) = £ (х0).

Тем самым установлено, что ряды в (4.23) всюду сходятся к 
одной и той же конечной функции.

Если коэффициент при функции /я (х) в полиноме (зж) Ет (х) 
обозначим через то из конструкции нетрудно нидеть, что

14։ (х)1 ''/п + *л + 1> откуда а(/л)= ои тем самым наше
\И п / 

утверждение полностью доказано.

Институт математики 
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Հ. 1Г. 1Г11 |»ьհՎՅԱՆ. ճաար|ւ ս|ւււ1ոԼմու| աեղաւ|ւո|Սւ|ւսծ անւ|ամնԼրու| ամենուր!« Г զու<|ամԼսւ 
շսւր11.րի ց ո г Л ա կ ի ց Г» Լ г |> մասին (ամփոփում)

1հ}ի»ատանրում րերվում են Հաարի սիստեմով իրար Կետ չ^ամրնկնոգ շ ա ր ր Լ ր ի օրինակ- 
ՆԼՈ> որոնց գոր ծ ա կիցն երր ձգտում են զերոյի և անգամների որոշ, իրարից տարրեր գասավո- 
րուիչան գեսյ րամ ամենուրեր գու գամիտում են միևնույն ֆուն կցիայինւ
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H M. MOUSHEGHIAN. On the coefficient» of the serie» by Haar systems 
with displaced terms (summary)

The paper gives an example of a pair of noncoinciding series by Haar systems 
with coefficients tending to zero and having the property that propper rearrange­
ments of their terms result in the everywhere convergence to the same function.
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