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Введение

Рассмотрим конфигурационную непрерывную систему одинако­
вых частиц, находящихся в некоторой ограниченной области (сосуде) 
А с R' ^-мерного пространства и взаимодействующих с помощью пар­
ного потенциала и (х),’х£ R1 \(0). Пространством состояний такой си­
стемы служит пространство С (А) всех конечных подмножеств (конфи­
гураций) сосуда А с некоторой, естественно определенной в С (А), 
з-алгеброй А (А) и лебеговой мерой с элементом (1с (подробнее см. в 
|3]). Аналогично этому через С (R') мы будем обозначать простран­
ство всех конечных конфигураций с с. R ' с з-алгеброй А (/?’) и лебе­
говой мерой с элементом вс такими, что их сужения на пространство 
С (А) с С (R՝), где А с: R՝—произвольный ограниченный сосуд, сов­
падают с з-алгеброй А (А) и лебеговой мерой на С(А). Распределе­
ние вероятностей на С(Л), задаваемое плотностью относительно ле­
беговой меры на С (Л)

г (с) -
гХ(с) е-ЗЖО

(0.1)

называется распределением Гиббса. Здесь А (с)— число точек в кон 
фигурации с, Н (с)— энергия этой конфигурации, задаваемая фор 
мулой

77 (с) = — у), (0.2)

г (активность) и & (обратная температура) — некоторые положитель­
ные параметры и, наконец, нормирующий множитель (статистическая 
сумма) Н (А, р, г) равен

ժշ. (0.3)

Как известно, при довольно общих предположениях относительно по­
тенциала и и расширяющейся последовательности сосудов Ага А, с 
с Аа с. ... верна следующая асимптотика (теорема Ван-Хова или тео­
рема Ли и Янга)
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In - — с0 |Л*| -j- о (|ЛА|), к —* со, (0-4)

где с0— г) константа, зависящая от параметров г, 3 и по­
тенциала и, а |Л*|— ^-мерный объем сосуда Л>, к = 1, 2,--..

В предлагаемой работе, вводя некоторые дополнительные пред­
положения о потенциале взаимодействия, а также о границе сосуда 
Л, мы получаем при малых значениях параметра г—дальнейшие чле­
ны в асимптотике (0.4). В статье [2] точно описан класс потенциалов 
У (х), х(;/?*\{0}, для которых верны приводимые ниже теоремы. 
Этот класс состоит, грубо говоря, из функций С! (л), х(;^'Х{0|, 
к + 1-раз дифференцируемых, к = 0, 1,2,-- , при всех х=^0, достаточ­
но быстро убывающих на бесконечности вместе со своими производ­
ными

ЯН и£/)(х) = ֊° и - +

где 5 = (£(|),••• — некоторая прямоугольная система координат в
V

R*у а =: (ар- - •, аД— мультииндекс, |з| = V а/, и принимающих в неко- 
/—1

торой окрестности нуля достаточно большие положительные значения 
и при том так, что для любого му льтинндекса о, |о| к + 1 выпол­
няется оценка

\(D* £7)(х)|<С|6Чх)р, |х1></, </>0, (0.5)

где </, С и 7 — некоторые константы (вообще говоря, зависящие ст А).
Перейдем теперь к описанию рассматриваемого нами класса со­

судов. Обозначим через Г= Г (Л) границу выпуклого ограниченного 
сосуда которую мы будем предполагать к-]- 2-гладким, к—0,1,2,- •• 
•••, V—1-мерным подмногообразием в R . Для любой точки х£Г (Л) 
через Ту (х) обозначим касательную гиперплоскость к I в точке х и 
выберем затем прямоугольную систему координат (։",•••, , т,) в
R4 с началом в точке х так, что ось т( направлена по внутренней 
нормали к поверхности Г в точке х, а оси лежат в ги­
перплоскости Т\ (х) и и< направления совпадают с направлениями 
главных кривизн поверхности Г в точке х. Далее, полагая

7|)гг(Е, •/}), обозначим через (х|)/(х), / = 1»* 1>х£Г главные
кривизны поверхности Г в точке х и через Эг (х)с Гг (х)—множество

Dr (х) = {; £ Г, (х): R|<M> (0.6)

где < = inf {[2 max (*г)с (х)|՜’ ) и |с| - эвклидова норма вектора 
4^1’

с С R’՜*1. Пусть Ег (х) — связная компонентна множества {($, лК Г: 
с £ Dr (х)), содержащая точку х С Г. Очевидно, для любого х £ Г, Е (х) 
задается уравнением
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Л — /г. х (*), - € Dr (х), (0.7)

где д х 4֊ 2-глад кая функция на D.՝ (х) со следующим разложением
в ряд Тейлора по ч

/г. х(’) = S аг. $ (х) c5-h гг, (:> х), (0-8)

где $։ = (sp ■ • •, s»- i) — мультииндекс,

(0)аг.։«=/Ь7Г2 <°-9>

и использованы обозначения:

fv .•
։* =П (0)=^й-------:,

<-1 П д (:<'>)’'
;=0 

i-1

w-| v-1

|s| = У si и s! = П si!, 
1 1

наконец, остаточный член гг. * + 2(», х) допускает оценку, равномерную 
по х £ Г

|гг.*+2(;, x)|<Fr(v, W+2> (0.Ю)

где |;|— эвклидова норма вектора и

7г (л &) = (v— l)*f2 sup {sup |/<‘> (^)П- (0.Н)
х€1 ՝ E6Op(x).|s| =>+:

Введем для любого выпуклого ограниченного сосуда А с величину 
£, (Л) _ |Л|1(*, называемую средним линейным размером сосуда Л, и, { 
дополнительно предполагая границу 1՝ (Л) к -|-2*гладкой, положим

sup 
лег

max (аг, (х )(£, (Л))!՛!-։, |s| О ֊Ы; F\ (v, £)(/-,(Л))л + 1|

(0.12)

Заметим, что для двух гомотетичные сосудов А и А (т. е. получаю­
щихся один из другого линейным растяжением или сжатием относи-

тельно некоторого центра) величины Л(А) и Л (А) совпадают.
Пусть V*, а 0, &=0, 1, 2, ••• —класс выпуклых ограниченных 

сосудов Ас/?’ с к 4- 2-гладкой границей 1\ удовлетворяющих усло­
вию

7* (А) а.
Из вытекает следующая оценка для

(0.13)

величины ог = оГ(Л):

4а
(0.14)
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Действительно, если 
членах в разложении 
(0.13) следует, что

заметить, что коэффициенты при квадратичных 
(0.8) равны половинам кривизн, то из (0.12) и

(*г)/ (х) 2а (£, (Л))֊‘ , 1,.

откуда и вытекает (0.14).
Функционал Ф (Л), определенный на совокупности всех ограни­

ченных сосудов А с R' (или на некоторой части этой совокупности, 
инвариантной относительно гомотетичных преобразований R՝) мы на­
зовем к — однородным, А-вещественное число, если при любых А и

Ф (£>(А)) = )*ф(АЬ

где £л: х—»к»— гомотетия R՛ с коэффициентом >.
Обозначим через Z’՜1 полугруппу (относительно покоординат­

ного сложения всех мультииндексов (sn*-՛, s,֊i), а через ЭЯ = 
— ЭЯ (Z՜1) — совокупность всех неотрицательных целочисленных фи­
нитных функций, определенных на Z^՜1, и для любого Zcz Z’՜1 поло­
жим ЭЯ (Z) = |т £ ЭЯ: sup pm ^.Z . Пусть, далее, Z< s^Z'j1: 2 < |s|-<
< -|- 11 и, наконец,

лп£ЭЯ (Z»):

Теорема 1. Пусть потенциал V удовлетворяет указанным 
выше услови ям и активность г достаточно мала. Тогда для лю­
бого сосуда А из класса V*, 1 величина 1п - (А։ 3» г) имеет
следующее разложение՝.

1пЕ(Л, х) = с<1(г/)|Л| +
к

а (Л; Ufi, z) + /?.(A; U, р, г), (0.15)

где с0(П) = с0 (И, 3, г)--та же константа, что и в (0.4), а вели­
чины сг(Л; и, 3, г), 7 = 1,---, к являются соответственно [-од­
нородными функционалами от А и имеют вид:
в случае 1 / ֊С » — 1

с»(А; U, 3. z) =
1

v — I
(-1)" V
"! rnt'wyk)

< П (х),

(х)Г (5) (х), (0.16)

где |ш| = 2 т (5), п (х) — внешняя единичная нормаль в точке х £ Г,

— скалярное произведение в R', элемент • 1 лгерной
площади Г {индуцированный вложением Г с R ), а явный вид коэф 



242 С. К- Погосян

фициентов у'п * (х) = т (х; и, р, х), у — О, !»•••, I — 1, т £ ЭХ/ (2*) 
будет указан ниже: 
в случае I — *

с. (Л; и, ?, ։) = 1п (£. (Л)) V У֊֊՞* 
/=0п«1 п‘

х> Ял.т (х> (п (аг. 5 
$

(х))"*(п) </з (х), (0.17)

а величина Як (Л, И) допускает оценку

(Л. и)\ <
О, (£. (Л))’֊»֊'
О. 1п (4. (Л))

Оз

при 
при 
при

(0.18)

где В, = О, (У, 3, х, а), г = 1, 2, 3 — положительные константы за­
висящие от потенциала И 

Отметим, однако, что в
циала и* коэ ициенты

и параметров г, а.
случае эвклидова-инвариантного потен- 

т (х) не зависят от х £ Г, и поэтому вы­1 1

1 •

ражения для С! (Л, И), I = 1,- • к можно упростить по сравнению с 
общим случаем. Для примера приведем выражения для сх (Л, (У) и 
с. (Л,

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы, 
и потенциал 1У дополнительно обладает свойством эвклидовой 
инвариантности. Тогда величины сх (А; [У, 3, х) и с2 (А; [У, 3, г) в
(0.15) примут вид

сх(Л; V, ?, х) = </1 (П, х)5(Г(Л)), (0.19)

с, (Л; И, ₽, х) =

—?, г) М(Г (Л)) 4- </'(£/, ?,г) ЛОГ (А))], 
V —2

֊■</,((/, ₽, г)М(Г(Л)) 1п|Л|,

(0.20)

где </р б, и б, — константы, зависящие от потенциала 1У и пара­
метров^ и с, 5 (Г (А)) — площадь поверхности Г (Л), а величины М

и М равны

Л/(Г(А)) = (х), (0.21)

М(Г(Л)) =

То есть и (х) и (1*1).

с/з (х). (0.22)
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Аналогичные разложения верны и н решетчатом случае. (Подроб­
нее это составит содержание отдельной публикации). Заметим, что в 
решетчатом случае второй член асимптотики был явно вычислен Доб- 
рушиным [5] и независимо получен в недавней работе Фишера и Ка- 
гиналпа [6].

Наметим теперь вкратце основную линию наших построений. В 
§ 1 мы выделим некоторый класс функций ф (с), с£С(£), называе­
мых нами кластерными, и рассмотрим его важный подкласс, состоя­
щий из функций, названных нами кластерно-гладкими. Мы покажим 
(теорема 4), что для таких функций и любого ограниченного сосуда 
А существует интеграл

'? (с) с/с (0.23)

и, в случае сосуда с достаточно гладкой границей, этот интеграл 
имеет асимпотическое разложение вида (0.15) с коэффициентами 
Яп т (х)> зависящими от ф. Далее, как показано в работе |2], при 
указанных выше предположениях относительно потенциала взаимодей­
ствия 1/ и малых значениях активности г найдется такая измеримая 
функция фг.з(с), с£С (R ), называемая функцией Урселла, которая 
является кластерно-гладкой и такой, что для любого ограниченного 
сосуда Ас/?

1п Н (А, ?, г) -= (А, у). (0.241

Тем самым теорема 1 окажется следствием теоремы 4.
Далее, в § 2 мы приведем упрощения соответствующих коэффи­

циентов разложения для величины (?(А, ф) при условии эвклидовой 
инвариантности функции ф (теорема 5) и получим отсюда теорему 2. 
В заключение заметим, что существует следующее представление для 
интеграла ф(А, у)*:

которое легко следует

О (А,

из тождества

(0.25)

/ (с! и с2) с/с , (0.26)

[3]). В дальнейшем мы будем также

С (А)

часто пользоваться формулой

I Ф (С1 и сг) ~ |
с<л> С(Л) С(Л,(ГЛР

(0.27)

Впредь, для удобства мы будем писать хА/с вместо хф’с.

? (с) </с,
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где Л։, Л.? с /? —произвольные сосуды, удовлетворяющие условию 
Л, Л Л5 = 0. (Эта формула следует из определения меры <Ус).

§ 1. Кластерно-гладкие ункцни н разложение
Q(A, j) для этих ункцни

Для любого вектора через "л (с) обозначим сдвиг конфи­
гурации с £ С (R՝) на вектор з: т (с) — [хф з: х £ с}. Функцию ф (с), 

назовем трансляционно-инвариантной, если для любых с 
(R'') и з^Я' выполняется равенство ф (*՝ (с)) =’Ь (с). Введем обо­

значения: через сгС'(л’), где С' (R) -- С (/?‘ )\{ 0}, обозна­
чим совокупность всех цепей (цепью мы называем совокупность не­
ориентированных ребер, соединяющих последовательно все точки (вер­
шины) данного множества) с
7 € — множество ребер цепи
с концами и х։. Заметим

множеством вершин с, через Р (7), 
7 и через |хп х2], хп х2 £ с — ребро 
попутно, что число элементов мно-

жества равно /V (с)!
2

Далее, пусть М¥ есть класс всех неот­

рицательных, ограниченных и суммируемых функций на неотрицетель- 
ной вещественной полуоси [0, оо). Для любого положительного числа 
р через Л/., обозначим класс функций / на R՛, определяемых по фор­

муле: / (х) -=/(|х|)(14- |х|) р, х^', и
= 1, 2,*-- обозначим подмножество

через NJ, cz Мр , i

q (х) dx , sup q (х) < 2՜' ’ 
i гея* J

Лемма 1. Пусть q £ N^, тогда уравнение

\f (у) q (х—у) dy = f (х) - q (х) 
V
A?’

(1.1)

имеет единственное решение / = Уу, причем Уу Мр и

(1.2)
/?• /г

Доказательство леммы дано в приложении. Заметим, что если
<7 € М", то определены функции Ук у £ М;, к !»•••, п, причем

/Г

1—к\у (х) dx к -- 1, • • •, п.

R՝

Для любой функции д £ Л/и любого положительного числа А 
обозначим через Ь'1 я класс функций 'р (с), с £ С’(£’)» удовлетворяю­
щих оценке
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1Ф (с)| -< А
т6«7 I-г.. ДГ»1С-Р(т)

9 (*։-х2), сбС'(Я'). (1.3)

Функцию (с), с^С (А՝) назовем кластерной, если она принадлежит 
классу Ц А при некоторых Л>0, р>у и

Лемма 2. Пусть 6 £ Ц' д, где ч 14’, тогда для любого (ог­
раниченного или неограниченного) сосуда \ а R интеграл

«\(с> =-■ ? (си с) </с, С (R)
с (Л)

(1.4)

сходится и £ Ь?■ д։, где константа Аг равна

/Г

(1.5)

Доказательство леммы 2 состоит в дословном повторении рас 
суждений доказательства теоремы 2 из [2|. Сформулируем ряд след­
ствий. Для любого сосуда Ас А՝4 введем оператор Н\, определенный 
на множестве Ь/ А класте рных функций таких, что и действую­
щий по формуле

(Н\ <*) (с) = шл (с), с £ С' (R ). (1.6)

Следствие 1. Пусть ՛? € С' д, где тогда при любом
л А'

С ф (X и С) </(. < л (1.7»
3 Л(с)+1

с (/г՝)

где константа А1 определена в (1.5).
Следствие 2. Пусть где ч тогда для любого

ограниченного сосуда Ас R интеграл (? (А, Ф) сходится и удовлет­
воряет оценке

|<2(Л, +)|<А, |Л|, (1.8)

где константа Дх введена в (1.5).
Следствие 3. Пусть 6 С Ц Лп где п-натуральное чис­

ло, тогда для произвольных сосудов Л։, Л«, • • •, Ач с А функция 
Н\п принадлежит классу и , где константа Ап

имеет вид

(1.9)

Заметим, что при п — 1 мы цриходим к утверждению леммы 2, а да 
лее следует применить математическую индукцию.
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Следствие. 4. Пусть Ф £ Л։, где п-натуральное
число, тогда для произвольных сосудов Ад,«««, Ля с А1 и любой точ­
ки х £ /?՝ имеет место оценка

• •• |'Ь|) (х11с) </с< Ля+1 Хя + ։ (г), (1.1)

с£1$х (Н* 0 Я
где 3' (г) =/? \5Л (г), Л.г (г) — шар радиуса г>0 с центром в точке 
х, А+1 — константа, введенная в (1.9), а функция Хя + ։ (г), г 0, л = 
= 0, 1, 2, • • • равна

>-.(<■)= (’ (1'«*'Ч)(у)</у. (1.11)

Аналогично, если ՛> 6 13' . и то для любого х н R*Я • л • г

|<ь (х и с)| </с < А Ц (г). (1-10 )

ГП^,. (г)* /

Доказательство. Пользуясь следствием 3 и формулой (0.27),
получаем

• •. //л,|р|) (xUc) de = J dcx X 

C- (S* (г))
/■>
| (H, n.՝ ■ •. Z/a,|?|)(x U Cj U c2) dc2

C <5r(r)) <:՛ (< (O)

(HSx(r) (H\n. •

• • •. H|-b|) x U c) dc =

C(S* (H)

(7V(c)4-1)-։(//5x(o//aw. •

a t

Замечание 1. Если функция L;/ А трансляционно-инвариант­
на и q NJ։, то интеграл

си( ?) = с0 (х,
Г '■> (xjc) de
J Л/(с) + 1

(1.12)

не зависит от точки х£ R .
Обозначим через V(Л) приграничную полосу в сосуде Л шири­

ны 1: И(Л) == Л; р (х, Л') << 1), где А'= Л, а р (х, А') — 
inf [х — у\ — расстояние точки х до границы Г
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I. _■ — - —   ,,, „ 

Теорема 3. Пусть функция 1де И1, и р>2* 4-1 —
трансляционно-инвариантна. Тогда для любого 
ценного сосуда А с R имеет место равенство

выпуклого ограни-

О (Л, Ф) = с0 (р) |Л| -Р R (Л), (1.13)

где с0 (Я определяется формулой (1.12), а слагаемое R (Л) допу- 
скает оценку

|/?(Л)|<К|^(Л)|, 

где К~К{у, — констант а.
Доказательство. В силу (0.25) и замечания 1 имеем

А /?' Л спА

где через R (Л) обозначено второе слагаемое. Отсюда, пользуясь 
(1.10 ) и монотонностью функции Х1 (г), получаем, что

|7? (Л)| < Л, С А, (р (х, Л')) <7х+Д, 1՜ А, (р (х. Л )) </х <

УЧА) А\У(Л)

лл(0)-|У(л)1+А

А\И(А)

(о (х, Л')) (1х. (1.14)

Пусть, далее, 5Х (р (х, А')) с R — шар радиуса р (х, Л ) с цент­
ром в точке х, тогда, как легко видеть, при любых х£Л\|/(Л) и у 
£ И(Л)п5г(р(х, А')) имеет место неравенство

>1 (р (х, Л')) < гл (р (х, у».

откуда вытекает, что для любого х£А\1/(Л)

\(р(х, А'))<|И(Л)п5л (Р (X, А'))|“։ >.1(?(х,.у))^л
И(л)

<ад;։ Х։ (р (х, у)) бу,
^(Л)

где ш. — объем шара в R' радиуса 1/2. Отсюда для второго слагае­
мого в (1.14) получаем оценку

С Х։(р(х, I бу I >֊։ (р (х, у)) бх < ад;1 |1/(Л)|
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Последний интеграл н (1.15) сходится, в силу условия теоремы 
2у4- ]. Таким образом, из (1.14) и (1.15) следует, что

|/? (Л)| </С И(А)|,
где /1 к

K-K(q, А)-А, [л» (0)4- W7։ I ММ) dx у 

R4
Теорема доказана.

Оказывается, что при дополнительных предположениях относи­
тельно функции j и сосуда А можно уточнить вид остаточного члена 
R ( \) в формуле (1.13). Для этого заметим, что на множестве 
Сл (А՜ ), /V =1, 2,- • (/V-точечных конфигураций в R") можно ввести 
топологию, а также структуру бесконечно-дифференцируемого *ХАА- 
мерного многообразия. Рассмотрим с этой целью какую-нибудь орто­
гональную систему координат в R' — (?/}, • • •, £( ') и построим с ее по­
мощью систему координат 7=1,-Л7; а = !,•••,*! в (А՝)л 
(Мая декартовая степень /?'’), где £|а), а = I,-*-, v—координаты ком­
поненты х, R' в наборе (xj,-• •, х v) А (R՝ )л . Пусть ((/?)л)'с 
а [R ) v совокупность наборов (x։,---,xv), состоящих из различных 
точек: х, х, при Тогда каноническое отображение ((А')л)' > 
— Сл (А՝), действующее по формуле (х։, • • •, хд.)—- [xjp՛ = с, позво­
ляет ввести систему координат в достаточно малой окрестности О (с0) 
любой конфигурации с0£Сл (R ). А именно, пусть О (coj столь мала, 
что ее полный прообраз (О(с0) состоит ровно из /V! связных
компонент, и пусть G —одна из них. Обозначим через ограничение 
отображения я на (7. Очевидно, — взаимно-однозначное отображе­
ние, в силу чего существует обратное к՜’: О (с0) —• G с ((£ч)хЛ )', 
порождающее систему координат я = !,•••, х(;с) в окрест-
ности О (с0) по формуле

(<•> = (с) = ֊ (;<”)о,
где

(V/>, • ■ ^<’>) - (т^1 (с))/ = х, а ((В<‘>)в, (Ч’Оо)=("о։(со)Ь

7=1, /V.
Далее для любой ^-гладкой, к 0, !,••• функции (с), с^Сл(А’) и 
произвольной, определенной на конфигурации с0£Сл {R ), функции 
лп тс. = |/и(1) (х)^2: : а V; х^сл), определим величину

(D^) (СО) =-֊ ------ ------ =----------
П д (.,<?’ Г՝՞’«'»

-г = (г/в>) а = 1,.•X ՝ • А ' v • ’ v; х£с0 (1.16)

где ('^’/^о; а= 1, v; x£coj координаты точки Сл (А¥) в ло­

кальной системе координат, a |m|=2 (х). Функцию + (с),
О. V
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(/?*) назовем ^-гладкой, к — 0, если ^-гладкими ее суже­
ния на подпространства Сл (R) для всех И 1, 2, • •, а величину 
(£>"’* ф)(с), с£С'(/?4), положим равной фУ( )(с), где \ суже- у* г * • » ю •
ние функции ф на подпространство Для любых чисел к,
к = 0, Д>0 и любой функции д^М~ через М , обо-” г * R • </« д
значим класс /^-гладких функций ф (с), с£С' (R '), все 
водные /)'” ф, |т| к которых принадлежат классу 
ф (с), с£С (R՛) назовем кластерно-^-гладкой, если 
которых д^ЬП. Д>0 и & —0, !»•••.

частные произ- 
Ч.л* Функцию

1€Ц.И при не-

Лемма 3. Пусть Ф6Ц.,.Л,, где g Ç N*. и .пусть Лр -, 
произвольные сосуды в R', тогда 1) функция H՝,.--. H „ j при
надлежит классу L£ л , 2) для любой точки xor R и г >0 имеет

место оценка

| (Н.п ))(*■■ U с)| de < An+i >.я (г) (1.17)

при |ли| к и пт(а) (х0) — 0, 7 = 1,--., х, где смысл обозначении тот 
же, что и в (1.10).

Утверждения этой леммы непосредственно вытекают из следст­
вий 3 и 4.

Введем обозначения: (х)я -- (хг, • • •, )”, (;)я
(т,)я = (7]1։-• •, 7]я)^(/?1)л и (х)я = ((;)я, (^)я), где х< = (Ь, 

7^/), / — п. Кроме того, для любого единичного вектора
положим

/?1=(х £/?’:<>, и><0| и œy (c)=(HR, ф)(с), c^C'(Æ'). 
V

При доказательстве теоремы 4 нам понадобится также следую­
щая лемма

Лемма 4. Пусть ;0 = 0, с1։• • •, :я £ R՝՛՜՝, п=1, 2,• • •, (к l)(v • 
4-2, а г = (гр- ••, гп)— произвольный мультииндекс такой, что 
|ri<4 4-l. Тогда при р > » + (к 4՜ I)2 {к -И 2)(>* 4֊ 2) имеет место 
оценка

С п

</?՝-»)« /=|<
где A4 = Kj (к) 0 — константа, а величина А,я.л((с)я) равна

я rS-mt{s)

к.., ((£).)= 2 П П - ----Г
+1' <=1 /71‘՜

/и,+
где ли! = П т, (s)L

56^*.՜’

(1.19)
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Доказательство. Как легко видеть

|,и/|

П (1 </(£)..<
1

mi !
(/?՝ -I) л

Л

П (1+|« - Uil)՜* X
1

С другой стороны

п |E,|(‘*1Xr'+llrf(E) 

1
(1.20>

п п
п

n i-J

Следовательно

О?*“1)'»

1Ы

■. /i*0:
n (*■» ։)(r, • i)

МН l)Cri ♦ 1>

п

н

п п

[п (4г + 1)(г, +1)]! i

(/?—■)«+ /f=n I)

X n (1+15,(l+|;|)-<r«y<co

для всех n = l, (k 4- l)(v 4-2), откуда с учетом (1.20) следует
оценка (1.18). Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть Лс/?*—сосуд класса ХИ, 1 к v оф— 
трансляционно- инвариантная, кластерно-к 4-1-м едкая функция из 
класса Ц + где р > v -f (£-|-l)։ (к 4֊ 2)(v -|֊2), а q ЬР такая, 
что ее верхняя грань sup q (х) достаточно мала. Тогда величина 

x€flv
С?(-^> ф) имеет следующее разложение 

k
<2(Л. Н — с։(4>)|Л1+У Ct (Л, 1)4- Rk (Л, и. (1.21)

In 1

?дс с0(:>) определено в (1.12), величины ci 1.А, ф) равны: при 1 ■ v—1
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1 р
С((Л, •!>)=—֊2 2 - 2 <л(х|,ж>г; „Сг, и х

”• яе®,»»»гГЧ
|л1|—/-г л

х(п (аг.з(х)) "<'> б/з (х), (1.22)

при I = V

где гг (х) —внешняя единичная нормаль к Г (Л) в точке х

шл<л))(х, (;)«» (0)„) К«, г((с)п) с/ (»)л (1-24)

и, наконец, величина В* (А, Ф) допускает оценку

( В10 (у, Ао, а)(£л (А))’՜ *~։ если к < * — 1
(А, Ф)| < Вп (д։ Яо а) ]п £, (Л) если к — » — 1 (125)

I В12 (у, Ап, а) если к = \

где Вг0, Ви, В12 — положительные константы.
Замечание 1. Величины п (х; У, р, г), участвующие в (0.16)

и (0.17), равны: §'я т (х; и, ?, х) = £' т (х, К ,), где К з — функция
Урселла, соответствующая потенциалу и (см. введение).

Прежде чем приступить к доказательству самой теоремы сфор­
мулируем и покажем несколько вспомогательных лемм. В силу тран­
сляционной инвариантности, впредь, не ограничивая общности, будем 
считать, что А содержит начало координат пространства А , Рассмот­
рим семейство сосудов |Л£ = £\ Л։: Л^>1|, где Ек гомотетия про­

странства с коэффициентом Л, а Ах = £(4дл)г1 А.
Лемма 5. В условиях теоремы 4 производная интеграла

(2 (Ад, Ф) по Л имеет вид

—9(Лд, Ф)=£-‘ I <п (х), х>шд (х) ^(х), (1-2Ь)
</А V

О,
>де п(х)- внешняя единичная нормаль к границе Г (Л) сосуда Л, 

а и>4 = шА£.
Доказательство. Пусть Хи-Лд+А1\Ль Д/.>0, тогда из 

(0.27) получим, что
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л՜
(1.27)

где R = (с) de. Но, как легко видеть

( П (*к!

R о (ДА), при ДА֊* 0. (1.28)

Действительно, в силу леммы 2

( И</)(х1 х2) de <

Сл(А'д£) те « с I v։. X:|tF (т)

фз л/," |^г. 

л-2

(1.29)

где Мх sup (1Л?)(х), а — v-мерный объем множества Ки., кото-
■г6?>

рый равен

1^11 = (А + ДА)* 1л| ֊ 1л1 = (ДА), при ДА —0. (1.30)

Из (1.29) и (1.30) следует (1.28). Преобразуем теперь второе слагае­
мое в (1.27), имеем

I шд (х) dx= | - I &L (x)<Cn (х), х^> dztl (х) — (1.31)
J , u J ■

k.l / гв

= ДА—- I (хХ п (х), х)> d^L (х) + о (ДА), при ДА — 0.

Здесь мы воспользовались непрерывностью подынтегральной функции 
по и, что следует из непрерывности функции Ф. Таким образом, из 
(1.31), (1.28) и (1.27) окончательно получаем

4<2(Лъ ф) = ։։т A(Q(AI+4t, <?)֊Q(At> 4)] = 
dL - о ЬЬ

Х> ц>£ (х) d‘L (х),

что и требовалось доказать.
Для любых А>1 и х£Гд обозначим

Вд(х)= (И 7rL (X):

где для оГ|, в силу (0.14) и А, (Л։) = 1, имеет место оценка

(1.32)



Асимптотическое разложение 253

Положим также

Фд (*) = 'Л К Од (х), 0<т)</д.х(В)},

где /д.х — /| д, х (см. (0.7)). Заметим, что функции /д.х и /։. при 

х £7՜1 (х), х^Гд связаны соотношением

Л. х (5) = А /1. х' (А՜1 В), В е Од (х). (1.33)

Формула (0.8) для случая /д, х примет вид

Л. X (В) •֊= рд. х (В) 4- г*. д (В, х), В е 6д (х), 

где многочлен Тейлора рд, Л(В) функции /д. х (В) равен

рд.х (В) = 2 ад,,(х) В5 (1.34)
р|<*т1

с коэффициентами ад, # (х) = агд, л (х), х£Гд, введенным в (0.9), а 
остаточный член гд.»^гг£>*, в силу (0.11) и (1.33), допускает оценку

</7(^)А՜*“1 (1.35)

где А {к) = АТ, (*, к). Далее, пусть

Р(х) = {(в, ве 7\(х), о<тг<р£,х(в)|.

Лемма 6. В предположениях теоремы 4 для функции (х) 
х^Гд, А^֊1 имеет место равенство

Шд(х)= V (—1)л шя(х)(хи с) 4с 4֊ У(х, Ь, к), (1.36)
я=0 Сп (Р (х»

где п (х) — внешняя единичная нормаль к Г։ в точке х, а слагае­
мое / (х, А, к) допускает оценку

|/(х, £, *)| <Я£֊*֊1 (1.37)

с константой В =■ В (р, Ао, а) > 0.
Доказательство. Пользуясь тождеством (0.24), легко пока­

зать, что имеет место равенство

(х) = (— 1 )Л (С| (ж) (х и с) (1.38)

С(\[ (ж))

где (х) = /<*.(х)\Ад (х). Отсюда

юд (х) = | (—1)'У<С) (х) (х 1) с) </с 4՜ .Л (х, £)
С (Фл (ж))

где 71 (х, А) имеет вид
36 — 6

(1.39)
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сел! (г)

^ЛФ£ (■*)♦ Ь

(-1)Л'<Н ЮЯ (ж> (х и с) </с

и удовлетворяет оценке

1Л(х, £)|<я։ £֊*֊«, (1
где = 2? (д, о) х> о а ф' (х) == д* л \ оИ 1гп „ ’ л£ (х»\ф£ (х). В самом д
(1.10) получаем, что

I

171 (дс, £)|< Л2Л։ (оГ։£ )< Ла (1 4“ 4-,
I г

£՝т’) (И֊|»|)'’(И։<?)(։/) </у,
R'

откуда, обозначая последний интеграл (сходящийся в силу 
через Кх (д) и пользуясь (1.32), находим, что

Г'д е М*

_ р 
!/,(։, Д)|<Л։А։(<7)(4«)<’£ '+’< 5,£-‘ ՛.

Пусть, далее, для любых £> 1 и х£Гд

₽1 (х) = {(*> ч) £ Р ' £ °1

Ад (х) = Фд (х)ХРд (х) и В1 (х) Р/ (х)\фд (х),

тогда, так как Фд (х)=(Р/ (х)и А/, (х))\В/, (х), то в силу (0.27)

( <֊1)л'<‘’ш.։ж)(хис)Л= [ (֊1)-У('»«>»и»(хис)Л+/։(х>Л). 

' с <р£и) илд (д)>

где О-4»

А(х, £)֊֊֊֊ у (_։р(.11Л1 С (֊1)««.,мииС։иС։)А։1 

С <в£(-г)) С(Ф£(х))

причем имет место оценка

17г (х, £)| >։ (1.42)
где /?■,= £,(<?, /(„, а)>0. Действительно, с помощью (0.26) и (0 271 
находим, что

( <^У | (А(с)4֊1) 1 (Нф^х}Ннч |Я)(хи։/ис)</с <

Вд(х) С(В£(л))
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(ЛММ*, р) <*р>

В£(х)

отсюда, пользуясь следствием 3, оценкой (1.35), по аналогии с (1.40) 
получаем при ’ + к +1 оценку (1.42).

Аналогично

С (_1)ЛЧОШ„ (,) (х и с) </с= I (-1)*1'1«. <х)

С(Р£(х)иЛ£(х)) С

(х и с) </с+ /э(х, ^-)г

(143>

где величина (х, Ь) равна

С(Р£ (х))

и удовлетворяет оценке
|/, (х, £)| < В, Ь->-' (2֊44)

с константой В։=5։(д, Л. <О>°- Таким образом, из (1.39)-( 1.44) 

вытекает равенство

։1>д (х)= (—1)л,<։»«>П(х։(хис) /։ (х, £), х^Гд,

С(₽д(х>) *

(1.45)

причем
1Л (х, £)|<В./.-‘-‘, (1.46)

где В,= ВА(Ч. А. а>>0- Пусть теперь

Л (х, к, к) — (-։)' I »» (х) (х 0 с) </с, х С ГI, 

(;л(Р£ (х))

(1.47)

тогда, учитывая, что

-ГП О-43>
|Р, (х)| < К: (о) £ ’ •

где |Р, (х)| - -мерный объем области Рд (х), с помощью леммы 2 по-

лучаем. что

сл։Рд(г,)

2 П ( И9) (X, - х։) </с ֊< 
т€«\их ։*»• А’։еГ (т)
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Л^(п+1)|РНх,Т<Я5 L-k-\ (1.49)

где М, == sup (Ид) (х), а Вь = В. (д, Ао, а) > 0 — константа. 
хе₽’ х

Таким образом, из (1.45) — (1.49) следует равенство

«Ч (х) = (—I)” I иМх) (*U с) de 4- J6 (х, L), х Гд,
я=0 с«(Рд (*))

причем 

где Вв = Ва (д, Ао, а) —константа.
Отсюда утверждения леммы (1.35) и (1.37) получаются повторе­

нием рассуждений, с помощью которых были выше получены (1.39) и 
(1.40). Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть выполнены все условия теоремы 4, тогда 
для функции и»д (х), х£Гд, А 1, имеет место разложение

л _
«»£ (х) = V ы (х, Ад, ф) 4֊ у (х, £, £), (1,50)

/=о

где величина У (х, Ь, к) допускает оценку

|У(х, £, *)|<В7 £-*-*, (1.51)
*

а величины а (х, Л-с, ф) равны

с0 (х, Ад, ф) — ( Ф (хис) </с, (1.52)
• ՛ 

С((Гп(х»

с,(х> Л£, ф)= V՛ V U՜ ( П (at. .(*))“<*») 5'. „ (х), :(1.53)

|/п| - / + п 
/ = 1, к,

где величина g'n>rn(x) определена в (1.24).
Доказательство. Пусть

Jn (х, £) = шя(x))(xUc)</cj л = 1, 2,• - •,

Со(р <Х»

тогда, разлагая функцию ‘”«(rn(x, (;)п, в ряд Тейлора по пере­
менным (tj)„ в окрестности точки (х, (1)л, (0)Д и полагая для п = 1,1 
2,-

Рд. х(֊,) PL.x^n)
Jn(xy Lt к) = -i- 2 -5- 1 d(t)n ( d^.-- -, ( x I 

n՝ |r| 4Л r! J1 1 (ГГ(Х))Н J I
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X (Р' (_г)) (х, (;)«, (0)я)« <Г<1П
И

/п (х, А, к) —
л! |г| • + 1

(Г,-<лг))л

</(<)"

X (Р[ (л)){х, (с)я, 0 (т4)я) (^); </7|Л|

где г = (гр •••, гл) — мультииндекс, (т))я — |՜] т}?, а б (т;)я = (Сти, • •• ,6^)»
I /=1

в силу (1.36), мы приходим к равенству
~ | (*+1К»*2) (*т1Х»+2)

“Ч (х)= с0 (х, Л£, ф)-|- у (— 1)« ]'г. (х, £, к)-\- у ( — 1)л/?х, £, к).

Преобразуем первую сумму в (1.54), с этой целью проинтегрируем
по переменным (т։)л в ,/п{х՝ к)

(Тг(х))п

(։)», (0)-)П (Р/. ж (£.))''+ 1</НЬ •X (О' Ш„ ( г))(х, (1.55)

С другой стороны из (1.34) нетрудно получить, что

П (Р/-. Ж (;<)) '
1

= П<г‘ + 1)! тГ I П («։. Л*))"՛'«։>">•
|/п|=|г| + л

(1.56)

где величина К^. г ((£)я) введена в (1.19), или, в 
(1.56) можно переписать в виде

силу (1.33), формулу

п п Л(|г|4л) —

П (««^Р՜1 = П<г‘+ 2
I 1 / —|г| + л (2р:

|л||=И + л

(1.57)

где хг — Е.-\(х). Подстановка (1.56) в (1.55) дает

(* + 1)(*+2) * - -
2 (-1)’ /„ (х. *)= 2 (х. л£, о.) + Г (х, О к),
л=1 /=։

(1.58)

где величины с/, / = !,•••, к определены в (1.53), а слагаемое

7'(«. Л к), в силу (1.57), допускает оценку
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(1.59)

где Вя = В* [д, Д(Р а)^>0. Для завершения доказательства леммы 
осталось убедиться, что аналогичная оценка имеет место и для второй 
суммы в (1.54). С этой целью заметим, что для любых х1։ х2 £ R'

( И<7)(х1 ֊ х,) < М, (1 -ь |х1-х2|)-/’ < < (1 + |*х ֊ У)֊', 

где Л/։ =вир (1-+- |х|)р (1Л?)(х), а х/ = (£/, ), £ R', 1 = 1,2.

Отсюда, с помощью лемм 3 и 4, а также формулы (1.57), по аналогии 
с (1.49), получаем оценку

(» + 1К’ +2)
У (֊1)я/;(х, А, А)|<^ А֊*֊‘

где В9 = В9 (д, Ао, а)^>0. Таким образом, лемма 7 доказана.
Перейдем к доказательству теоремы 4. Заметим, что 

(1.57)

(1.60)

в силу

(1.61)
где х' = Е1֊\(х). Далее, из (1.26) и (1.50) вытекает соотношение

4՜ А՜1 | / (х, А, А)<п(х), х><А?£(х), 

О,

откуда интегрированием по А, с учетом (1.61), получаем

<2(л, Ф)= У с0(х, Аь ф)<п (х), х> </з (х)4֊2 С/(Д, ф) 4- ф),

г (л> *-։
(1.62)

где коэффициенты с/(Л, ф), I = !, •-, к введены в (1.22) и (1.23), а 
величина А*» (Л, ф) равна

/?л(Л, ф)=<2(Л1г ф) 2с,(Л։. ф)֊ 
/-1

/1
( с0(х, лп ф)<п (х), Х></51(Л) -+■

Г»
(Ч

( А 1 | / (х, А, А)<п (х), х></з (х).

г ■՛<
Оценим (Л, |») для случая к = V (случай 
аналогично). Так как |Л։| = 1, то в силу (1.8)

10 (Л։, Ф)|< Ах.

к<^ч рассматривается

(1.63)
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Далее, нетрудно убедиться, пользуясь леммой 4, а также (0.12) и 
(0.13), в существовании константы К2 (а)>0 такой, что

|с/(х, Лр < К2 (а), I — к.

Откуда получаем, что

1 с/(х, Ар ф)<п (г), х> (х) < К2(а) I <п (х), х>^з1 (х)= ^К2 (а)
Л .)
Г» г.

(1.64)

для всех / = !,•••, Здесь в последнем равенстве мы воспользова­
лись формулой Гаусса-Остроградского, согласно которой 

где Л с: — произвольный выпуклый ограниченный сосуд с гладкой 
границей Г (А). Таким образом, из (1.63), (1.64) и (1.51) следует, что

(л, Ф)| < В12 (<?, /4?, а),

где 512^>0. Остается заметить, что из сравнения (1.62) и (1.13) вы­
текает, что

с0 Л, Ф)<п (х), Х> (х) = с0 (у).

г (Л)
Теорема доказана.

§ 2. Разложение ((2А, Ф) для
эвкдндово-ннвариантных, кластерно-гладких ункций

В этом параграфе мы докажем утверждения, аналогичные утверж­
дениям теоремы 2, но для величин с։ (А, Ф) и с, (А, Ф), где Ф—эвкли­
дово-инвариантная, кластерно-гладкая функция (теорема 5). Теорема 2 
будет непосредственно вытекать из теоремы 5 в силу того, что функ­
ция Урселла Фг.«., соответствующая эвклидово-инвариантному потен­
циалу взаимодействия, очевидно, сама обладает тем же свойством.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, где уело՜ 
вне трансляционной инвариантности заменено более сильным — 
эвклидовой инвариантностью. Тогда величины с ։ (А, у) и с2(А, Ф), 
введенные в (1.22) равны

С1(Л, '?) = <('?) Л (Г (А)), (21)

(А, Ф) =

[< (ф)М(Г (А)) 4- <72 (ф) М (Г (Л))], если *>2 
V —2

— </._> (ф) М (Г (А)) 1п |А|, если * =2,

(2.2)
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где

<Х е>2 (0, 0

/г’-1

6} (*) = —

е>2 О)* (0, 5։, Ь.) <Я։ </;а,

2’ 2 (о, £։, ?2) & (2.3)

а величины М и М равны

М (Г (•')) = (2.6)

(2.7)

При этом использованы обозначения: е, v£R' 1 — произвольные
единичные векторы е։, е։ £ R 1 произвольная пара ортонормиро-
ванных векторов (очевидно, интегралы 
сят от выбора этих векторов). \

Доказательство. Заметим, что 
сти функции Ф следует, что при любом

(2.3), (2.4) и (2.5) не зави՝

из эвклидовой инвариантно- 
Л с: /?* функция юд и ее

частные производные также обладают этим
зом, величина д' 9 т
х £ Г (Л), поэтому

(х, Ф), введенная в (1.24),
свойством. Таким обра- 

не зависит от точки

Отсюда, ввиду того, что оси с<։),- • »-1

правлениям поверхности Г (Л) в точке х,
направлены по главным на- 
получаем, что

2(> 2) Г!
( ^ <,)(*. 5)(?"»)’ </;• 1<Л(х),х>(хг),(х) </з(х) = 

ТТОО Г(л) • С

V-! и,_2 $! €

Теперь заметим, что согласно формуле Минковского для площади 
поверхности выпуклого тела с достаточно гладкой границей при * 2 
имеем

что и заканчивает доказательство (2.1). Установим теперь справед' 
ливость (2.2). Пусть V > 2, тогда
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= ] <л(х)> Х>Л-(О>■/’Ы х
Г (А)

/гЛ <°> Л'Л (°) (*) А

(А, шл (х))(х, 5) ;4'4 ՝-• д

С другой стороны, из эвклидовой инвариантности функции >, как 
легко видеть, вытекают соотношения

О при |я| =

Следовательно
V —

X С Г <». (г> (х, Е„ ч)(«‘>)։ (Ц'1)“ </։, </։- = . ' „ М (Г (А)) 
Л и 4 (*—2)

Гр(дг) Гр(х)

7|(Н /Г(.г)

Аналогичным образом устанавливается справедливость соотношения 
(2.2) в случае * — 2. Теорема доказана.

Приложение

Здесь мы приведем доказательство леммы 1. Пусть М есть про­
странство всех суммируемых и ограниченных функций на [0, <х), и 
пусть Мр~ банахово пространство функций на 7?՜, представимых в 
виде/(х) = 7(|х|)(14-|х|)-^ хС;/?’, 7(:М с нормой



R'

Для любого q^Mp через Aq 
пространстве Мр по формуле

обозначим оператор, действующий в

(Д7 /) (х) = / (х) ç (х — у) dy.

R'

Нетрудно убедиться, что при любом Ар является линейным,
ограниченным оператором, причем

М4 < М- (1)

Уравнение (1.1) теперь можно записать в виде следующего опера-
торного уравнения:

{Е — АА / == ç,

где Е единичный оператор. В силу (1) при ||д1! < 1 оператор Е—Д<7 
имеет обратный {Е—ДД՜՜1, так что для завершения доказательства 
достаточно заметить, что Л/+с: Мр и Ар М+ при любом

В заключение приношу глубокую благодарность Р. А. Минлосу 
за постановку задачи и внимание к работе.
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И. *4. ՊՈՂ11II3 ԱՆ. Ստատիստիկ <|Ուլք(սրի (ոդարիքյմի ասիժււ|տոտիկ i|b րլոէծո ւ[»յ ունբ

4ահմանափակ Ո..,ո։ցիկ V=l, 2,... տիրույթում գտնվող միանման մասնիկների
կոն ֆիգո։ րա ցիոն անրնղ Հատ սիստեմի րյեպրոււ! ստացված է այրյ սիստեմի ստատիստիկ զու- 
մարի ւողարիթմի ասիմ պտոտիկ վերյուծութ յան ր։

S. K. POGOSIAN. /he asymptotical expansion of the partition function 
logarithm (Summary)

For the case of continious configurational system of idenfical particals in the 
convex bounded region the asymtotic expansion of the partition function logarithm 
is obtained
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