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ОБ ОДНОМ БЕСКОНЕЧНОМ ПРОИЗВЕДЕНИИ

Путем дальнейшего применения и развития метода, лежащего н 
основе цикла работ автора по теории факторизации функций, меро­
морфных в круге ([1], [2], [3]), в его статье [4] были установлены об­
щие результаты о факторизации функций, мероморфных во всей ко­
нечной плоскости. Эти результаты (см. [4], теоремы 7 и 8) фактиче­
ски явились существенным обобщением известной факторизационной 
теоремы Р. Неванлинны (см. [5] и [6]) на случай мероморфных во 
всей плоскости г функций с характеристикой произвольного роста.

Отметим однако, что как теорема Р. Неванлинны, так и основ­
ная теорема 7 работы [4] по своему характеру и завершенности были 
весьма далеки от тех результатов для единичного круга, которые 
имелись в его известной факторизационной теореме относительно ме­
роморфных функций ограниченного вида и в наших теоремах из ука­
занных выше работ.

В заключении указанной статьи [4] были отмечены некоторые от­
крытые вопросы, простейший из которых состоял в следующем.

Пусть функция (х) положительна, не возрастает на полуоси 
[О, 4֊ со) и удовлетворяет условиям

<о(0) = 1, ձ(4:)=ձ (I)

где

о
(2)

■’ Ժ х

1Р-)(г;

I г

с простым нулем в произвольной точке * (О |<| <С + 30) комплексной 
плоскости г.

<л (х) х*՜1 <1х <Լ -հ о° (1Հ !հ<Լ + օօ). 

о

С функцией о» (х) ассоциируем элементарную целую функцию
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Пусть, наконец, {z*]f (0 < |zjtK |z* + i| + °0) произвольная по-
следовательность комплексных чисел и

-u (z; z*)=P]4i“} (z; z*) (3)

ассоциированное с нею бесконечное произведение, для сходимости 
которого, как легко видеть, необходимо выполнение условия

(4)

Спрашивается, достаточно ли это же условие для сходимости беско­
нечного произведения к„, (г; я*) в каждой точке г У= г* (1 4՜ °о)?

В настоящей статье устанавливается, что при естественных ог­
раничениях на регулярность убывания к нулю функции ш (х) при 
х —• 4- ос, а также на скорость этого убывания, поставленный вопрос 
имеет утвердительный ответ.

В § 1 ^статьи устанавливается ряд предварительных лемм 
(1.1 —1.3) о прямом построении и других представлениях функций 
1Г’ (с; С) и (х; С). Здесь вводится также в рассмотрение функция

+ «
£/> (z; С)= log |Л^“) (ге'*;

о
;)!</{- «> ж։, (5)

разные представления которой (лемма 1.4) позволяют установить ее 
важные свойства в единичном круге |"е'*|<4 (леммы 1.5 —1.6). В за­
ключении параграфа приводятся также формулы, позволяющие уста­
новить представления функции (х; -) для значений |х| |С| (леммы
1.7-1.8).

В § 2 с самого начала выделяется некоторый естественный под­

класс 2, функций (х), для которых конечны все интегралы нида (1), 
и убывание которых к нулю при х -*■ 4՜ 00 имеет регулярный характер.

Класс 2. определяется как множество функций ш (х), 
на [1, 4* со) в виде

<о (х) = u> (1) ехр | j (1 -С х <С 4՜ °°)»

представимых

(6)

где а (0 > 1 некоторая неубывающая на [1, 4՜ °°) функция, обла­
дающая свойством а (/) | 4- оо при / | 4՜ °°« Очевидно, что для функ- 

ций <’»(х)^2- не только конечны интегралы (1), но вместе с 
тем они могут стремиться к нулю как угодно быстро, или с соблю­
дением условий (1) произвольно медленно, в зависимости от скорости 
роста к 4՜ 00 соответствующей функции

d log ш (х) 
d log х

(7)
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В предположении, что (х) £ 2« здесь сперва устанавливают­
ся важные асимптотические формулы для некоторых несобствен­
ных интегралов, зависящих от параметра С, при |С| — -f- оо (леммы 
2.1 — 2.3 и различные их следствия). Однако, как эти формулы, так 
и приводимая затем теорема 1 об асимптотическом поведении 
log^lrU^; Q ПРИ 1^1 "Г °°> нам удается получить пока что не для 

всего класса функций а только для его достаточно широких 
подклассов, по существу включающих в себя лишь такие функции 
а (х), рост которых при х —* -f- оо не ниже степенного.

Наконец, в заключительной теореме 2 статьи мы устанавливаем 
сходимость бесконечного произведнния “...(z; Zk) для любой последо­
вательности, удовлетворяющей условию (4), и в предположении, что 

функция œ(x)^2» подчинена указанным выше ограничениям роста. 
Таким образом, вопрос о том, сохраняет ли силу теорема 2 при 

снятии этого ограничения, т. е. сходится ли бесконечное произведение

г*) лишь при выполнении условий (4) и ш (х)(;2«, остает­
ся открытым.

Разумеется, остается также открытым главный вопрос нахожде­
ние наиболее естественной внутренней характеристики того класса 
мероморфных на всей х-плоскости функций, в частности содержащего 
и произведения я,» (г; г*), 1/кш (г; г»), который допускал бы полное 
параметрическое представление посредством выделения их нулей и 
полюсов с помощью функций вида кш.

§ 1. Предварительные леммы

| 1.1 (а). Обозначим через 2« множество функций (х), определен­
ных на полуоси [0, -}- со) и подчиненных следующим условиям:

1) ш (х) положительна и не возрастает на всей полуоси [0, 4- оо), 
2)

I 1
Ш(О) = 1, а.,= |{1 ֊Мл)} — < + «. (1-1)

I о
3) для любого s £ (0, оо)

и) (х) х'՜ 1 dx < —f- со.
о

Введем в рассмотрение функцию
4- - 
/ь

Д ($) = S I <0 (х) X5՜1 ûfx, s£(0, H- оо)
о

(1.2)

<1.з>

и отметим некоторые ее свойства:



178 М. М. Джрбашян

1°. Если положить

А (0)=1, (1.4)

то функция А ($) непрерывна на всей полуоси [0, 4֊ со). 
Очевидно, достаточно убедиться, что Нт А ($) —1.

5 -4֊0
Действительно, представив функцию А ($) в виде

= △! (х) 4֊ А2 (з), О

получим, что при 0 < 5 1
4

0< А2 (з)< х </х < Д (1) $.
V
1

Отсюда и следует наше утверждение. 
2՜. Для любого х^О

Пт
Х-* + ••

(ш (х) хг) =0. (1.5)

Действительно, полагая, что при некотором хо^-О

Нт 1111 {о> (х) х1*} с0 > 0, 
-Г-* + «

очевидно, будем иметь

ш (х) х*° > с0, х > х0 > 1.

Тогда для любого х х0 получим оценку
4* **

Д (1 4֊ х0) ш (х) х։’ бх
6

(х) хл* бх^ с0 (х — х0),

откуда при х -* со приходим к противоречию.
3°. Функцию А (х) можно представить также в виде

о
[0, 4- °°). (1.6)
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Действительно, если з = О, то
4 -
У X4 с/ {— Ю (х)} — </ (—» (х)) = Ш (0)—ш (4֊оо)=1 = △ (0),

о о

так как <•> (0) = 1 и согласно (1.5) о> (4֊ 00) = 0. 
Если же з^>0, то

Л (5) ш (х) б/х5 =
4 •

У X1 </ю (х), 

о

так как проинтегрированный член равен нулю вновь в силу (1.5).
(б) В предположении, что ю(х)£2«, для фиксированного значе­

ния параметра '(0<С'<С 4՜ °°) обозначим через £! (0, 4֊ со; ш) == 
= Ц (0, ֊4֊ со) множество функций <р (х) абсолютно непрерывных на 
[0, 4՜ оо) и удовлетворяющих условию

<?' (х) Ш (х/т)£ Л1 (0; -}-<*). (1.7)

Ввиду свойства 1) функции ю (х) очевидно, что для любой пары 
значений 0< Т1<Х2<С4՜ 00 имеет место включение

А!։ (0, 4- оо) с £ (0, 4֊ ос). (1.8)

Полагая теперь, что при данном т0 (0< 4 оо)<р(х)^А‘ (0, 4՜ °°)г 
введем в рассмотрение оператор

{? (*)} = Я>.» (*) =

= ? (0) 4֊ (х) о» (х/т) </х, т £ (0, т0], (1.9)

заметив, что в силу (1.8) функция (') определена для всех значе­
ний 0 < т т0.

Легко проверить, что для функции ? (х) — х4 (0 4^ $<4՜ °՜) спра­
ведлива формула

£(«>) (Хх) = д х, (0<з< 4- со, 0< х<4֊ ®).

Отметим, далее, что если для данного *с0

<?(*)€ Ц (0, 4- со) и Вт ? (х) ш (хЛв) = 0,
Г ♦ 4 «֊

то, как легко видеть путем интегрирования по частям, 
' !ф (х)} допускает также представление вида

(1.10)

(1.11)

оператор

о
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(1.12)

(в) Введем теперь в рассмотрение функцию

(1.13)

Таким образом, будем иметь

v«. (хе'₽; С) = Re • (1-13)

в предположении, что <р /= arg С.
Отсюда, заменой переменного интегрирования заключаем:
4°. При любом с (0 <; |С| 4՜ °°)> х (0 <С ~ < + °°) м ф€ [о> 2*1»

<p^=argC, функция V» (хе*’’; С) допускает представление

(1.14)

Установим теперь следующее важное свойство функции Vu, (хе (Л.

Vw (хег>; С) L (0, 2к). 

Введем в рассмотрение функции
(1-15)

։֊2х^ cos(3 — |С|2
ü> (х) dx, (1.16)

О

wL։)(^'։;C)-2—sin։ (»-
J у2 о А

(1.17)
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заметив, что
о, (те*; 9= .

Но по формуле Пуассона
(1-18)

Поэтому, из (1.16) следует, что

(1.19)

для всех С (О <ДС|<-|- со) и 
Далее, из тождества

х2 — 2х — cos (0 — arg С) -+֊ — = 
Т X2

легко заключаем, что справедлива оценка

о<2—sîn2 2L arg՜ b-2xHcos(a_argQ+ KD՜1 < 
'21т t1

2«
Отсюда следует, что

9 <?&<
о

(1.20)

В силу (1.18) из оценок (1.19) и (1.20) следует наше утверждение, 
(г) Введем в рассмотрение функцию

:о (*) (1.21)
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6°. Функция С. (г; «>) целая, и на всей г-плоскости справед­
ливы оценки вида

|О’> (։; Ш>| < А. (т) {|։|* ш () к!)}֊1 (О < V < + со), (1.22)

где 7 1 — любое число и

В самом деле, из представления (1.6) чисел △ (Аг) следует, что 
для любого 7^>1 и

4- «
Д (Аг) > у х* <1 {-Ш (х)| > (т |г|)* Ш (1 М). (1.23)

т!*1
Следовательно, для любого г (0^ |д| -|- о©) и 7 1

откуда следует наше неравенство (1.22) при у = 0, так как 

<о (7 1х|) ш (0) = 1.

Заметим теперь, что

£(£֊!)• ••(£-*+!) 
■М*)

откуда в силу (1.23) получим

к - *

Отсюда следуют неравенства (1.22), если заметить, что

V (Л-1)-<! ■ , (т>0).
*=» (1 х) ’

1.2. (а) Наряду с функцией С» (г; *՛>) введем также в рассмотре­
ние целую функцию

5« (г; ю) — 2С~ (г; ш) — 1 = 1 +2
Г!д (М

Далее, поскольку из (1.15), и частности, вытекает, что 
€ £ (0,2^) для любого (0 Г.| -|- оо), то интеграл

2<с

С) =
0

г՝, <»>) иц, (е/а; С)

также является целой функцией от переменной г.
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Лемма 1.1. При любом г и ^=/=0 справедливо разложение

Ц7(-)

Kl

А (к)
(1.26)

0 ICI
Доказательство. Из определения (1.24) функции S. (z; ш)

следует, что целая функция

И^-’Ь; С) = ^Ь>_

(г; ч) допускает разложение 

1 (2 к (С) к । ,Ь 2 Г7м г ’ 1г|<+ °°. (1.27)

где
2«

*'»» V. (е'։; С) dû (0 (1.28)
Ü

Обозначим, далее,

е-м& Jog 1 — (1.29)
о

и заметим, что имеет место разложение
1 ~ /„М» 1

log|l— ре‘Ч - (0-< р
п

Тогда легко видеть, что
1) при 0-С г <С К|

0 к = 0

2) при |С|<г

2 1о$ г

ледовательно, пользуясь
дем к меть для любого 0<^ х

krk

определением (1.9) оператора мы бу-

и
■Поэтому, пользуясь приведенными выше значениями функций (г) 
получим формулы
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о

1 </г> (1.30)

По определению (1.13) функции (те,’); С), в силу (1.28), (1.29)

Отсюда и из (1.30) получим формулы

во (С)

-Ь'|

о и

Подставляя эти значения в (1.27), приходим к разложению (1.26) 
леммы.

Лемма 1.2. 1°. Разложение (1.26) функции (г; ^) 
писать также в виде

можно за-

где

С)

1Г<֊Чг;С) = / г (1.31)

|С|

(1.32)
О

2 . Справедлива формула

1 - 5ц (0 = ЛД֊> (£) ш (*) .-------  дх (1.33)

Заметим сначала, что
/С|

о о

о
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и в силу (1.5)

Поэтому
|С| +-

С՜* (х) х*՜’ <1х — С* ш (х) х՜*՜’ <1х —

о П
|С|
У X* <1 [- «О (х)] + |С|2*

О

Подставляя эти значения в (1.26), получим 
леммы.

2°. Из (1.32) и (1.6) следует

формулу (1.31) — (1-32)

Однако, интегрированием по частям, в силу (1.5) получим

<1х (1

откуда и следует формула (1.33) леммы.
Из (1.32) и (1.33) непосредственно вытекает
Следствие. Для любого к (1 к + 00)

0<|^ (С)<1 (0<Г,|<+оо) 

Вт “р* (С) = 1.

(1-34)

(1.35)

В самом деле, что касается неравенств (1.35), то они очевидны, а пре­
дельные соотношения (1.35) следуют из оценок

0<1 -р* (О <2£Д֊1

1.3. (а) Наряду с функцией (г; С) введем в рассмотрение
также целую функцию
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ехр {֊ «И-* (г; С)) (1.36)

с нулем в точке х»С.
Лемма 1.3. Если О 1г1 К' 4“ °°» т() функция 4?1 (г; С)

допускает также представление вида

Л<7’ (г; С) = ехр {— (г; С)), (1.37)

где

(1.38)

и

& А (*)

Доказательство. Заметим, что при 0 < |г| |С| имеет место
тождество

Отсюда и из (1.31) и (1.33) вытекает формула

С)=1ог (1-~)+

(1.39)

Или, принимая во 
к представлению

внимание определение функции С- (г; ш), приходим

е/х (0 < И < |С|),

поскольку легко убедиться, что интегралы справа абсолютно сходят­
ся, и, таким образом, перестановка порядков суммирования и интег՜
рирования в (1.39) допустима при условии 0-С|г|< |С| <С 4՜ °°-

Нам остается воспользоваться определением (1.36) функции 
(г; чтобы получить утверждение (1.37)—(1.38) леммы.
(б) Введем в рассмотрение функцию

С) = £</Ч1ог И<Г,(ге'’; С){| (1.40)

установим для нее два разных представления.
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Лемма 1.4. 1 °. Для любою ' (0<т < 1), © £[0,2՜] м С (0<14< + эо)
справедлива форму ла

(~eiv; С) = (хе'?; С) —

2* 2
_ -1_ f -------------1^3------------_ (е'»: Ç) dH.

2я J 1 — 2х cos (? — ։>) +
! о

(1.40')

2°. В тех же предположениях, за исключением, быть можгт 
значения © = arg -»> справедлива форму ла

(1.41)

Доказательство. 1 . Из определений (1.24), (1.25) функций 
(z; <о) и (z; С) следует, что для 0 ^ "<1 и ?^[0, 2՜]

■2<

11Г‘?)(ге(?; С)’, =Ц'О)
о

С) ju 4՜

о

Но согласно элементарным формулам (1.10)
£(“» {г*| =2 А (&) (0 < к < 4֊ <»),

причем Д(0) = 1.
Поэтому будем иметь для любого 0<Л<^1 и ?^[0, 2՛] 

£<“) {1р(-)(ге*; С)} =

•э; С) db,

(1.42)

1 4֊ - с< (?-»)
(е

1—

причем легко убедиться в правомерности перестановки порядков сум­
мирования՞ и применения оператора £^<о).

Так как согласно (1.36) и (1.40)

(х e,f; 0= £0“) log —£<“> {Re С)}, (1.43)
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то из (1.42) ввиду самого определения функции иш(хе:’; С) мы полу­
чим представление (1.40 ) леммы.

2°. По определению (1.9) оператора

( (ге>,. С)| = Ц7?) (0; 0+

[ {Ч7!?* (ге1г; С)) Ш (г/х) </г.
и Ог с

(1.44)

Но в силу формулы (1.26) леммы 1Л

П'Ч0: С)- 
J х 

1С1

֊ 1В*->0֊е‘>; С)| = 
Ог

о /:/
Пользуясь затем элементарными формулами

Ат* 1 е'*’
А (к)

(1-45)

Л-1 Д (к)

подстановкой значения (1.45) в (1.44), получим

с!х —

(1.46)
о К1

При этом легко видеть, что при 0 1 произведенная нами пере-

и

0 о

становка порядков суммирования и интегрирования допустима.
Но ряд (1.46) легко просуммировать и в результате получить 

представление

£<-> { ЦЛ-) 0} =

(1.47)
о
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вновь справедливое при и ?£(0, 2*].
Теперь, пользуясь первым из интегральных представлений (1.14) 

функции в предположении С, из (1.43) и (1.44) получим

(' е,?; С) = — Ре

откуда и следует представление (1.41) леммы.

(в) Обозначим через 21 подмножество функций ш (х) из класса 
2«, удовлетворяющих условию Липшица на каждом промежутке [О, Д]

(О Д —1~ оо). Таким образом, если ш (х) £ 21, то ш (х) £ 2., и, кро­
ме того, для любых О С х' <Г х' А

где К (Д)(0 К (Д) < 4- °°) — некоторая постоянная.

Лемма 1.5. Если ш(х)^21, то справедливы следуюгиие ут­
верждения:

1°. Функция (г; С) непрерывна и субгармонична в замкну­
том круге |г|

2°. На границе г = круга

и., (е1’; С)=0, <2^ (1.48)
и, следовательно,

У* (г; С)<0, |х|<1. (1.49)

Доказательство. Г'. Рассмотрим интеграл типа Коши

являющийся аналитической функцией всюду вне полуоси [0, ֊}֊ ос).

Поскольку ш(х)£21, то так же как и в лемме 1.7 нашей работы 
[3] легко убедиться, что функция

ф (и») = Ре {2^/ Ф («’))
непрерывна всюду, кроме точки ш = 0, если при ш = и£[0, -рос) ин­
теграл Ф (со) понимать в смысле главного значения.

Но согласно первой из формул (1.14)
536-2
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vu. (хе/?; С) =

и поэтому функция {г; С) заведомо непрерывна при |г] о° для 
любого значения С (0 < |:| <^+- со).

Функцию V.. (х С) первоначально мы определили согласно фор­
муле (1.13)

г՛,. (xe,f;

в предположении, что р arg С.
Но легко видеть, что в данном случае наша функция допускает 

также представление

vu (хе/?;

4- w

Ü

d [— <о (г);

во всей плоскости z = xef, кроме, быть может, луча <р = arg ч.
Не останавливаясь на подробностях отметим, что это представ­

ление сохраняет силу также и на луче <р = arg С (см. [3], доказатель­
ство леммы 1.8).

Но для любого значения параметра г £ [0, ֊{֊ оо) функция 

субгармонична на всей z-плоскости, а d |—«о (r)j > 0. По­

этому функция v, (z; ») субгармонична и непрерывна на всей плос­
кости z.

Наконец, что касается утверждения леммы относительно непре­
рывности и субгармоничности функции U*, (z; С) в замкнутом круге 
|z| <1» то оно непосредственно следует из тождества (1.40') леммы 4.

2J. Из того же тождества (1.40') легко следует равенство (1.48). 
и в силу субгармоничности функции (z; С) — и неравенство (1.49) 
нашей леммы.

В связи с леммой 1.5 отметим следующее: если не предполагать 
положительности функции ш (х) на всей оси, а положить 

то, как легко видеть, функция (z; С) переходит в фактор Бляшке
6 (г; С) = - "Ц՜ оператор — в единичный оператор, и поэтому

1 — z , ,
Функция 4Л, (z;r,) —в log |Ь (z; С)|. Таким образом, утверждения, со­
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держащиеся в лемме 1.5, суть далеко идущие аналоги известных 
свойств фактора Бляшке. Другой важный специальный случай фактора 

и функции (г; С) мы получим, положив лишь ш(х) = 0 
1 х Т °о). Для этого случая соответствующие утверждения лем­
мы 1.5 были установлены нами в работе [3].

Наконец, отметим еще один важный специальный случай. Пред­
положив, что

будем иметь

ш (х) х5 1 бх
о

Поскольку и в данном случае |*> (С) -* 1 (0 к < р) при С -» оо, то фак­
торы Д(и") (х; С) асимптотически ведут себя как элементарным факторы 
Вейерштрасса

В заключение этого параграфа приведем еще несколько лемм.

I (г) Л е м м а 1.6. Если ш (х) £ 2«, то для любою С (0<|С| 4֊ ос)
к X (0<т<1)

I + “ 2к
ГШ (х) 1 Г; ֊ -^-А/хС — 1Л (т е1”; С) б? < 0. (1.50)

| V 2^* 1)
I К| О

Доказательство. Так как по лемме 5 функция £/„>(*; суб­
гармонична и непрерывна в замкнутом круге |г| 1, то согласно из­
вестной теореме (см., напр., [7], стр. 9), интеграл

2*

тп (т) = — I (' е/ф; С) бЬ, 0 -С т 1
2п з

является неубывающей функцией от т.
Но в силу формулы (1.41) леммы 4

I +••
т (0) = и. (0; С)= - С<1х,

откуда и из свойства «(г; С) < 0 (|г| 1) следуют неравенства (1.50)
леммы.
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Замечание. В случае, когда ш (х) принадлежит более широко­

му классу 2« 2D 2\>, справедливо неравенство вида

\U... (т С 1)
и

для 0 г0 Г1< 4֊ оо. Оно устанавливается уже посредством ряда 
тонких оценок, на основе интегрального представления (1.41) функции 
[].„ (г; >) из леммы 4. Отметим, что в случае финитной функции <•> (х)=0, 
х>1 и 0 < П 1 соответствующий результат был установлен в лем­
ме 2.2 работы автора [3].

(д) Введем важную для дальнейшего функцию
4- пв

2 (х)= j —֊ dl, XС[0, 4՜ ос) (1.51)

и убедимся, что она обладает свойством, аналогичным свойству (1.5) 
функции (х).

В самом деле, для любого s £ [0, •♦֊ =•) по (1.5) имеем

ш (х) xJ +1 1, х > х$ > 0.

Отсюда следует, что при х > х5

dt

и, т. о., 2 (х) х5 —*0 при X -* 4՜ оо.
Введем теперь в рассмотрение функцию

(1-52)

и в предположении, что 0 z| |ч| 4֊ со, также функцию

Докажем следующую лемму.
Лемма 1.7. Для любою (0 |С|

(1.53)

оо) справедливы тождества

Щг; С)

- м

q

(1.54)



Об одном бесконечном произведении 193

<0 2 (14) +V (г; С) = С

о 'к|< (1.55)

Доказательство. Поскольку

то интегрированием по частям получим тождество (1.54), ввиду того, 
что 2 (х) -*• 0, при х —♦ Т оо.

Хотя это и было отмечено выше, убедимся, что интеграл 6/ (г;
абсолютно сходится при 0 |г| = г < |^| =/? < 4՜

В самом деле, в этих условиях мы имеем
4-

|^(2;С)|< | С

R

и пока что формально можно написать

А֊1 (к) X* 1 </х.

Так как, очевидно
+ ••

л՜1 (к) 1 Ц> (х) X*՜1 с/х < 1/к (к > 1),

R

Д.56)

<•> (х)
R

= 2(/?)-Н1о? (1-г//?)֊1,

и произведенная нами перестановка порядков интегрирования и сум­
мирования в наших условиях законна, а интеграл и (2; С) на самом 
деле абсолютно сходящийся.

Покажем,։далее, что в тех же условиях 0<^ |г| — г < 
интеграл

И* (*!<) = [с. (4
К7

также абсолютно сходится.
Действительно, пока что формально мы имеем
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2 (х) х*՜1 дх.
+ -

£ д‘։ (*) У 

А?

Но, как легко видеть,
+ ■» + ••

1с С 2 (х) х*՜1 <1х = ֊ Я* 2 (Я) -4- Г Ш (х) X*-’ с/х, (0<Л < + оо>.

Я Л
(1.57>

Поэтому, н силу (1.56)

I И* (г; С)| < (1-г/Л)-1

и произведенная здесь операция перестановки порядков интегрирова­
ния и суммирования также законна, а интеграл И* (г; ') --абсолютно 
сходящийся.

Теперь уже нетрудно установить наше тождество (1.55).
Для этого составим разность

У(г, С)--֊ и* ՝) =

А А՜1 (к)

Далее, пользуясь формулами (1.57), для R = находим

V (х;С)-4 V* (г; С) =

.-= й (|С|) + 2 (|С|) А-’(Л).

т. е. тождество (1.55) леммы, причем, в силу природы сходимости на
и։их интегралов, все произведенные операции законны при условии 
0 < |х| !"| <С 4՜ 00•

Наконец, вспомнив определение (1.24) функции 5« (г; '),: в силу 
тождеств (1.54) и (1.55), лемме 1.3 можно дать и такую формулировку.

Лемма 1.8. Пусть 0 < |г|։<С 1’1 4՜ °°» пР1*чел< = 1՝1 ***• Гог ди
функция Л{7’ (г; С) допускает п/едставление вида
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C)=exp{-Q<7 (z; С)},
где

*<-> (Х; С) = 2 (|С|) S. (г ш) + И, (z; О 4֊ U. (z; ',). (1.58)

(1.59)

(1.60)

§ 2. Дальней не леммы и основные теоремы

2.1. (а) В этом параграфе мы продолжим изложение, сначала же 
■несколько сузив класс 2..

А именно, условимся отнести функцию ш (х) к классу если 
она удовлетворяет тем же условиям 1) и 2) из п. 1.1 (а), но взамен 

I условия 3) обладает свойством:
J 3') Функция ш (х) на полуоси [1, 4“ оо) представима в виде

f ։*>(*) = exp {—р(г)), 1<х<4֊оо, (2.1)
где

X
р (х) = log 1/ш (1)4- j ^-dl, 

t (2.Г)

a a (t) > 1 —некоторая неубывающая 
a (t) f 4՜ 30 при О 4֊ со.

Легко видеть, что если «> (х) £ 2,

на [1, 4՜ °°) функция, причем

то для любого s£(0, 4-со)

о
Таким образом, из свойства 3') вытекает выполнение свойства 3) клас- 

са 2». Иначе говоря, имеет место включение классов 2» с 2« и, 

тем самым, все утверждения из § 1 останутся в силе при ш(х)(;2«.

| Отметим прежде всего, что если 
нами в § 1 функции

то для введенной

‘ <*>(/)

праведлива оценка
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2(хК (2.2>

В самом деле, из представления (2.1) — (2.1) функции ‘»(л՜) следует, 
что при 1 ■< х 4՜ °° |

X

поскольку, согласно определению функции а (/), мы имеем а(/)^։(х) 
при / ?> х.

(6) Докажем теперь лемму.

Лемма 2.1. Пусть w(r)^2. и arg С = <р. Тогда 
мои по (1.52) функции

для введем

справедливо предельное соотношение

lim 2՜1 (|Z|) U (z; ’) = C» (ze_/?; w), |z| 4՜ œ. (2.3)
i:i - -

Доказательство. Обозначая

Ut (г; С) = S֊' (|С|) и Ç) - С. (г е֊“; ш) (2.4)

и положив г= 1г|, = из тождества (1.54) леммы 1.7 получим
оценку

17/ ( г\\^ С г" ( (*) ,\UX (* г------ I С ----- ; <0 —— dx^2 (Æ)J * l X ' х1 
R

< гС~ (г; «>)֊——— I 2 (х) б/х, 7?>1.
/?2 (R) 3 

R 
Но поскольку

Нт RQ(R) = Г1т 1 2 (х) б/х = О, 
/?-* + «о R -* 4 о© ]

R

то согласно формуле Коши существует такое (А*, -Ь°°)> чтс>

—-—fa (х)</х= - ц (;)------
Æ2(Æ) J U>(E)-2(Ç)

R
Поэтому в силу неравенства (2.2)

lim ----------- I
R- r« /?2(Я).)

R

lim ---------- = О,
:• + - a (Ç) — 1

откуда и из (2.4), (2.5) следует соотношение (2.3) леммы, 
(н) Обозначим при 0 < |z|<|C < 4- ОО
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У, (г; 0=2֊'(l'-l) V (г; С)-С. («֊'’; «.),
положив вновь ср = arg С, где функция V (z; ') определена 
ле (1.53).

Тогда положив вновь 0 г = |z| <С|"1 = R <С 4֊ со, из 
^1.55) леммы 1.7 получим оценку

(2.6) 

по форму- 

тождества

г
R(2 (R)

R

dx, (2.7)I у, 01 <

причем, как было показано в той же лемме, интеграл справа сходится 
при нашем условии R > г.

Из оценок (1.22) производных функции С- (г; и»), н частности, 
вытекает неравенство

•С. (*; Ш)1 < (7) {|z| <0 (7 |zl)} 1 , 0<|z| < co,

где At (7) = 7 (7 —I)՜2 .
Отсюда и из (2.7) приходим к оценке

(2.8)

Но оценка эта будет содержательной, если мы установим, 
теграл

Г У (Rx)
J хо» (7гх)

dx

что ин-

(2.9)

сходится хотя бы для достаточно больших значений г > 1.

I В этом можно убедиться для функций класса 2«, подчиненных до­
полнительному условию

а (*) > % log, X, х> х0 > е2, (2.10)
где % (0 < а0<^ 4՜ оо՝> — некоторое фиксированное число.

I В самом деле, во-первых, заметим, что в силу неравенства (2.2) 
.мы будем иметь

7 I ‘"(/?И dx, (2.9-)
I а WJ хш(7гх)
к
причем ввиду представления (2.1)—(2.Г) функции и> (х) для х>1 

/?х 
ш (R*) ( f' a (f) ) I к . А* )

—- - — ехр — |  ' dt < exp — а (7 rx) log — •
ш(1гх) ( J t I I 7г I

Ь 7"
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Предположив теперь, что

/?>х֊1 max {7 г, х0}, х0 = (2.11)

мы приходим к неравенству
-- \ -ехР I՜2։°«։(кх)1 = [։°к (i")]՜’ > х >xt.

О> ( ;rx) «’ (*e«x)

Следовательно, в условиях (2.10) и (2.11) будем иметь
1 * 4 "

и> (/?х)
X'» (х0 /?х) «(/?)

(2.12>

откуда, очевидно, вытекает, что

lim J (г, R) = 0 (0 г + 00)• 
R т •

2.2. Докажем теперь важный для дальнейшего аналог леммы 2.1 
об асимптотическом поведении функции V (х; С), когда С —• от».

а) Лемма 2.2. Пусть I» (х)£2«и при не котором х (0<^х<^1) 
функция з (х) удовлетворяет условию

lim sup (2.13)

Тогда если arg » = ?, то справедливо пре дельное соотношение

lim 2“։ (|С|) V (х; r.) = C« (z е~/?; w), |z| < + х>. 
1-| * 4 **

(2.14)

Доказательство. Для любого /? введем в рассмотре-
ние функцию

₽.

Тогда будем иметь

М. /?|

Далее, пользуясь неравенством (2.2), мы имеем для R х /?։



Об одном бесконечном произведении 199

дновременно, очевидно, что для любого д > О, “ Ф»' (дх)/ш (дх) —
1(<ух)/х. Поэтому мы приходим к оценке

у (г, R-, ^)< 2 (/?) 
о>(7г)а(/?)

или, в силу определения самого интеграла /(г, R-, к оценке

2(«) , кл 2(/?)
I --------------- 1 1 —  :---------- ах-С ----------------  •
|хв/2£-»М ’ Iх) ■»(к)։(Л|

V \Я /’

Устремив здесь /?, —♦ 4՜ °°> для любого /? 1> V & 1 получим мера*
венство

2 (/?) ։
а» (;г) ։(£)

(2.15)

левая часть которого неотрицательна ввиду того, 
неубывающая на полуоси [1, 4֊ со).

что функция а(х)

Но если < з (*х) и

Поэтому из условия (2.13) леммы следует, что существует число 
такое, что при х /?0

, из формул (2.8), (2.9) ввиду (2.15) вытекает, далее, неравен­
ство

К (г; С)| < Л(0 
(1-1 *(*))*(/?)՛

, ввиду того, что (/?) при R — 4֊ оо, получим для
любого г — |г| 1
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lim (z;
|:i- +-

(2.16)

Но поскольку (х; С)} для |С|^>|г| суть семейство функций, аналити­
ческих в любом круге |г|г (0<^ г <-Р со), то очевидно, что соотно­
шение (2.16) справедливо во всей комплексной плоскости х.

Наконец, из тождества (2.6), в силу (2.16), вытекает утвержде­
ние (2.14) леммы.

(6) Из доказанной леммы непосредственно вытекает

Следствие 1. Если ш(х)£2«., причем а (х)/х неубывающая 
функция на полуоси [х0, + °о)сз[1, -рос), то соотношение (2.14) 
леммы справедливо.

Действительно, в этом случае для любого х(0<х<^1)

Прежде чем привести второе следствие, напомним одно определение.
Функция р (х)}>0, определенная на некоторой полуоси [х0, -р оо)с 

с[0, -р со), называется уточненным порядком, если

1) lim р (х) = р>0, 
х -* + *

2) lim {х р' (х) log х[ = 0. (217)

Как известно (см., напр., [8], стр. 48), если р (х)—уточняет по­
рядок, то имеет место представление

хр = хр L (х), (2.18)

где Л (х) — медленно растущая функция, т. е. функция, для кото­
рой при любом *(0<Сх<<-р °°)

lim L ('x)/L (х) — 1. (2.18)

Условимся теперь функцию р (х) отнести к классу если она кроме 
условий (2.17) удовлетворяет также дополнительному условию

3) lim хр" (х) log х| = 0. (2.17')
X 4- **

Следствие 2. Если со (х) = ехр {— а хр <х)}, где р (х) £ /?р, а 

о>0— любое фиксированное число, то и>(х)£—и кроме того 
имеет место соотношение (2.14) леммы.

В самом деле, обозначая.

мы имеем:
хр' (х) = р (х) (р (х) -Р хр' (х) log х), (2.19>

\ХР' (х)]' = р (х) |[р (х) -Р хр' (х) log х]2 -Р

+ [2р (х) -Р р' (*) log х ֊1֊ хр'' (х) log х]|.
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Из условий (2.17)—(2.17') непосредственно вытекает, что хр (х) * 4-со 
при х| 4֊оо. Иначе говоря, если положить хр' (х) = а₽(х), то функция 
р (х) на некоторой полуоси [х0, 4՜ оо) с [1, 4- со) допускает представ­
ление вида

df, х . ? х0,

где яр (х) > 1- неубывающая на [х0,

— 4՜ оо. Таким образом, обозначая

4՜ оо) функция, причем lim ։s (х) = 
х- + •

ш (х) = exp I—3x'lxtj, мы будем

иметь <’> (х) £
Наконец, по (2.18) и (2.19) для любого х (0 < х < ֊р со)

Яр (/х) _ ххр' (хх) L (хх)
ip (х) хр' (х) L (х)

р (хх)Ч-хх Р (хх) log XX
р (x)-t-xp' (х) log X

и, согласно (2.18') и (2.19)

Следовательно, для любого 0<х<^1 функция ар (х) удовлетворяет 
условию (2.13) леммы 2.2, и, тем самым, наше утверждение справед­
ливо.
■ (в) В заключение приведем другой важный конкретный пример 

функции ш(х)^^-,для которого соотношение (2.13)леммы 2.2 сохра 
няет силу.
Я С этой целью введем в рассмотрение функцию

4- «е

°°)> Н (ОО <

хС[о, (2.20)

где р (0<р 4֊ со) ИЗ (0 з 4֊ ос) произвольные
параметры.

Легко видеть, что функция 1»Р(х)^>0 непрерывна, 
всей полуоси [0, 4֊ со), причем шр (0) — 1. Так как

убывает на

1—«>. (х)= л, х>о,I гнЗ
■ 0
ТО 1 —(х) О(х^) при х-0, и поэтому

1

о
Далее, для любого s (; (0, 4՜ 00)
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Х1Ч> >$ - 1Р °'1 |
Пн)\ 

о

г (р 4֊ и/'е) 
о^Г(р)

(о’/р гу

Пн + */р)
где

= Г (н) £Р (*»" г; р), (2.21)

р) = У------ --------Л Пн4-*Л>)

целая функция типа Миттаг-Леффлера порядка р и типа 1 для лю 
бого значения параметра р^>0.

Лемма 2.3. Функцию <°Р (х) можно представить в виде

и)р (х) = ехр {— з хр (х)}, 0-Сх<С 4- 30 >

(х) = —-— Г е 1 Р ' с/Л 
' Г (Н)3

адг₽

Поэтому при р=1 мы имеем (х) = е~эх\ и, тем самым, р (х) = р.
Таким образом, нам следует доказать лемму лишь в случае, ког 

да р 5*= 1. Из (2.20 ) интегрированием по частям получим тождество

(2.22)

Из определения (2.20) функции шр(х) имеем

шр (*)= шр (*)>
Г (р)

где

шр (х)= - ---- - е ~г Г1՜2г (р) 3
в.гР 

и поэтому

1% (х)1 < ------  ШР (х), 0 < X < -I- оо.
ахр

Отсюда непосредственно следуют асимптотические формулы

(2.23)

(2.23')

(2.

(2.25
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Далее, из (2.23 ) применением двукратного интегрирования по частям
приходим к следующему более общему чем (2.23) тождеству

др.—1
wc(x) =------- e-“’’ х»'-’’+ 1) о-’ x-f+

Г (р)

I + (Р- 1)(Н-2) х֊2' + (х)), (2.26)

где 
Г 4 ж
11 ** Г ц) г С
г ш, (х) =------ --- о1՜՛* е“р х’-՛*' 1 е՜' Г՜4 Л,

Г(и-З) 3
Н вДГ₽
При этом в силу (2.25) легко видеть, что при х -* 4֊ ос

I шр (х) = О(х-8₽). (2.26՛)

Поэтому из (2.26) и (2.26 ) следует также, что при х —* 4- <х

| ш֊։ (х)=С-^- евх₽ (1— (и— 1) а֊| х-₽ 4-

| +(|1—1) а-’х-^Ч-о (х-3")|. (2.27)

Теперь заметим, что согласно определению (2.22) функции у (х)

Р (х) = log (з 1 log Шр 1 (х)} (log х) 1 ,

а в силу (2.27) при х —• 4՜ °°

с՜1 log ш՜ 1 (х) = з՜’ log (з1՜»1 Г (p)J -J- х° — р (н — 1) з՜1 log х 4՜

4֊ о՜1 log {1 — (թ — 1) з՜1 х~₽ 4՜ О (х՜*’')}.
Отсюда следует, что справедлива следующая асимптотическая фор-
мула:

Р (х) =- Р 4֊ р (1 - и) 3՜։ х₽ 4֊ О (2.28)

Далее, так как по (2.22)

■ хр <*> = а՜ ’ log «Հ 1 (х),

то дифференцированием по х отсюда получим

■ Д-Р (O-I [р (Х) + хр' (х) log Д-) — — 0- (2.291

Но из (2.20') имеем

С»)
р З*1 

гТЙ) (2.30)

Поэтому, и в силу (2.27) мы приходим к асимптотической формуле
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р (х) -Ь х р' (х) 1о£ х — р хр р (л) {1 4- О (х ? )}, х-» 4՜

Но из (2.28) вытекает, что

Кт
Х-* 4֊ -

ХР-Р (Х) = 1 , (2.31)

и поэтому

Вт {х р' (х) 1о£ х} = 0.
X - + •*

(2.32)

Таким образом, р (х) является уточненным порядком и для за 
вершения доказательства леммы нам остается показать, что она удов­
летворяет также условию (2.17').

С этой целью запишем тождество (2.29) в виде

р (х) 4- х р (х) 1о£ х = — з х’-р (х)

и затем, дифференцируя по х, получим

2 / (х) + р' (х) 1ог х 4- х р" (х) 1ог X =

Но по (2.25) и (2.30), при х —* 4՜ 00

(х)-------Р (р — 1) х'-Нх)-։^ О(х~։ )

по (2.31), и
£/2 (х) ~ - р х’֊₽ (') Р' (х) ~ о (-^֊ \

\logx/
по (2.32).

Переходя к выяснению поведения функции 1У3 (х) при х —* 4՜ 00’ 
заметим, что из (2.30) имеем

3^ + 1
(х) =  -----  е~а'* Х'ЛР-^Р-2 {1—(н—1/р) °՜1 х~Р },

Г (и)

а из (2.30) и (2.27) следует, что при х — 4՜ 00

IЧ (х)|2 _ з1*4՜1 ра 
ш, (х) ~ Г (р)

е-»хР х|1р + р-2 д-1 х-р _|_

4֊ з֊2 х-2р 4֊ О(х֊3р)).

Из приведенных соотношений следует, что при х — 4՜ °°

е-« х^р+р՜2 |(1 — р՜1 ) 3՜

4՜ (I1 — 1) з՜2 х 2р 4՜ О (х-2?)},
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I откуда, пользуясь формулой (2.25), получим

I =(зр)։ х’-’<'> ) <։֊> 4- (р—1)в-։ х-А + О(х-’О) X-1 .

Отсюда по (2.31) заключаем, что при х — 4֊ о®
| V, (х) ~ О (х֊> ).

(Возвращаясь, наконец, к тождеству (2.33) и учитывая как пове­
дение функций иI (х)(у =•!, 2, 3) при х— 4՜ ос, так и то, что функция

■ р (х) — уточненный порядок, заключаем, что также lim 1х?" (г)ХX -♦ * *
log х) = 0.

Итак, р (х) £ и лемма полностью доказана.
Из следствия 2 леммы 2.2 и из доказанной леммы 2.3 вытекает
Следствие. Для любою р (0<Ср<С+ °°)» ° (0<3<С4~ °°) u Р (0<^ 

р֊<^4՜ оо) будем иметь <ор (х) £ 2М, и если arg то

lim 2 1 (|s|) Ир (z; С) = Fp (ze~i?; Q, [z|< 4՜ (2.34)
p

Ир (z; Q = j Ep p- dx, 2p (x) — dt. 

I q ■։

(2.34)

2.2(a). Согласно лемме 3 и введенным нами обозначениям (1.52)
и (1.53) функция

при 0 «С |z| <С Г1 <С 4՜ 00 допускает представление
4?> (z; С) = ехр {-2- (z; С)},

где
2. (z; С) = U(z; С) 4֊ И (z; С).

Г1оэтому, пользуясь леммами 2.1, 2.2, следствиями 1 и 2 из послед­
ней, или леммой 2.3, приходим к следующей теореме.

I Теорема 1. Пусть функция (0(х) из класса причем вы­
полняется одно из следующих условий:
I а) при некотором *(0<^*<С^)
I г л 3 (**> 1
I iim sup -------  < 1,
I х-՝ т - а (х)

б) а (х)/х не убывает на некоторой полуоси |х0, -f-oo)c:jl, 4-°°), 
в) функция и) (х) представима в виде ш (х) = ехр з х?(х’}

(О <^ □ <^ 4֊ ао)։ где р(х)^^₽, или, в частности, в виде
■S6—3
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- /■
u) (х) = Wp(x) = —----- | е-вГ₽ f1₽_| th,

Hl1) J

где р, о и р —произвольные положительные параметры.
Тогда при arg ч — ср (0 < ^ 2՜) имеет место предельное соот

ношение
lim а֊' (|’.|) log 4£-> (z; С) =

К|- + *

= 2 С- (z е **;«>) — 1 = S« (ze~'?; и>), |г| < 4՜ 00 • (2.35)

(6) Приведем, наконец, основную теорему данной работы о по­
строении универсальной целой функции с нулями на данной произ­
вольной последовательности точек на комплексной плоскости.

Теорема 2. Пусть функция ш (х) из класса удовлетво­
ряет одному из условий теоремы 1. Пусть, далее, (0 <С 1^*1 <

I **+1| 4՜ °°) — произвольная последовательность комплексных
чисел, подчиненная условию

* er

dx <Z (2.36)

Тогда бесконечное произведение

где

(2-37)

Г'”) (г;<и F

равномерно и абсолютно сходится на каждом 
сти г, представляя целую функцию я«> (г; г*), 
нуль лишь в точках последовательности {г*}“.

Доказательство. Заметим прежде всего,

(2.38

компакте плоек 
обращающуюся

что

А'.-' (0; С) =

h •

C)i»-o
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Поэтому

Հա, (0; г к) = Ո А(0; гк) « ехр
4—1

лишь при условии (2.36).
I Таким образом, условие (2.36) необходимо для того, чтобы бес­
конечное произведение к» (г; г*) сходилось в точках плоскости г, от­
личных от точек последовательности {г*}.".
I Согласно предельному соотношению (2.35) теоремы 1

հա {I— А,., {г; |С| е/₽)' Ջ ։ (|'|) = (е г; <»), 
|Ա-* 4 «•

притом равномерно относительно т £ 10, 2՜] и |г| R, где (0, )
любое.

9 Отсюда следует, что для любого 0 существует целое число 
такое что

I ՛ 4 ~
I |1 - л<„-» (г; г„)1 < 25- (/?; «) С Лг, |։| ; /?,

I к41

как только к N (R).
I Поскольку всегда
I ц_|Л(Г)(х; С)| I < ц(г, 01,

то отсюда следует, что при условии (2.36) ряд

I 2 |1 - |Л‘.-> (х; «)| I
■ 4-1
1сходится, притом равномерно в каждом круге |г| R.
I В силу известного признака сходимости бесконечных произведе­
ний, утверждение теоремы доказано.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 31.111.1978

1Г. 1Г. ՋէՓԱՇՅԱՆ. 1Г|| անվԼրյ ։սրտսւր|րյա||ւ մասին (ամփոփում)

I Հեղինակի աշխատանքներում կառուցվել Լր մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆ ա կ տ ո ր ի գա ց ի ա յի
տեսությունր միավոր շրջանում 2է Յք և մասնակիորեն ամրՈղջ ւարթութշան մեջ։ [4]
■ Նշված աշխատանքների հիմքում րնկած գաղափարների և մեթողների հետագա ղարգա ց-

ման միջոցով ներկա Հողվածում բերվում ( մի ունիվերսալ անվերջ արտաղրյալի կաոուցոէմր 
Ա(Ո արտաղրյա/ներր կարող են հիմք ծաոայել ողջ հարթության մեջ կամայական ահ ունեցող 
ասրողջ կամ մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆա կտ ո րիղա ցիա յի լիակատար տեսության կա ոուցմ ան 
'•ա մ ար է
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M. M. JRBASHIAN. On a certain infinite product (summary)

In the series of the author’s earlier investigation« (1, 2, 3) the factorization 
theory for functions meromorphic in the disk or in the whole plane was developed.

The present article carries out the construction of an universal infinite pro­
duct. The construction developos further the ideas and methods, which were the ba­
sis of the mentioned above investigations.

The obtained products can serve for a basis in the construction of a complete 
factorization theory for functions entire or meromorphic in the whole plane, having 

arbitrary growth.
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