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О ГОЛОМОРФНОСТИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ, 
ПРЕДСТАВИМЫХ ИНТЕГРАЛОМ МАРТИНЕЛЛИ БОХНЕРА

§ 1. Основные результаты

Пусть А) ограниченная область в С" с кусочно-гладкой грани­
цей оО. Хорошо известно, что всякую функцию /, непрерывную в за­
мыкании области (т. е. С (£))) и голоморфную в Р, можно пред­
ставить интегралом Мартинелли- Бохнера

/(*)=-  ք /С) ձ/С,
<7о и

(1)

где

и (՜"г}= ' 1)‘՜՛
сЕ — - • • ДсЛя, а с/ С [£] получается из<К выбрасыванием диф­
ференциала с/ <*.  ]

В [1] (в разделе „Исторические замечания и нерешенные задачи“/ 
поставлена обратная задача: пусть для функции /£ С (О) выполняется 
равенство (1), будет ли / голоморфна в При п =1 голоморфность 
/ сразу следует из того, что ядро и (С, г) превращается в ядро Ко­
ши, которое голоморфно по г. При п^>1 ядро Мартинелли—Бохнера 
только гармонично по г, поэтому из вида формулы (1) сразу следует 
лишь гармоничность в й функции /. Задачу можно переформулировать 
так: будет ли класс гармонических функций из С (£)), представимых 
интегралом Мартинелли Бохнера, совпадать с классом голоморфных] 
в О функций. I

Для случая гладких функций / (т. е. /£ положительный
ответ на этот вопрос был получен в работах [2], [3].

Теорема А [3]. Если для С(1) (£)) справедливо (1), то $ 
голоморфна в Б. м

В данной работе задача решается для непрерывных функций.
Теорема 1. Если представляется в О интегралом

Мартинелли— Бохнера, то } голоморфна в Б в каждом из следую­
щих случаев՛.
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а) дИ принадлежит классу С(2\
б) л == 2, граница дИ связна и принадлежит С71’.
Отметим, что из трех утверждений (теорема А и любой из слу­

чаев теоремы 1) ни одно не является следствием других и, что каж­
дое из них доказывается своим методом.

Теорема 2. Пусть /£ С (^£)) и

[ / (С) Д/(С, г) - 0, ։ <5, (2)

Я>

тогда существует С (О), голоморфная в И и такая, что су­
жение 1՛ на <УО совпадает с ], в каждом из случаев а) и б) тео­
ремы 1.

Интегральные критерии существования голоморфного продолже­
ния рассматривались рядом авторов (см., например, [3] [6]). В рабо­
те [4] для функций, удовлетворяющих на дИ условию Гельдера, такой 
критерий (в удобной для нас записи) состоит из следующих условии:

j*  /(С) 4/G, z)=-. 

dD
о
J/ (>) [Л> ™]Л^’ = 0» z 6 0D,

dD

£, т = 1, 2, • • •, л, к =/= т, a g (С, z) = К — 2|2 “2л.

(В [5] для л =2 этот критерий был получен для суммируемых функ­
ций). Первое из этих условий эквивалентно нашему (см. лемму 2 в 
12]).

в [6] (см. также § 3 в[1] и [7]) для существования голоморфного 
продолжения непрерывной на cfD функции f требуется ортогональ­
ность f всем замкнутым внешним дифференциальным формам из —
С.-,. „-1 (О), а не только ядрам U (Z, z). В [3] показано, что С1 ''(<//)) 
голоморфно продолжается в D, если для нее выполнено условие (2). 
I аким образом, для указанного класса областей теорема 2 усиливает 
эти результаты.

Укажем на еще один критерий того, чтобы непрерывная на dD 
функция являлась следом на dD функции, голоморфной в D и непре­
рывной на D. Пусть Yit i (6)—ортонормальный на единичной сфере в 
С" = базис, состоящий из сферических функций (сферических гар­
моник) ([8], стр. 480), где 0 точка сферы, к порядок сферической 
функции, I — номер данной функции средн сферических гармоник по­
рядка к, входящих в базис,

/= 1, 2,-.-, з (к), к = 0, 1, 2,- з (к) = 2 (л-Ц —1 )(2п-Р £ — 3)! 
к\ (2л - 2)!
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Обозначим /а./(') = У*,/  |С|* —шаровые (однородные гармоничес­

кие) многочлены ([8], стр. 475), / -1, 2,•••,□(£), & - 0, 1, 2,---. Се­
мейство {/♦ / } образует базис н пространстве функций, гармонических 
в шаре (с естественной топологией равномерной сходимости на ком­
пактах).

Следствие. Пусть дИ связна и удовлетворяет одному из 
двух условии:

а) гЮ£С<2>,
б) п = 2, граница
Для того чтобы функция /£ С (дП) была следом на ()О голо­

морфной в Г) и непрерывной на И функции, необходимо и доста­
точно, чтобы

С п д ——2.,! (О </:[;]лл = о, (3)
3.0

/ = 1, 2,- 3(0, *=0,  1, 2, -..

Отметим, что при п 1 данное следствие представляет собой 
известный классический критерий, состоящий в ортогональности / (*)  
при интегрировании по дО всем мономам С*,  & = 0, 1, 2, • • • ([9], 
стр. 202).

§ 2. Доказательство теорем 1, 2 и следствия

Доказательство теорем. Теорема 1 следует из теоремы 2, 
так как если для функции (£ С (/)) выполняется равенство (1), то из 
формулы скачка интеграла типа Мартинелли — Бохнера (см. [10], тео­
рема 2 и следствие, а также [1], § 2) получаем (2). (Из этой же фор­
мулы скачка получаем, что теорема 2 следует из теоремы 1, т. е. 
они экзиз1\езтяэ|). Пээтэлу длтлтэз.зэ дэкзззть теэрему 2.

Пусть С (дИ), введем обозначения

Если для / выполнены условия теоремы 2, т. е. = 0, то по форму­
ле скачка интеграла типа Мартинелли Бохнера (см. теорему 2 и 
следствие в [10]) мы получим, что /*  непрерывно продолжается на О 
и ее сужение на (1[) совпадает с /. Рассмотрим теперь функцию о, 
гармоническую в некоторой окрестности О. Существует область / с 
гладкой границей такая, что JГ) и ? гармонична на /. По формуле 
Грина (см., например, [11], стр. 297)
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(л 2)! Оф С) 
дп

си
Оп

где ------ производная функции ф по направлению внешней нормали к
дп

поверхности ()] в точке С, а сЛ—элемент поверхности О]. Заменяя н 
формуле Грина интеграл подходящими интегральными суммами, а про-
изводную разностным отношением, получим, что в некоторой 
ности и (£)) функция « равномерно приближается линейными 
нациями дробей вида # гк), (£)), £=1, 2, • • •. Так как

и{\, 2) = У( 1)‘֊։
л

окрест- 
комби-

то из (2) следует, что

^-<л[ЧЛ</:=о (4)
ап

для любой ф, гармонической в окрестности А).
Рассмотрим последовательность областей О

гладкими границами таких, что д
/п = 1

Нт (5)
<>пт дП

для любой формы а типа 
та ми.

По формуле Стокса

2п—1 С непрерывными на I) коэффициен-

где

Левый интеграл 
нулю, поэтому

в этой формуле в силу (4) и (5) стремится к

Нт (6)
^сп

для всякой функции ф, гармонической в окрестности О.

л

Л

3

л

л

сГ, [ЧЛ</-. = |

О
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Мы сейчас хотим получить, что условие (6) выполняется для лю­
бой ?, непрерывной на О.

Введем следующие обозначения. Пусть г° £ сЮ, а г ' £ £), 
причем эти точки расположены на нормали к поверхности дИ в 

точке и \г+— г°| = [г՜՞—г°|. Определим функцию р (г) так

| 1п( |С— г|,

нИ |ч — г|, г И,

тогда /) = \г £ С1: р(г)<^0).
Если дГ)^С{2\ то можно 

а также [13]):
утверждать следующее (см. § 2 в [12]г

а) существует окрестность 6/ границы области дИ такая, что

б) |§ггас! р| = 1 в и,

иг
Обозначим через Л'/ следующее выражение:

л/± V <*'  д/Г֊'Пг = у ———• 
д. _։ о***  д 21

Лемма 1. Пусть дй^С™ и Е£С(дЕ)), тогда

Нт (Л;(г+ -Л£-(։֊)) = О,

этот предел достигается равномерно относительно точки г°. Ес­
ли Пр (г) непрерывно продолжается на О, то и Ир (г) непрерыв­
но про должаете я на СГ'\О и обратно* .

Пользуясь этой леммой завершим доказательство случая а) тео­
ремы 2.

В качестве областей мы возьмем области

ясно, что требование (5), наложенное на области Ит, выполнено. 
Легко проверить, что

</; [ил Л| = (2/)" (—1)՞+*  -՛ 4֊
1дП'" д'ь

Эта лемма является аналогом (для интеграла типа Мартинелли — Бохнера} 
теоремы А. М. Ляпунова о скачке нормальной производной потенциала двойного слоя 
(см. [14]. а также [15], стр. 61).



О голоморфности функций 163

где бзт— элемент понерхности поэтому

17+ (-2/)՞ .7/^.

Так как /V՜ = 0, то по лемме 1 Л, непрерывно продолжается на 
О и равна на дО нулю. Следовательно, условие (6) выполняется для 
функций из С (£>). Возьмем в качестве такой функции функцию /+, 
тогда по формуле Стокса

при т -♦ эф, поэтому /+ — голоморфна в Раньше мы показали, что 
сужение /♦ на дИ совпадает с /.

Рассмотрим случай 6) теоремы 2. Пусть п = 2, граница дИ связ­
на и дП^ С(1>. Мы показали, что если для /£ С (дО) выполняется ра­
венство (2), то для / справедливо (4). Рассмотрим функцию

а С, — г,) -4- 6 (С2 2г)
6 (Сх а (-2 22)

Эта функция гармонична по С в области О1=СГ1\{^: 6 (Сх — хх) а С2 — 
—г3) =0>. Возьмем шар V, содержащий £), тогда для фиксированной 
точки У можно найти константы а и Ь так, чтобы V. Легко 
проверить, что

^?А^ “ .“3՜
^>2

Из (4) мы получим, что

/ — 0, г £ И,

так как дИ связна, то интеграл равен нулю для всех О.
Лемма 2. Пусть ОсС'— область с границей класса С'՝ и 

Е^С(дО), а 

I [£, т]/\б\ =
00

Н, (г), 

Н? (г), г Г
тогда

Пт (Я*  (Г) ֊/£ (Г)) =0, 
г Л ։“—г*

причем этот предел достигаете я равномерно относительно точки 
2°. Если Нр (г) непрерывно продолжается на И, то и Пр (г) не­
прерывно продолжается на и обратно, если Н՜ непрерыв­
но продолжается на С \П, то н Н։ непрерывно продолжается на

—Ч
& (точки г9 и г± определяются, как в лемме 1).
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Используя лемму 2, закончим доказательство 
мы получили, что Н. =■ 0, следовательно, по лемме
прерывно продолжается на О и на 
Н, 0, так как /7*  гармонична в В.

Далее

теоремы 2. Итак, 
2 функция Н*  не- 
нулю. ПоэтомудВ равняется

Таким образом

О 
дг,

'(*)=  + -Ц/(’.)֊—= у=1, 2

гН)

т. е. /’ является голоморфной в О функцией.
Доказательство следствия. Функция /~ (г) гармонична 

при 2 (; В, поэтому для равенства /“ (д) =0, г £ В, достаточно, если 
С" В связна, чтобы / (г) 0 вне шара В, содержащего О. При г՜ В
функция £ (', гармонична по С в В и, значит, представима равно­
мерно сходящимся внутри В рядом по базисным гармоническим поли­
номам £*,.՛.  Следовательно, условие (3) влечет за собой выполнение 
и (2).

Обратно, если / продолжается в £), как голоморфная функция, 
непрерывная на /), то (3) верно ввиду (^-замкнутости подынтеграль­
ной внешней дифференциальной формы.

Доказательство вспомогательных утверждении

Доказательство леммы 1. Пусть С (дВ). Ясно, что 
вторая часть леммы следует из первой.

Так как М£ = /\/р+(: 
считать, что Г (2°) = 0.

Отметим, что

где С произвольная постоянная, то можно

он о

элемент поверхности дВ. Поэтому

л//г ՝ (п —1)! ՛ ф

Г) О
~п —*-։ Ль I

(Ь.

Следовательно,
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г>/)

Обозначим первый интеграл через /։, а второй интеграл через 
У 2’

С помощью унитарного преобразования и сдвига переведем точ­
ку в точку 0, а плоскость, касательную к дО в точке г°—в плос­
кость — ги СЛ: 1т юл = 0*.  При этом дО в окрестности нуля бу­
дет задаваться системой уравнений '*  = 'и», — ия 4՜ г? («>), здесь

• В [111. |15) »ти оценки приводятся для пространства Я3, но они легко пере- 

чосятсн и на при п ։3.

'' = (С։, С,,‘ • •» ’я-1), = (и’р 1иг,- - •, ШЛ_։) и Ш =('ш, Ип) £ 3- ФуНК֊
ция ՛!> (о») дважды непрерывно дифференцируемая в окрестности И' 
точки 0 плоскости а, г- =(0, 0, •••, 0, п/п ).

Поверхность дй является поверхностью Ляпунова с показателем 
Гельдера равным 1, значит, справедливы следующие оценки (см. [11], 
стр. 314-317, [15], стр. 16-19)*:

|!> (ш)| < С [ш]’, ™ £ 1Г, (7)

•С С |ш|, у = 1, 2, • • •, п — 1,

здесь г, = х, 4֊ 1'у,.
Отсюда следует, что

Су I и’|, 1Г, (8)

к — 1, 2, • • •, п — 1, так как

дгI дгу
др ---- и др 

ду*
<С։ при

причем константы не зависят от рассматриваемой

и-е г,

точки. Далее

|С (ш)| < С3 |и’|. (9)

Зафиксируем е>0. Возьмем в плоскости 3 шар Ь с центром в 11 
и выберем а^>0 так, чтобы:
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1) Вс IV,

2) К С («0)| < е при и> В,
3) В X [— о, а]с и,
4) С (2 |г/„| + С 1ш|։) < 1 для |уя| < а и и.՛ £ В,

Пусть г —г , справедливо тождество 
— О (и’))2« Отсюда

I: (ш) — гр = |ш|2 + (.Ул —

но

Следовательно

где Л (и», г) равномерно ограничена для ш £ В, |у„| ■< а.
Поэтому • .

(Ю)

(И)

и функции Лр Л, ранномерно ограничены при ™ € В, |уя| < а.
Оценим интеграл /։ по части поверхности дО, соответствующей 

шару В, т. е. интеграл Используя (10) и (7), получим

Далее, учитывая, что с/а где </$ — элемент плоскости а

17ГI < (М2 + у У Г

Первый интеграл есть интеграл Пуассона для полупространства 
(см., например, [16], стр. 75) и не зависит от у+, а второй интеграл 
непрерывен в точке 0. Поэтому
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l/fl <е/71,

где т не зависит от рассматриваемой точки и функции Г.
Интеграл по оставшейся части границы, очевидно, может быть 

сделан как угодно малым при г± —♦ 0.
Легко проверить, что после унитарного преобразования и сдвига 

вид интеграла не изменится. Поэтому

+ ' («2+ Ф2 +у2 -
О

Интеграл /2 по части поверхности dD, соответствующей шару В,
разобьется на три интеграла

Каждый из этих интегралов, используя (7) — (9) и (11), можно 
оценить так же, как

Доказательство леммы 2*.  Так как Н? = то мож­
но считать, что !՝'(г°) = 0. Так же, как в лемме 1 сделаем унитарное 
преобразование и сдвиг. Получим, что дО в окрестности нуля будет 
задаваться системой уравнений

I 'С = 'и, =- ип 4֊ г? (w)

[(мы придерживаемся обозначений леммы 1). Причем ? (w) непре­
рывно дифференцируемая в окрестности U точки 0 плоскости з и 

=о (|w|).
► ____

♦ Это доказательство аналогично доказательству теоремы 2 в |10| (см. также 
111], § 2).

1296-6
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Зафиксируем £ 0 и возьмем в плоскости я шар В с центром в
О, такой, что:

1) В а 1Г,

2) |/-'(С(ш))|<е при и^В,
3) |ш г |<С|С(о»)—г | для ги^В.
Условие 3) обеспечивается соотношениями

I«’ — (п»)| = | Ь (ս.)յ =о (|սւ|),

— г ||ш (ս՛)| 4՜ 1“ (ս») г | = |ձ (ա)| ֆ֊ |С — г |.

Пусть В’ = I» £ дГ)՝. С = £ (ш), ш £ 2?|.
В силу условия 3), наложенного при 

ства |С (ш)| -С С, |и.'| С։ |«’ — г |
выборе шара В՝ и неравен-

2 (2п 1)|г + | 
|ш — г' |2я

Точно также

մօ ժյ ժտ.
Наконец,

Теперь из условия 2), 
(12)—(14) получим, что

наложенного при выборе шара

| Г(’.) (ժյ С, х ‘ )Л Л [4, т]/\Л - с, г-)ЛЛ (Հ т]Л«Л]|< 
В՛

(12)

причем не зависит от рассматриваемой точки и функции Г.
Так же, как в лемме 1, вторая часть леммы 2 следует из первой-

Институт физики 
им. Л. В. Киренского 
СО АН СССР Поступила 26. IV.1977

Ա. 1Г. ԿԻՏՄԱՆՈՎ, Լ. Ա. ԱՅԱԵՆԲԵՐԴ. 1Гшгш|1С1<։|1-РпКС1г}» 
անբեր) հատ ֆունկցիան), րի նո|ոմորֆության մասին (ամփոփում)

ի ն տԼ րյր ա । ո ւ| նԼ г1|Ш յ ւսցւ|ո,

ԱշխատաՆքում ապացուցվում Լէ որ անրնց Հատ ֆունկցիան, ոթր ներկայացվում է Մարտի9 
նևյի^Բոհների ինտեգրալով սահմանափակ տիրույթում, հպոմորֆ ( այգ տիրույ^Ո^
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հետհյայ ամեն մի դեպքերում. ա) եդր յ) Ո - ն պատկանում է Շ^Ղս“/Ւ^,< Ր) Ո = 2 • եզր 6 Ծ-ն 
կապակցված է !• պատկանում է ) Ւն 1 ներվում է հայտանիշ տիրույթի ԿրԻ վրա տրված

է ֆունկցիան ա/7 *ոքւրույ^ւււմ  հոշոմ որֆ շարունակվեււււ ‘»ամարէ Աքրյսվիսի շարունակութ յան 
դՈյՈւթյան համար ինչպես ա), այնպես էյ ր) դեպքում յ ֆունկիցան պետք է յ ին ի օրթոդոնա, 
ՄարտիՆեյի-Բոհների Ս (հ, է) կորիզներին, Լրր շ ~ ը,

A. M. KYTMANOV, L A. AIZENBERG. A bout holomorphness of continuous 
functions, re presentable by the Martinet It-Bochner integral (summary)

lit this paper we prove that continuous function, representable in bounded 

domain DCC by the Martinelli-Bochner integral, is holomorphic in this domain the 
following cases; a) boundary dD belongs to the class CJ. b) n 2, the boundary OD is 
connected and belongs to the class C։.

A criterion of existence of holomorphic continuation of continuous function f 
from dD in to D is given.
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