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Р. В. АКОПЯНК ТЕОРИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ^-НЕОТРИЦАТЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРАВ этой работе обобщаются и уточняются некоторые результаты заметки [2].Пусть Н гильбертово пространство, в котором наряду с обыч­ным скалярным произведением (/, #) (/, введено индефинитноескалярное произведение
[л d=(;/.?). j=p+-p-.где Р взаимно дополнительные ортопроекторы в Н.Для любого линейного оператора А, действующего в плотной области определения £)(Д), соответствующий /-сопряженный опера­тор однозначно определяется при помощи равенства
[А{. «] = [/, /£Р(4).Оператор А называется /-самосопряженным, если /1==Д. В дальней­шем под /-неотрицательным оператором понимается /-самосопряжен­ный оператор, удовлетворяющий условию

[Af, /]>0, f£D(A).Для /-неотрицательного оператора А, имеющего хотя бы одну регу­лярную точку в верхней полуплоскости, известно следующее спек­тральное разложение [1]
Д = 5֊Ь

—• асгде Е (/) семейство /-ортогональных проекторов, определенных всю­ду, кроме точки л = 0, причем [£ (^) /, /] не возрастает при л 0 и не убывает при /. ^> 0, а 5 /-неотрицательный ограниченный опера­тор такой, что О, 5£(Л) = £(△) 5= О, 0~Д.Для резольвенты оператора А, на области определения £>(Д) справедливо представление
(А г/)-1 = 2 - А + ± Г (|т г ^0), (1)

г г* г I )ггде f] локально суммируемая, неотрицательная функция.



К теории спектральной фу>гкцин Ц51°. Спектральная функция Е (X) /-неотрицательного оператора А называется регулярной в точке нуль, если существуют пределы5 — Нт Е (к) = Е (—0), 5 — Нт £’(/.) = Е(+ 0). к-֊0 к-ц֊0Регулярную в точке нуль спектральную функцию Е (/) определяют в нуле, полагая Е (0) = Е (— 0).Спектральная функция Е (X) /-неотрицательного оператора А на­зывается регулярной на бесконечности, если существуют пределы
5 Нт £(Х) = £(—оо), 5 — Нт £(Х) = £(-}- оо).

А -* — Х-* 4- •»Регулярную йа бесконечности спектральную функцию Е(г) нормируют, полагая
Е (— со) — 0, Е (4՜ 00) = /•Спектральная функция Е /-неотрицательного оператора А назы­вается регулярной,если она одновременно регулярна и в точке нуль и на бесконечности.Пусть спектральная функция /-неотрицательного оператора ре­гулярна, тогда пространство Н разлагается на /-ортогональную сум му вида

я=М[+]я2[ ]Н3,где
Нх = Е(0)Н, //, = (£(+0)-£(-0)) Н, Н3 = (/-Е(+0})Н,причем подпространство Нх равномерно отрицательно, подпростран ство Н3 равномерно положительно, и эти подпространства входят в ядро оператора S. Оператор А на подпространстве Н. совпадает с оператором 5. В том случае, когда спектральная функция оператора 

А регулярная, на подпространстве Нх [ т] Н3 можно ввести новое скалярное произведение следующим образом:(/> Я)1 = L/i> oil 4՜ [/г» £?]> если / = /i + /2. g = gi + gi и Л. gi € Л» gi € Ну
L • у .’* *• ii *Очевидно, что метрика, задаваемая этим скалярным произведением эквивалентна старой метрике, причем относительно нового скалярного произведения оператор А является обычным самосопряженным опера­тором. /Ге о рем а 1. Для тою чтобы спектральная функция Е (X) 
J-неотрицательною оператора А была регулярной в точке нуль, 
необходимо и достаточно, чтобы на ядре оператора S выполня­
лись условия

М|(Л - ц/)—*|| < — (k = 1, 2, - • ), при у I 0, (2)
У

Де М— не зависящая от к константа.



116 Р. В АкопянДоказательство. Для некоторого а^>0 рассмотрим разло жение пространства Н на /-ортогональную сумму подпространств 
н= Нд [+]//;,где

Н^—Е (△) Н, △ = ( — а, а),
Н /-ортогональное дополнение к /7д.Поскольку эти подпространства инвариантны относительно опе­ратора Д и спектральная функция оператора А регулярна в точкенуль тогда и только тогда, когда регулярна в точке нуль спектраль­ная функция оператора Дд (Дд сужение оператора А на подпро­странство то достаточно доказать теорему для оператора Дд.Пусть спектральная функция оператора Ад — регулярна в точке нуль. Так как Дд ограниченный оператор, то его спектральная функ­ция будет регулярной. Поэтому на подпространстве /7д։ [ Т ] Л/дз опе­ратор Дд — подобен самосопряженному оператору. Отсюда следует необходимость условий теоремы.Обратно, пусть выполняются условия (2). Докажем, что на ядре оператора 5 для всех у 0 имеет место

У*
(3)При у 1 0 эти неравенства выполняются по условию, а из (1) для опе­ратора Дд имеем (на ядре 5)
(4)

У УДифференцируя (4), получим 1 4 М|(Лд - iy) * и < — + рр- (& ■= 2, 3,...).
У* v*+lСледовательно, при //^>4Afi будем иметь(4=1, 2,...).

УПо известной теореме [3] теории полугрупп операторов из (3) получаем, что оператор — /Дд является производящим оператором ограниченной группы операторов е , т. е.lie~“Лл J Л/ при всех /.Отсюда, согласно теореме Б. С. Надя [4], следует, что на ядре опе­ратора 5 оператор А подобен самосопряженному.



К теории спектральной функции 117
J- неотрицательного оператора 
сти, необходимо и достаточно

Теорема доказана.Теорема 2. Для того чтобы спектральная функция Е (>.) 
А была регулярной на бесконечно- 
чтобы||(Д н/)՜*!’ Л?У* 2,- • • ), при у I ОО. (5)и = 1.Доказательство. Снова рассмотрим разложение

Н=НД+]Н,.Обозначим через Дл сужение оператора А на подпространство Н .Поскольку Спектральная функция оператора А регулярна на беско­нечности тогда и только тогда,спектральная функция оператора когда регулярна на бесконечности 
А^, то достаточно ограничиться рас­смотрением няются при оператора А[. Для оператора Д, неравенства (5)всех у > 0, поскольку (Д^— г'у) 1 ограничено в выпол-окрест-ности нуля.Далее повторяется рассуждение теоремы 1.Объединяя теоремы 1 и 2, получаемТеорема 3. Для того чтобы спектральная функция Е р) 

]-неотрицательного оператора А была регулярной, необходимо и 
достаточно чтобы на ядре оператора 5 выполнялись условия

М<4-(Л = 1,2,-- ) при у>0.՝.
У2°. Приведем пример одномерного возмущения, при котором ре­гулярность в нуле спектральной функции нарушается.Пусть А — /-положительный оператор ([Д/, /] > ^> /£^(Д)» { 0) с регулярной спектральной функцией Е (л), тогда пространство

Н имеет разложение
Н~Н,[+]На.ак как подпространства /Д и инвариантны относительно опера- ора Д, то для любого ® будем иметь((Д — г'у)՜1 ?, (А— /у)՜1 <р)! = — [(Д —г'у)՜՜1 ?, (Д—г'у) 1 ?] 4֊ о •[Е (^) ?, у] Г [Ер.) ф, с]4֊ у2 .) + У2+ [(>4 г'у)՜1 ®, (Д -п/)՜1 ?] = ֊

ведем обозначения: о • 
ЦЕ (л) ?, С </(Е (л) ?, ?]

] >2 + У՝

ля резольвенты оператора А — А 4՜ а [•> ?] ? справедлива формула



118 Р. В Акопян=_ _ --- -- ----- =-■ —--- ■(Л ./)-՛ = И ^ ՛ - г;ь;л-^^(4-,/)-?(|П1^О).(6)Легко убедиться, что можно реализовать случай, когда спектральная функция £ (/■) оператора А и вектор ф такие, что имеет место
[£ (К) ф, о] ֊ [£ (0) ® ,?] =

1 1/1п 14 1/1п X 1 0
приприприприприПоложим [£(X) «, ®] — [£ (0) ф, ф] = з (X).Докажем, что у Ц (Д !у) 1 || -> 4՜ со, при у 1 0. В данном случае из (6) следует, что достаточно показать

о при у 1 0.
Для у<^е 1 имеем

1 _ /гс1г 2 _1у 1п* 2 /у ՝аГС й / у 4/ 2^у 2|/у 1п։2Г// 'Таким образом
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уЬ (у)> —-----1п у / е/з (/) л?.у!п\уСледовательно

уЬ (у)I —► -|՜ °° при у 1 0.
Этот пример показывает, что лемма 2 из заметки [2] в общем случае неверна.Пусть /5 /-неотрицательный ограниченный оператор такой, что52 = 0 и5=5Н[-,?]ф(«>0).Поскольку подпространство V(линейная оболочка векто­ров ® и 5©) приводит оператор 5 и 5, то, очевидно, что спектраль- ная функция оператора 5 регулярна. В этом случае регулярность спектральной функции сохраняется при любых конечномерных возму­щениях.Однако, регулярность спектральной функции в этом случае уже при ядерных возмущениях, вообще говоря, нарушается.Действительно, пусть ?1։ ф1։ '?2, ••• —ортонормиронаннын ба­зис пространства Н и, 5ф։ = 0, /?/ = у,, /у, = ?,(/= 1, 2, - • • ).Легко проверить, что 5 /-неотрицательный оператор и[£?/, ?/ ] = ['Ь , ?<] = (?/, фД = 1, (?/> фД = [*<» Ф«] = 0 (/ = 1. 2, - •, )•Пусть 5՜ = -}֊ К, где

К = у «/[•, !, 11 > 0 (/ = 1, 2,-• • ) и У 11 < ОО.1-1 <•!Нетрудно доказать, что 5 является /-положительным оператором и подпространства К (ф/ , 1ч1 приводят оператор 5. На этих подпро- странствах оператор 5 совпадает с оператором
5 + 1,<?Д (/= 1, 2, • )•Найдем собственные векторы и собственные значения оператора Л в этих подпространствах.
/ = 0/ + Ц %֊ и 5/=>/.

296-3



120 Р. В. Акопянт огда .8/ + 3/ Ն - >՝?/ ?/ 4- Խ 'Ь >откуда л = + է Я/ .Соответствующими собственными векторами буду т— Ւ*«7 ?/ + Խ ДП= у *<<?/ 4- '>/, причем
Если бы оператор 5 имел регулярную спектральную функцию Е (>•), то должны были выполняться следующие соотношения:

Н=Н1[+]Н3, НГ=Е (0)Я, /73=(/-£(0))//,I де //։ равномерно отрицательно, Н3 равномерно положительно, т. е.
[/» /] > т (ք, ք) при и [/, /]>ма, /)при ք 2 Н3 (тп > 0, М>0).В частности

֊[/<?, քտ]>րո(ք^է ք^) (/= 1, 2,- •Вычислим /՝2}), получим(Л9, /(О) = а, + 1.Таким образом 2 | я/ > ти (а։ -г 1) (/ — 1, 2, • • • ).Эти неравенства, очевидно, не имеют места при достаточно больших /.В заключение выражаю искреннюю благодарность Марку Гри­горьевичу Крейну за подробное обсуждение результатов этой работы.
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1Ւ. Վ. ՀՍ.Կ11Ր8ԱՆ. 7-ոշ բացասական օպերատորի սպեկտր այ ֆունկցիայի տեսու|»|սւն 
մասին ամփոփում)

Կրոյակի սաՀմ աՆափակումների դեպքում ցրհոման վրա, ապացուցվում Լ, որ յ֊ոչ րա- 
դասական շպհրատո րի սպեկտրա/ ֆունկցիայի ոեցոէյյարութ յունր կայան է վերջավոր չափանի 
ցրդոումների նկատմամրւ

Ընդհանուր րյեպքոէմ (առանց սահմանափակման) այդ արդյունքր ճիշտ ;(ւ Բերվում Լ 
միաչափ դրդոմ ան օրինակ, որի դեպքում սպեկտրայ ֆունկցիայի ո ե դույ յա ր ո ւթ յուն ր խախտ­
վում Էւ
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R. V. HAKOPIAN. On the theory of tpectral function of J-nonnegative

operator (summary)

It is proved that with certain limitations on the perturbation the regularity of 
spectral function of J-nonncgative operator is stable under finite-dimensional pertur­
bations.

Without any limitations this result is not correct. An example of one-dimen­
sional perturbation is given which yields the spectral function nonregular
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