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ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
НА РЕГУЛЯРНОЙ СЕТКЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ТРЕХМЕРНОЙ

ОБЛАСТИ

В настоящей статье для решения трехмерных эллиптических 
уравнений с разрывными коэффициентами сдроятся вариационно-раз
ностные схемы на регулярной сетке на основе кусочно-линейных ба
зисных функций, удовлетворяющих условиям на разрыве. Показано, 
что оценки скорости сходимости схем в норме пространств IV'‘ и 
обладают предельной точностью.

£ 1. Построение вариационно-разностных схем (ВРС)

1. В ограниченной односвязной области 2 пространства /?3 пере
менных (хр х2, х3) (х, у, г) с границей 5 рассмотрим уравнение

с краевым условием

ди

°*,
соз (V, X, )4- ՅԱ = 0, 3 >0, 

Տ
(2)

где V — внешняя нормаль к 5.
Пусть внутри 2 задана поверхность Л, не пересекающаяся с 5, 

которая разбивает 2 на две подобласти 2Х и 2, —внутреннюю и внеш
нюю. Будем предполагать, что А и 5 являются гладкими поверхностя
ми класса С".

Уравнение (1) удовлетворяет условию эллиптичности, то есть 
для любой точки (х, у, г) г 2

з з
2 си/(х, у, *)£/;/>  И V V;, !1 > 0.

/./=1 1—1

Предположим следующее:

6/ ес>(2), /=1, 2, з, аес(2), о6С1 (Я /с ^(2).

Что же касается коэффициентов то они терпят разрыв вдоль по- 
верхности Л; кроме того, ац - С? (2/), где /у=1, 2, 3, 1—1, .



Метод решения эллиптических уравнений 141

Задача состоит в том, чтобы найти функцию и (х։, х2, х3), удов
летворяющую в области 2 уравнению (1), условию (2) на границе 5, 
а также следующим условиям на поверхности Л разрыва коэффициен
тов а։/-

[“] \ = в+ — и = О,
ди
д\'

= 0, (3)

где 
ди 

дЙ СО5 (п, СО5

а п — внешняя относительно области 2։ нормаль к А. Знак 4՜ (или—) 
у функции означает, что берется ее предельное значение на Л из 
2Х (или 22).

Введем следующие обозначения:

ь («. ф)= I ( У а,)"- + У 6, — Ф + аи 2
Л >=1 °х> дх‘ "| дх‘

+ || зиФ</5, (/, Ф) = | /Ф</2;

А 
здесь и ниже <№ = дхдуд*.

* Буквой С с индексами внизу и без них здесь и везде ниже обозначаются 
различные положительные постоянные в неравенствах, не зависящие от /։ и рядом 

стоящих множителей.

Обобщенным решением нашей краевой задачи назовем функцию 
и из (2), которая удовлетворяет интегральному тождеству

Ь(и, Ф) = (Л ф) (4)

при любой ф£Д^(2).
Известно, что обобщенное решение задачи принадлежит простран

ству в каждой из подобластей 2Х и 22, и имеет место оценка }1]

<5>

Предполагается, что выполняется условие коэрцитивности, то 
есть для любой и £ II7.; (2) имеет место неравенство

Ь (и, с М?. е-
2. Выберем некоторый положительный, достаточно малый, пара

метр Л, называемый шагом сетки.
Рассмотрим в пространстве 7?3 кубическую сетку с шагом А. Че

рез □ /^обозначим ячейку сетки: /А-С х1-^(| 4-1) А, /А-С х2 .(/ 1)А,
АА < х, < (А 4՜ 1) А. Каждую ячейку сетки разобьем на шесть треу
гольных пирамид, которые назовем симплексами и будем обозначать 
их через А*,  где А=1, 2,։։ >, 6 (рис. 1).
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Через 2", называемой сеточной областью, обозначим наименьшее 
объединение симплексов, содержащее 2. Вершины симплексов, состав
ляющих 2А, назовем узлами сетки и обозначим через R1'.

Рис. 1.

Пусть поверхность А разбита на конечное число не налегающих 
друг на друга кусков \ = II и для каждого Кот существует область 
Птс#ги регулярное отображение: Ф™ П^,—такое, что Фт(Пт) = Лт» 
Рассмотрим цилиндры (Х = [0, | 3 Л] X Пгп, — [ — У ЗА, 0] X П„, и 
отображения Ф^: <2™От = <2*  II <2ш:

Ф™ (г, /„ (г) = Ф„, (/„ I.) + гп+ (Ф„, ((„ /.)), г£ [0, I 3 Л]

Фт (г, /р ^2) — Ф т (/р /«) -֊!֊- ГП (<1 т (/р /2)), г£[֊Г' ЗЛ, 0], (/,,

где и՜ и п~ есть единичные векторы конормали к поверхности А, 
для определения которых надо брать предельные значения коэффи
циентов а,/ из 2։ и 22 соответственно.

Множества иФ^(<2*)  и 11Ф^((2՜) обозначим через и оЛ со
ответственно. Таким образом, область шА — шА и ш2 состоит из точек 

2, удаленных от А не более, чем на р 3 А по направлению конормали.
Координаты (г, /։, /2) в ^щ=[֊)'3 А, рЗЛ]ХПт, г^[—V ЗЛ, 

V з л]. (/,, т выберем так, чтобы для якобианов отображений 
Ф‘ выполнялось неравенство

Через 2А обозначим множество всех тех симплексов, которые 

имеют непустое пересечение с областью 2г\ш^, где е = 1, 2. Пусть 
2Л (А) — 2А\(2*  □ 2*);  ясно, что 2Л (А) с шА.

Второе из условий (3) в системе координат (г, ^3) примет вид.
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»Г. (О, Г„ /,) [—У + 4Й(О, /„ 4) (—У+Аз'О, /„ Л.) /"—У - 
\Ог/ М^/

=ДГ1 (0. <„ г.) ^У+4» (0, <։) (— У + ЛГз (О, /„ (,)(— Г. (6)
\^г/ \д1х/ \'Л2

При помощи преобразований

Л^ (0. Ц, 12) 
г‘ ։՜ л(О, /,,Т)՜ г

С = к А ц (0» М

если г>0,

, _  -^12 (0> Л» О 4՜ -^13 (О’ ^1» ^2) г
' ' Лц (0, О

Л- (0, /2)
л,-,(о, <„ ;2) г

если г О

> —г Лц (О, /։, /2)

I

перейдем к системе (с, ть С).
При помощи непосредственных 

том, что условие (6) в системе (;,
вычислений можно убедиться в 
') примет вид:

(7>

Все симплексы, составляющие 2Л (Л), пересекаются с поверх
ностью Л. Возможны два случая:

а) одна вершина симплекса находится по одну сторону поверх
ности Л, а три другие—по другую;

б) две вершины симплекса находятся по одну сторону поверх
ности Л, а две другие — по другую.

Проведем новое разбиение области 2Л (Л). Для этого рассмот
рим некоторый симплекс АВСАХ, удовлетворяющий случаю а) (рис. 2)- 
Пусть вершина А1 принадлежит 2р а три остальные — 22. Проделаем 
следующее:

1) выделим все те ребра симплекса, которые пересекаются с по
верхностью А (ЛЛР ВА2 и СЛ^;

2) перейдем от системы (х, у, г) к системе (г, Л.), а затем к
системе (;, т;, С); образы концов отделенных ребер в системе (;, т(, I) 
соединим отрезком прямой, при этом прообраз точки пересечения от
резка с плоскостью С = 0 в системе (х, у, е) назовем точкой разрыва; 
ясно, что точки разрыва находятся на поверхности V, и каждому реб
ру соответствует одна точка разрыва; обозначим точки разрыва че
рез /У2 и /У3 соответственно;
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3) каждую точку разрыва соединим с концами (соответствующей) 
отделенного ребра, после чего „стираем“ данное отделенное ребро; 
отрезком прямой соединим те точки разрыва, которые соответствуют 
одной грани симплекса;

Рис. 2.

4) в результате построений 1)—3) получим треугольную пирами
ду Д х Ми пятигранник МХ/\В/У3АВС; разобьем пятигранник на 
треугольные пирамиды ВЩМ/У» АВГ^М^ АВС/\Г3; многогранник 
А^^^АВС назовем „ломаным симплексом“;

5) те же самые преобразования проделаем для каждого симплек
са вида а). I

• еперь перейдем к случаю б). Рассмотрим, например, симплекс 
В(А1В1 (рис. 3). Пусть вершины А1 и Вх принадлежат а В и С—обла-

Рис. 3.

сти 12։. Предположим, что с поверхностью Л пересекаются ребра ВА,, 
ВВ„ СВ, и СА,. Для этого симплекса проведем преобразования, схо
жие с преобразованиями 1)—5) для случая а); при этом преобразова
ния 1) —3) остаются в силе. Точки разрыва обозначим через М1Г М» 
М3 и М4. Далее,



Метод решения эллиптических уравнений 145

4) соединим отрезком прямой те две точки разрыва, которые 
соответствуют различным граням и расстояние между которыми мень
ше, чем расстояние между двумя другими (на рис. 3 это точки М: и 
Д/4); точки М, и соединим с вершинами В'С, Аг и В1, если они не
были соединены до этого.

Полученный в результате многогранник, состоящий из шести 
треугольных пирамид, назовем „ломаным симплексом“.

5) те же самые преобразования проделаем для каждого симплек
са вида б).

Замечание 1. Новое разбиение симплексов, имеющих общую 
грань, надо проводить так, чтобы, во-первых, части, на которые раз
биваются симплексы, не пересекались и, во-нторых, не образовывалось 
„пустот“. Ясно, что точка разрыва ЛА, совпадает с точкой разрыва 

а точка точкой (рис. 2 и 3).
Замечание 2. Если точка разрыва совпадает с узлом, то до" 

волнительных трудностей в связи с этим не возникает.
3. Перенумеруем все узлы из Ял, и каждому узлу (х1, у\ R֊ 

поставим в соответствие функцию (х, у, г), которая равна единице 
в узле (х*,  у*,  нулю—в остальных узлах, а в точках разрыва оп
ределяется однозначно так же, как это делалось в [2], то есть по
средством линейной интерполяции в системе (;, т(, '). После того, как 
определены значения функции (х, у, г) в узлах и точках разрыва, 
она восполняется линейно на всех регулярных симплексах и треуголь
ных пирамидах, составляющих „ломаные симплексы“, оставаясь при 
этом непрерывной.

Для произвольной сеточной функции «» = определенной на 
R', поставим ее кусочно-линейное восполнение следующим образом:

^(x,y,z)— 2j фл(х, у, г), «»(х*.  у", с*)  = >՛><. (8)
(х*.  у*.

Множество функций вида (8) обозначим через Н,. Ясно, что Hi, cz 
с (2*).

Приближенным решением нашей краевой задачи назовем функции»

v^Hit, которая удовлетворяет интегральному тождеству

L (и» ?) = (Л <?) (9)

при произвольной у £ Hft-
Полученная ВРС является пятнадцатиточечной. Нетрудно про

верить, что для уравнения Лапласа она становится семиточечной.

§ 2. Вспомогательные утверждения н оценка 
скорости сходимости

1. Пусть {(0, 0,0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1)) симплекс в 
пространстве переменных (х։, х,, х3). По теореме вложения [3] функ
ция и из 1TJ(Q) при т — 3 эквивалентна непрерывной функции и
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Ы< щ) < С ц|2. (). (10)

Если м £ И^(<2) и принимает нулевые значения в вершинах сим
плекса (}, то по теореме С. Л. Соболева об эквивалентной нормиров
ке пространств (С?) [3] справедливо неравенство

И
и, следовательно,

I«»?.

с У. '( |О= «|։ дх^х^х3
(2) Л 

у

|П֊՝ и|* </х.</х2</х3,

(И)

(12)

где £)*п  означает 
рядка два:

(здесь и далее) любую из частных производных по-

!•>СЛ и
1) " = д^джПЬЛ

причем символ означает, что суммируются все производные поряд
(2) ,<

ка два.
Из неравенств (10) и (11) следует, что

тах |н (х1։ х2, хд)|*-^  С 2 I |£)՜ и|՜ (1хгс1х2(1хл.
(г,, х,. х,)е<? ‘ (2) .1

а

(13)

Пусть линейное преобразование х*  = хй/Л (к = 1, 2, 3) переводит
симплекс (2 в симплекс А = {0 V х։ Л, 0 х2 к — х,, 0֊^ х3< х,},
тогда неравенства (12) и (13) соответственно примут вид

и. ։ < с/.= V I |£У՝ и!2 (1х. дх., с/х»
(2) •) 

д

тах
-I 2» )Е А

|м (хр х2, х‘|2 < СЛ V ( |£>: и|2 дх\ с/х2 </х3.
(2) 3 

А

(14)

(15)

2. Пусть и есть обобщенное решение нашей задачи. Напомним, 
что область накрывает область 2. Поэтому для того чтобы по- 

строить в кусочно-линейное восполнение и функции и, ее следует 
продолжить за пределы 2. Так как в области 22 функция 1Т2 (2-)> 
то через границу 5 продолжим ее с сохранением класса и нормы 
17  (2։) [4].*

Тогда [5]

)« иЦ|, (16)
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Для оценки правой части неравенства (16) нам понадобится еще 
два типа продолжений функции и: первое из 2։ в 22 с сохранением 
класса и нормы (-1), которое обозначим через un второе из 2, в 
2t с сохранением класса и нормы II'(22), которое обозначим через 

и?»
Лемма. Пусть и £ IT; (2& =1, 2- Тогда в области при 

достаточно малом К имеет место неравенство

|w u'j. ,./։■< Ch 'и|к (/=1, 2). 11 5*.  *l (17)

На доказательстве этой леммы останавливаться не будем, так 
как оно легко проводится с применением неравенства (14).

Теперь оценим разность и и для „ломаных симплексов“.
Пусть „ломаный симплекс“ А состоит из четырех симплексов: 

Др Д2, Д3 и Д4 (рис. 2). Обозначим через (;/, гд, С/), (/ — 1, 2, 3, 4) 
образы вершины А, В, С и 4։ в системе (с, т;, ').

Пусть (;/, ։ — 1, 2, 3, 4 есть вершины симплекса Д и

шах |;/ — = егЛ, тах |т<; — | = е0Л,
1< /. j 4 к/, л 4

тах г I •*

где ер е2 и е3 — положительные постоянные, не зависящие от Л.
Из условия (7) следует, что функция и (;, ’) « ",՜1 О» т» ՝) ПРИ՜

надлежит И7? (юл (;, С) есть образ шл). Через и (;, С) обозначим 
ту линейную функцию, значения которой в точках (;4, т|։, „), где ?=1 
2, 3, 4, совпадают со значениями функции и (;, ч, '). Так как и 
£ (Д') и и(;/, ;։) = п(;н тд , ч ), то производя замену перемен
ных с = ех х’р 71 = е2х„ С = е3х3, а затем применяя неравенство (15)
и, наконец, возвращаясь к старым переменным, получим

д'

Пусть точки Л\ (& — 1, 2, 3) есть образы точек Л*  (к =1, 2, 3) в 
*** — 

системе координат (;, С). Так как в точках Л« функции и и и совпа
дают, то из последнего неравенства получим, что

|u (N„)- Ü(/V,)|։ <. СЛ S |О-иГ did',d՜, 4=1, 2, 3.

Возвращаясь к переменным (х, у, г), приходим к неравенству
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|и(ЛМ «(Л/.)12<сл2
<2)

х /Ъ Г»

; |£)2 и|*  дхдус/г-^- I |£)։и|2 дхдудг | , (18)

где (2, с!2р (22 с 2, и и О. прообраз Д'.
Имеем

|и — и]?, Авсл,|.\»л։д։ = 2 Ци — иЦ?, А/ • (1$)
I =1

Пусть, например, А ։ Л\ > А ։ Д'.А^2. Введем обозначение: Л,•= А} Л’ 
(/ 1, 2, 3). При помощи линейного преобразования симплекс Д1 пере
ведем в симплекс Д։ = {0 < х։ Лр 0 х2 < Л; (Л3 — х,)/Лр 0 хл < 

.֊. Л3 х^/Лр так, чтобы точка Д։ перешла в (0, 0, 0), в (Лр 0, 0), 
Д’, в (0. Ло, 0), а Л'3— в (Лр 0, Л3).

Для первого слагаемого в праной части последнего равенства

ди
дхь

дх1дх2дх3 = /։ -|֊ Л 4՜ *з-

Оценим 7։:

ди (хр х2, х‘) 2

дх\ дх, с/х՝ г

ш (Лр0, 0)-п(Лр 0, О)Р 
л?

(1х}дх ,дх’3 ;

(201

здесь принято во внимание совпадение функций и и в точках (0, О 
0) и (Лр 0, 0). Оценка первого слагаемого в правой части (20) выве
дена в [5]. Оценка второго слагаемого и третьего следует из леммы 
и из неравенства (18) соответственно. Возвращаясь к переменным (х. 
у, г), получим

(\О՜ 4՜ |Л)2 дхдудг,

где (23 = Д1II <2։ II (22.

Слагаемые /2 и /3 оцениваются точно так же. Следовательно

11« - «:г|. СК1 2 (|£2и1|’+р2 ы2|2) дхдуйг.
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Остальные слагаемые н праной части равенства (19) оцениваются ана
логично. Поэтому

:1и — и'11, а ЯС.У,Л,Л',А, Т са2 (ЬЛ.<?*+  <?*).
где <2Л = О3иД2илаи\.

Суммируя последнее неравенство по всем „ломаным симплек
сам", получим

— ыЦ?. Л(Л) к СА2 (Ям;п. 2, 4- ЦиЦ? _.։).

Из неравенств (17) и (21) следует, что

|и — и|1, С7г(М- 
Справедлива следующая

(21)

(22)

Теорема. Пусть и есть обобщенное решение задачи, а V — 
прибли женное, определяемое тождеством (9). Тогда при достаточ
но малых А имеют место оценки

и]։. <_՛ < СЛ 11/1, (23)

^֊4..,<сл21А (24)

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы дока
зывается просто. Для этого надо воспользоваться неравенствами (16). 
(22) и (5). Докажем справедливость неравенства (24).

Для простоты изложения предположим, что 6, = Ь2 — 63=0, хоти 
заметим, что неравенство (24) имеет место и при ненулевых Ь2 и 
63. Тогда для любых функций ? и ՛/ из ИП (2) справедливо равенство

Ь (?, 0) = Ь (у, <?). (25)

Из интегральных тождеств (4) и (9) следует, что

(и — и, ?) = 0

ри произвольной © ИЗ Ни.
Преобразуем тождественно последнее равенство:

Ь (и V, Ф) = Ь (« —V, Ф — 9). (26)

выберем Ф специальным образом, а именно, возьмем в качестве Ф ре- 

пение нашей задачи с правой частью и — г; тогда из неравенств (22 
1 (5) следует, что

ЙФ-ФУ1, •.-С С А ||н — Щ). (27)

ункция Ф удовлетворяет интегральному тождеству
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Լ (Ф. ф) ֊ (и — V, ձ)

При произвольной փ ИЗ (Ճ).

В последнем тождестве, если положить 6 равным и — V, а также, 
если учесть равенства (25) и (26), получим

Iи—т'Ip, շ L (и — V, Ф — «).

В качестве ® возьмем функцию Ф Ç Нц. Тогда

|и — x-jô,<_ = L (и— v, Ф— Ф)< С Ца--v|i,о • ||Ф — ФЦ1.о, 

откуда, с учетом неравенств (23) и (27), получим неравенство (24). 
Теорема доказана.

В заключение выражаю глубокую благодарность Л. А. Оганеся
ну за постановку задачи, внимание к работе и ценные замечания.
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Bill'. Դ. ԴԱՂ ԱՅ ԱՆ. եոսւշափ տիրույթի կանոնավոր <յան<|ում |uqi|nq գործակիցներով է|իԱ|
սփկ Гшн|шиш rni մսԼ ր ի լուծումր i|u։r|i ւսւյի nfi-uuurp Լրա1|ւսն JLpnqu (ամփոփում)

„ոգվա ծ ում խգվող գործակիցներով Լլիսլտիկ Հավասարումների յուծման համար եււաչափ 

տիրույքքի կանոնավոր ցանցում կառուցվում են վարիացիոն*  տարր երական սխեմաներ կտող 

աո կտոր գծային լրացումների միջոցով: $ո:յց Լ տրվում, որ ստացված սխեմ աների ղուղա- 

մ իտոէքրյան ա ր ա գու թ յուն ր Ա տարածությունում ք\ 4Լէ//79/ր 4» Ւս^ տարածո: տմունու մ' հ- 

կարգի» որտեղ հ • ր գ ան ց ի ր՚սյլի ե ր կ ա րո է թ յ ունն Լէ

Yu. G. DADAJj4N. Variational difference method for the solution of elliptic 
equations in three dimenstonal domain with discontinuous coefficients on 

regular set (summary)

For the solution of elliptic equations in three dimensional domain with discon
tinuous coefficients variational difference schemes are constructed on regular set by 
piecewise-linear supplements. It is proved that the speed of convergence of schemes 

in the norm of W\ space has order h and in the norm of L2 has order A2, where h 

is the step of the set.

ЛИТЕРАТУРА

1. С). А. Ладыженская. Краевые задачи математической физики, М.. Изд. „Наука*
1973. I 1

2. К). Г. Дадаян. Л. А. Оганесян. Вариацион но-разностные схемы на регулярной 
сетке для эллиптических уравнений с разрывными коэффициентами, журн 
„Молодой научный работник“. Изд. ЕрГУ. 24 (2), Ереван. 1976.

3. С. Л. Соболев. Некоторые применения функционального анализа к математиче
ской физике. Изд. ЛГУ, Ленинград. 1950. »

4 В. М. Бабич. К вопросу о распространении функций, УМН, вып 7, № 2 (54» 
1953. 111 ИЗ

5. Л. А. Оганесян, В. Я. / 'инкинд, Л. А. Руховец. Вариационно-разностные мето
ды решения эллиптических уравнений, ч. 1. В сб. ..Дифференциальные ураГ 
нения и их применение“, вып. 5. Вильнюс, 1973.


