
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

։г ,.|.ւ ։ք։,,,,։իւք,ս XIII, ,\. '2, 1°78 М1 ь\ .ւ।ик.<

А. 10. ШАХВЕРДЯН

О ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ, НЕПРЕРЫВНЫХ 
НА ОСОБОМ МНОЖЕСТВЕ ЕМКОСТИ НУЛЬ

Говорим, что функция и (х), определенная в области D ко
нечной комплексной плоскости обобщенно непрерывна в D, если в 
каждой точке D и (х) имеет конечный или бесконечный предел, сов
падающий со значением функции в этой точке. Если Е компакт из D, 
то говорим, что u^He.d (или просто /Ул, когда D фиксирована), если 
и гармонична в £)\Е, обобщенно непрерывна в D и множество не
устранимых особенностей и в L) совпадает с Е\ в дальнейшем, если 
это не оговорено, Е =/=(£). Логарифмическая емкость Е обозначается 
cap (Е). Отметим, что для произвольного компакта Е непустоту /Ул 
обеспечивают теорема М. В. Келдыша о существовании равномерно 
непрерывного потенциала ([1]) и теорема Эванса—Сельберга 
([2|, стр. 75).

Согласно теореме Р. Неванлинны—Д. Линдеберга ([3], стр. 142) 
из наших определений вытекает, что если и^Н/ и и ограничена в ок
рестности Е, то cap (Е)>0. В работах Е. П. Долженко и Л. Карле
сона (см. [4 — 6]) полностью исследован вопрос о связи степени глад
кости ограниченной функции и Не и хаусдорфовой размерности 
компакта Е. Здесь мы рассматриваем этот же вопрос для случая 
гармонических функций двух действительных переменных и cap (Е)~О, 
причем, что естественно (см. лемму 2), мерой гладкости функции 
u^He мы считаем скорость роста ее вблизи особого множества Е.

Нам будут необходимы следующие обозначения и определения 
Расстояние между точкой х и множеством Е обозначаем Р (х, Е) 
С (х, г) есть круг с центром х радиуса г. Для г^>0 рассматриваем 
множества Dr = (х£/)|р(х, £)>/-}. Если функция и определена и не
прерывна вблизи Е, то

М (г; и) max 

Пусть
1խ (х)1 Iх € |, т (г; u) — min {|u (х) | х Հ dD,}.

dE (г) — sup jp (с, D,)|; £ £).

Если а действительное число, то обозначаем для краткости
I 1 V/. (г) = log — | , li(r) = I (г). Если Л (г)^> 0 — ограниченная функция 

г '

на (О, 1], 3 О, то А (Е; 3) = inf » где нижняя грань

рется по всем конечным или счетным покрытиям Е кругами радиу-
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сов г*. Конечное или бесконечное число Л (Е, 4 0) = А (Е) есть А-мера 
Хаусдорфа множества Е. Для заданного компакта Е и функции з, 
0<^а (т()-С Нт з (г;) 4՜ 00 вводим две измеряющие неотрицательные

функции

А‘.,,(г)=
«(/(г))

Л(32) (г) — sup |М'/) Кг) 
I 4 — 1 (г)

4>l(d^(r))^

где 4 — const > 0 уточняется дальше. Конечную вполне аддитивную 
функцию множества р, заданную на борелевских подмножествах плос
кости, supp (р) — Е называем распределением массы на Е и обозна
чаем: р (х, г) = р(С(х, г)). Соответствующий логарифмический потен
циал обозначаем или просто и*:

Лемма 1. Пусть Е—непустое компактное множество диа
метра 1, Р—распределение массы на Е с потенциалом и\ Тогда

Г. если М (г; иц)^з(/(г)), то А'։1)(Е)^>0;

2 . если а (I (г)) т (г; и'1), то А32) (Е)<5;

Зэ. если з (/ (г)) = о (т (г; и'1)), то А'/) (Е) — 0;

Доказательство. 1. Так как diam(E)<^l, то для каждой 
точки х£Е', достаточно близкой к E (р (х, E) 1 — diam (Е)), функ
ция ф (В) = — log |г — ;| (; £ Е) неотрицательна, и неравенство Чебы
шева

Р(Ф>с)<—1фс/р (с>0) (1)
с J

Е 
дает нам

Мх, r)<[Z(r)]֊‘ U»(x), 0<г<1.
Если зафиксировать ; Е и выбрать х< Dr так, что р (;, Dr) = \xi—;|, 
то

С (i. г) с с (х=, 2р (:, D,)) с с (хЕ, 2</л (г))

и из предыдущего неравенства вытекает

р(г, 5) < [/ (2df (г))]-1 ЛГ (ri
Если о< г ■< d,:՝ (1/4), то log df (г) 2 log 2dr(r) и, следовательно для
каждого $ £ Е и каждого такого г

Р(г, ;) <2 [/(^ (г))]֊1 . з(/(г)).

Теперь ясно, что для каждого круга Сг радиуса г, 0 <; г < </л՜’(1/4) 
выполнено р (Сг) 2А^*'(2г). Если применить теорему 1 из [6] (стр. 14),
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то нетрудно убедиться, что (в нужной нам части цитируе
мой теоремы не используются ни монотонность, ни непрерывность 
измеряющей функции).

2. Нам удобно сперва рассмотреть случай ц(Е)=1.
Если г 0 и х £ Dr фиксированы, то из неравенства Чебышева 

(1), примененного к функции ф (В) = log г՜1 • |х - вытекает

1 о ------- — I log —- dfi (:), t > Г,
log J

Г

и после простых преобразований будем иметь у г > Оух £ oDrг

(2)

Пусть теперь ; (; Е и t 0 фиксированы, a rt = d 1 (t), Если
г, 0<^r^rt произвольно, то и, следовательно, р Dr) Г»
это означает, что для этих значений г Dr П С (с, t) 0. Так как VXC

(;, /) справедливо С (с, 2t) Z) С (х, /) и, следовательно, ’«•(;, 2/)
Р (■*» то выбирая х £ dDr Л С (с, /) и учитывая (2) и условия лем՜ 

мы будем иметь у г, 0<^r ■С rt

р (;, 20 > з (/ (г)) / (0 
/(г)֊/(0

(3)

для каждого / 0 и ; £ Е. Для того чтобы освободиться от ограни
чения р (Е) = 1 достаточно рассмотреть функцию V: V (е) — [у. (Е)]՜1 X 

р(е), где е — борелевское множество.
Тогда

> (Е) — ( г/* и V (Е) = 1

Е

и нетрудно видеть, что (3) в общем случае записывается в виде

*р(;, 2/) >
k; U (г)) /(/)

/ (г) -l(t)

где ; £ Е, /^>0, 0<г^г,- любые, а к>0 конечная постоянная,/г ^(^Е)՜1. 
То есть у; Еу 0-0 верно неравенство &р(;, 2/)^ (/)• Если теперь
о^>0 произвольное фиксированное число, то, очевидно, Ес. и С (;, б) 

Е€^
и, согласно общей лемме Л. Альфорса о покрытиях, можно указать 
не более чем счетное (в данном случае конечное) число кругов 

С (ся, о), образующих в совокупности покрытие множества Е с 
кратностью не превосходящей некоторой абсолютной постоянной N 
(1У < 5; см. [3], стр. 148). Тогда
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Л«Ч£, 5/2) <2 
п

Л<,” (5/2) < к- 2 1֊(С,)<5СГ(£) = 5, 
п

и устремив о —*• 4՜ 0, будем иметь нужный результат.
3“. Если п >• 1 —фиксированное натуральное число, то согласно 

условию найдется гп 0 так, что уг, 0 г гп т (г; и1) и • з (/(г)) 
и из 2° вытекает, что уп > 1 (Е) -< 5. Если

(tJ /(г)
Ti- I (г)

то /яа>п-/9, следовательно и откуда и получим, что
уп >3» А(։2> (Е)«^5/п, что и означает, что h<2 (Е) -=0. Лемма доказана.

Лемма 2. Если cap (Е) = 0 и и^Нр, то существует потен
циал Эванса-Сельберга множества Е и'1 так, что в некоторой ок
рестности Е |и| = и-*- 4՜ О (1).

Доказательство. Если предположить, что в некоторой точке 
;р £ Е |и(;0)|<С°о, то в силу непрерывности |и| найдется окрестность 
Со с D точки :0 такая, что |и (х)|-^2 |ц (;0)| для х £ Со, и если рассмот
реть сужение функции и в С^Е, то согласно теореме Р. Неванлин- 
ны Д. Линдеберга и гармонически продолжится в ;0, что противо
речит условию леммы. Следовательно, |uj = 4՜ °° в каждой точке >£Е, 
и если ввести в рассмотрение множества Е . = {; £ Eju (;) = 4՜ 00 !» 
Е- — {;£ Е\и (;) =— оо), то легко заметить, что 1и| супергармонична 
в некоторой окрестности множества Е. Но тогда согласно теореме 
Ф. Рисса ([2], стр. 48) в некоторой области D', Ec.D'^D ՝и (х)| пред
ставляется в виде

|и (х)| = log d? (-) + v (х) (х £ D ),

где 0 р (ЕХ) < °°» а V (х) гармонична в ЕН Вследствие того, что \и 
гармонична в и'/Е, представляющая мера сосредоточена на Е, то есть 
в ЕИ ы <44-V и ц՝е есть потенциал Эванса-Сельберга множества 
Е. Лемма доказана.

В следующей теореме ш (о; и) = и>(3; и; Е>) означает модуль не
прерывности функции и, соответствующий хордальной метрике

|а — 6|
। .о « ч , I f । ՛»

и, b точки плоскости) на сфере Римана.
Теорема 1. Пусть и^Нр и cap (Е) = 0. Тогда՝.

1°. если М(г; и) — О (о (/ (г))), то

2°. если о (Z (г)) = О (т (г; и)), то А(з2) (Е) эо

и если з (/ (г)) = о (т( г; и)), то

л е»
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3°. если ш (В; и) = О ([з (/ (В))] ՜1 ), то (Е) < оо,

и если ю (В; и) « о ([з (I (В))] 1 , то А(/’ (Е) — 0.

Доказательство. 1 . Так как сар(£)=0, то Е вполне раз
рывно и, следовательно, если г0>0 достаточно мало, то найдется не
которая компонента связности Do области Drr так, что diam (Z^0)*\l- 
Если рассмотреть сужение функции и па область Dd, то согласно 
лемме 2 найдется некоторый потенциал и1 с носителем массы в Е П DG 
так, что u| — и‘ +0 (1) в некоторой подобласти О0, содержащей Е ПО0. 
Тогда для всех достаточно малых г О М (г; и') = О (з (Z (г))) и из 
леммы 1 вытекает, что А'/’ (Е П О0) 0 и, если учесть, что с/е
то и A<J)(E)^>0. ШН

2 . Согласно лемме 2 в некоторой окрестности компакта E |и[ = 
=»ul 4-О (1), supp (n) = Е и нужные неравенства вытекают из пунктов 
2° и Зэ леммы 1, так как условие diam (Е) <1 при их доказатель
стве не использовалось.

3 . Имеем

ш (В; и} sup {[и (х), и (у)]| |х — р| < В, х £ Ес П D, у £ Е} 
или

2ш (В; и) sup {Iu (х)|՜’ I х £ D Л D[}.

Из принципа минимума для супергармонических функций и лем
мы 2 вытекает, что правая часть последнего неравенства совпадает с 
т (о; п), то есть т (В; и) для всех достаточно малых о >0
и требуемые неравенства вытекают из леммы 1. Теорема доказана.

Пусть Е компактное множество емкости 0 и р (г)^>0— невоз
растающая функция на (0,1]. Скажем, что функция если
и обобщенно непрерывна в некоторой области D 3 ) Е, гармонична в 
D Е и Л/(г, и) = 0(р(г)). Говорим, что Е есть устранимое мно
жество для Н(р(г)), если каждая функция из // (р (г)) гармонична 
на Е. Следующая теорема для множеств логарифмической меры О 
усиливает соответствующий классический результат ([6], стр. 96).

Теорема 2. Если А для h (г) = |log dp. (r)|-1 Р ('')> то
множество Е устранимо для класса Н(р(Л).

Доказательство. Допустим обратное, что существует не
пустой компакт Ех^ Е такой, что Hf^ 0 и пусть u£Hek. Если по-
ложить

3 (/ (г)) - — А (г) log dp: (г)

и учесть, что </е, (г) </е (г) и (г; и) М (г; и), где Л/։ — соответ
ствующая величина для Ех, то понятно, что

Мх (г; и) = О(з(/(г))).

Согласно теореме Линдеберга cap (Е) = 0, и мы имеем возможност 
применить теорему 1, из которой вытекает, что А^ (Ех) 0. Но та 
как А(։*' (г) = А (г) и Ех С Е, roh(E)^>^, что противоречит наши! 
условиям. Теорема доказана.
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В соответствии с определением пористого множества, введенного 
Е. П. Долженко ([7], стр. 158), будем называть множество Е равно
мерно пористым, если с/, (г) = О (г). Если Е =/= 0, ЕС Е, 0 а 1, 
то пусть означает класс супергармонических в А) функций и с не
пустым множеством точек негармоничности в £) из Е таких, что 
М (г; и) = О (I, (г)). Имеет место

Теорема 3. Если Е—равномерно пористое множество, то 
Н(̂  0 тогда и только тогда, когда Ъ-х (Е) 0.

Доказательство. Докажем необходимость. Если cap (£)^>0» 
то из теоремы Линдеберга о множествах логарифмической меры 0 
вытекает, что Za_i(JT)5>0. Если же допустить, что сар(£’) = 0 и 

0, то рассуждение, проведенное при доказательстве теоремы 1, 
приведет нас к существованию некоторого распределения массы ц 0 

) в Е такого, что diam (supp (11))<С1 и Но тогда, если учесть,
что г/л (г) = О (г), из леммы 1 вытекает нужное неравенство.

Пусть теперь (£)^>0. Тогда согласно лемме Фростмана 
стр. 64) существует распределение массы Ц 0 в Е такое, что 
каждого г^>0 и каждого круга С, радиуса г

([2]. 

ДЛЯ

(4)

Если

(;)
I'

I— соответствующий потенциал, то после надлежащей замены пере
менной интегрирования получим

rfr,

где с, с։ ограничены при х -* Е, с։ 0. Или учитывая (4)

I

ычисляя последний интеграл, будем иметь

ткуда

так как каждая точка supp (ц) есть точка 
о теорема доказана.

негармоничности для и՝,

Пользуюсь случаем выразить свою искреннюю признатель- 
ость академику АН Армянской ССР А. Л. Шагиняну и профес-
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сору Е. П. Долженко за внимание к работе и замечания, способствую
щие ее улучшению.
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Ա. Յոս <*1ԱՎ1) ՐԴՅ ԱՆ. о ունակության եզակիությունների բազմության վրա անբնրյհատ 
հարմոնիկ ֆունկց|ւանԼրի մասին (ամփոփում >

Դիտարկվում են երկու իրական փոփոխականների հարմոնիկ ֆունկցիաներ, որոնր ան
ընդհատ են (կարոդ են ընդունեք Նաև 4- օօ արժեքներ) Օ ունակություն ոէոնեցոդ իդո/ադված 
եէքակիոէ/1 յունՆ ե րի րադմութ յան վրա է

A. U- SHAHVERDIAN. On harmonic functions cont inuous on an singular 
set of zero capacity (summary)

The paper considers harmonic functions of two variables continuous on an iso
lated singular set of zero capacity.

ЛИТЕРАТУРА

1. M. В. Келдыш. О разрешимости и устойчивости задачи Дирихле. УМН. 8, 1941, 
171-292.

2. М. Tsuji. Potential theory in modern function theory, Maruzen Co., LTD, Tokyo, 
1959.

3. P. Неванлинна. Однозначные аналитические функции, М -Л, 1941.
4. Е. П. Долженко. О представлении непрерывных гармонических функций в виде, 

потенциалов, Изв. АН СССР, сер. матем., 28, № 5, 1964, 1113 — 1130.
5. Е. П. Долженко. Об особых точках непрерывных гармонических функции, Изв. 

АН СССР, сер. матем.. 28, № 6, 1964, 1251-1270.
6. Л Карлесон. Избранные проблемы теории исключительных множеств, „Мир“, М., 

1971.
7. Э. Коллингвуд, А. Ловатер. Теория предельных множеств, Изд. „Мир“, М.

1971.


