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Б Л. ГОЛИНСКИЙ

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ НА ЕДИНИЧНОЙ ОКРУЖНОСТИ 
МНОГОЧЛЕНЫ С ОБОБЩЕННЫМ ЯКОБИЕВЫМ ВЕСОМ

Пусть \рп(х)\о —ортогональные многочлены (о.н.м.) на отрезке 
[—1,1] с весом р (х) — неотрицательной суммируемой на отрезке 
[ — 1,1] не эквивалентной нулю функцией, а (х)(~—о.н.м. на отрез­
ке [ — 1,1] с весом д (х) = (1— х ) р (х). Обозначим <р (9) = р (со50)|5։п 9|. 
Очевидно, '> (6) — неотрицательная, не эквивалентная нулю суммируе­
мая 2~-периодическая четная функция. Примем ее за вес, а соответ­
ствующие о.н.м. на единичной окружности обозначим через (?я(е*°)1*,
так что имеют место соотношения

2х

— i <?я (е/е) (ew) ։ (9) = бят, (1)
2к J 

о
«я (х) = */1 «М----- ; «л>0, п — 0, 1, 2, • • •.

О.н.м. {«ря (e‘’)]J° выражаются через о.н.м. [ря (х)},^ по известным 
формулам (см. [1], стр. 301):

?2Я (е'в) = — е/я® {Кд рп (cos 9) 4֊ i (cos 9) sin 6 ,

®2Я— i (e‘e) = — t*՛ (я~|)6 (un pn (cos 6)-}- 0n gn-\ (cos 6) sin rJ},

где
i o~ I 1----------- г«֊։ (0)Ш . I 2՜ | 1— агя-ь an =----------- (2)

Обозначим через Ф (0) обобщенный якобиев вес

р
р 2 °* с

ф (б)= П |е‘* ֊ е”*I”* = 2* ‘ нт n(։-cos(0-M)\ (2)
1-1 *“1

---ОО ՀԼ О <Հ ОО, 2“ГП % <С 2‘- + I)։ т — 0, 1, х

±2, • • •, 21* > — 1,
0<^Л/(б)—2п-периодическая непрерывная на всей оси функция 
класс Сгп), удовлетворяющая условию регулярности А. Зигмунда: 
***3(11^. (- (0, тг), ш (о, Н) — модуль непрерывности функции Н (9).
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Класс таких функций будем обозначать через Введем простран­
ство А.,, , (0,2”) и норму в нем:

2к £
I֊֊ I 1/(')1‘¥ (0 Л? <°°.

о
Z,.i (0, 2֊)^Д, (0, 2-).1Л<. i-l/b։4i,i (0, 2rt)=Z.։(0.2n), Lco (0, 2к)=С,։.

Для / (5)^Сг։

’Д» =1/1 = Ma* I/ (вЯ. “ (5- /) = Мах И (0 + Л) -/ (О», 
о к 6 <2- |Л| <։

О.н.м. на единичной окружности, соответствующие весу ®а (0) — 
= (1 — cos ©)’, обозначим п (е'1')) “=0. При доказательстве леммы-2 
настоящей заметки мы воспользовались методом Г. Сегё (см. [2], 
стр. 75). Этот метод был применен Т. Фреем (см. [3], теорема 4.1) и 
В. М. Бадковым (см. [4], лемма 1.3). В настоящей работе доказана 
теорема, позволяющая получить оценки сверху для модулей ортонор­
мальных многочленов, соответствующих весу (3) при 9*—

£2^^0, А—-1,р.

в+г Зтг
Лемма 1. Пусть вес ? (0) =*,(1— cos 9) (1 -f- cos 9) . 7огда

для соответствующих о.н.м. на единичной окру жности имеем для 
всех п > 2

IfM (ея )1. 1т&” (<?'•)!< С, ип _։ (6) ип (к-в),
2 2

(4)

где
“л. I (б) =(кЛ1— соэб + п՜1 )т,

Су здесь, в дальнейшем С2, С3, • • • —различные положительные 
постоянные.

Доказательство. Для веса р (х)-■ (1 —- х)а (1-|֊ х) ' о.н.м.
Якоби удовлетворяют неравенствам (см. [5]):

-з--1р(х) | < С. («,₽)(vn^+n-1) Г(/1+7+п-՛)՜ ՝։,

(5)

Перейдем к о.н.м. Якоби 1?^’'(в16)}“. По формулам (2) имеем 

<f2„ (е1*) S. е՝ (е'*)= А ем։ [лл р(яв։ ,4J (cos б) -HVn pJIe_+i։"*+”(cos 0) sin 9),

(6,)

ф2я 1 (е'°) = (е/в)— — е'(я-։> в|ря р(я“՛ S)(cos 6)-|-р л ? 1 ։)(cos&) sinG}.

<«
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Так как вес ? (9), рассмотренный в настоящей лемме, положителен 
(за исключением отдельных точек), то по известной теореме (см. {5], 
стр. 160) для соответствующих параметров имеем

|a(n“։3,i < 1, л=0, 1, 2, -*.

Поэтому для Щ и |рЛ| в (6J и (6_.) имеем

I ^л1> |Нл 1 2 I г » л =: 1, 2, • • •.
Кроме сказанного, имеем очевидные неравенства

(7)

К тому же

Isin 0|<(J/]- cos 9 4- (л-1)-’) (| 14-COS0 + (л ֊1)֊’) (л > 1).

Применяя (5), (6) и (7) для м = 1 1— cos 6, получим (4).
Лемма 2. Если © (9) = ©в (9)/У (9), где 0 <£ Н (9) £ Zje, 7>։ (9) ~ 

= 2~’| ел —1|2’ = (1 — cos 9)\ 2а — 1, то при всех 9 £ [0, 2՜] и п 2

1?Ие'й)|<Саля,_.(9). (8)
Доказательство. Прежде всего заметим, что в случае 

Н (9) =1 лемма 2 является частным случаем леммы 1. В случае 
а = 0: <р (9) = /У (9), иПг 0 (9) = 1. Известно ([6]), что при 0 © (9) £ /?֊
имеем равномерно для 9 £[0,2՜]:

- (2) =ехр------- I S2 (0 /? (/) dt , z = re’*, S։(t) — , /. (0= Ь г (О-
I 4-J I еи — ZО

Так как (см. [5], стр. 25) |՜ (е,6)|2 Н.։ 1 , 09 •< 2՜, Нв = Min /У(9),

то |?о,п (е'в)|-С С3, 0 <^0-^2-, Рассмотрим случай, когда i^O. В силу 
леммы 1 имеем для о.н.м., соответствующих весу ©, (9), оценку

|р,.л (е'в)|<С4Лл. -.(6). (9)

Выразим о.н.м. (зЛ (e'')IJ°, соответствующие весу © (9), через о.н.м. 
{©1, * (е|в))2 .0, соответствующие несу ©в (9). Легко убедиться в том, что

?«(е'։) = ~ 1 (е") У, ?,.» (<■՛') ?..*(*՛*) ?• (О Л -
2-J

(<?" ) фъл («“)?« (0 dt-\- Н 1 (9)
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X (е|в, (9)

Обозначим Мах |<рл (е1* )| ип, а (0) = рл» а экстремальную точку 0о = 6 (л)£ 
06(0.24

С [0,2“). Очевидно достаточно доказать, что р„ «С С3, Имеем

Рл С*։У։ 4՜ ^вУг» (Ю)
где 

2ж 2«
/. = )1?.. . (е՛')!?.«) Л, Л=и.,. (во) С1?« <е" ) К. -I (е,։-. е"; <₽«)I X

О о

Х|Н(9.)-Я(0| ?. (О Л,

К„ (г, ;)=-• V 9„ (г) ъ('). |г|<1> Г| < 1> 
к=0

ч

Введем множества е = [% — о, б0 -}- о], о г и е' = |б0—6 Ч֊г]\е. И 
теграл в (10) возьмем по отрезку (&0—“, 0о-}֊г| и разложим ею на два 
по е и е', обозначив соответствующие интегралы через и Из­
вестна формула Кристоффеля —Дарбу ([1], стр. 300)

Применим ее для ф(9) = ©в (0) в оценке Имеем для

зт 2 , — о

Учитывая это, а также то, что \Н (6) — Н (0о)| < Сь (0<^60, 6<2г), по­
лучим
/2 < С9(б) I |ф„ (е" )| ] © (О |©а, п (е^)1 И®« (0 | фа, п (е‘е»)( мя, в (90)—^==-.

Ч У (О

(12)
помощьюПрименяя (9) и рассуждения, аналогичные тем, с 

получена оценка (11), будем иметь
которых

(13)

Рассмотрим интеграл Имеем
Ло,<[ 1?« (е‘7| ?а)| ш ф - &0|) <ра (/) д/. (14)

Для оценки правой части (14) рассмотрим раздельно два случая:
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(I) случай: а > 0. Имеем ]/ ф, (?) ип а (/). Как и прежде, при­
меним формулу Кристоффеля-Дарбу и учтем, что для е0‘ |{—0о|.<к и

|еи — е‘,'։| « 2 К-9.1.
Поэтому

/У0 <2 С |®/»(е")1<'я. » (0 ։?*. п (е")|/?в(0 ия,«(0О) |фа. л (е<в | X
• /

У Кт. (О
■ и»,.(0 |(֊։,| "•

Применим оценку (9). После этого получим
л

о
(15)

Выберем о так, чтобы

С"1«. .
* о

(16)

Объединяя (15), (16), (13), (И) и (10), легко^убедиться, что

Ря С3. 
(11) случай: —1<^2а<^0. Имеем

Л°>< [|?. (е“)1 и«..(01 К„-г(е‘\ е“; <р.)| «■ (И֊9.|) ?֊ (О
и ип. а(0

< Р» | |К,-| (е'«‘, е“; Т.)|а>(|<-0о|) >■ ?, (Г) «> (|, ֊ 901) </(.
Л ип.ь (о

Применим теперь рассуждения В. М. Бадкова (см. [4]). Докажем сна­
чала, что

К.-1 (е՛8, е" Сп (^) а (0* (17)

Для этого достаточно доказать, что неравенству (17) (с различными 
постоянными) будут удовлетворять

~ 5*п 1^л֊1 (е'°» е"; ?а)1 и X»՜1 Кп-1 (е‘°, е,г; ?Д|.
X £

Первое вытекает из формулы Кристоффеля-Дарбу и оценки (9).
Применяя ту же оценку, будем иметь

&1П
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Воспользуемся неравенством

(6 4֊ с) Ь՜9 4՜ с(0 — а 1); 6, с^>0:

После чего получим

О 
---

б 
зт —

(18)

К правой части (18) применим неравенство

6 е +с-а <С1в(а) (6 + с)՜’.
Это даст, что

п 1 1^-1 (е‘°, е"; <р,)| < СП (а)
—а

Поэтому

п 1 1А5,-! (е‘\ е"; ?,)| < С։8 (а) и„, (б) ип. _« (/).

что и требовалось доказать. Применим (17), тогда

У |КЛ е“ ?«)1 * (|/ ֊ е01) 1 (вр)
«л-1 (О

<р« (О

< ^18 I (1—СО5 /)’ ип 1, 2, (/) ш (R — %|) (19)

Интеграл в правой части (19) разложим на два: /։,о и /?о соответ­
ственно по множествам е1 = е0 П (и — 1 )~։ ) и е2 е0\ ег По­
скольку ха ‘ (х^>0, сг>0), то для / £ в! имеем

Ил -1, —2« (/) < /4֊ 2
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И

ш (к — бо1) __

4к֊М+^֊1)-։ Л.
о

Для / е2: / < (л— 1) ’ и ип-1, ֊2, (/) «С С22 (л — 1)2я.

Поэтому

Ло<Рл СиМ(л֊1)2в+1о>(3, Н) рл С4 (а) Ш ('>, И).

Итак, в случае (II)

С24 (а)ш(о, Я)+С21 (а) р> (7, Н) |I ----и13 ։ !о
но

о
«. (г, н><2 (1п 2)-՛ С"'(?՛ Н) <н.

О
Поэтому

6

о

Теперь выберем о из условия, чтобы
о

л<(2С,Св(«))-։.

и

Исходя из (10) и (13), получим р„<С2։. Лемма 2 полностью доказана.
Лемма 3. (см. [6|). Пусть © (9) и (0)— два веса, А (9) = 

= Ф (9)/? (9)- Тогда найдутся такие натуральные числа И и Ии что 
для произвольного многочлена ”л (г) с *л-(а) =/= 0 (|а| = 1) имеет ме­
сто неравенство

л+.У
1КЛГ (а) ?л (а)| < 2 ГМ<։)1|^ +

*=-Л— Л’|

+ ^л-л’,-։ (а, г; ^) ^Л։(г) [У (6) — У (*)Ж + » (20)
где

(°)- кл(г)1кл'։ С*)!՜1 Л(9),2 = е/В,о = ей.

Лемма 4. Пусть
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?(8)= Н(Ь) |] |*-г,1։,'։ 4(6) = Н (6) 1г - г,Г’», ։>=е'Ч 2з,>-1, 
1

— оо <0 < ос, 2клп б,< О._,• • • 0р<2т; (т 4՜ 1)» т =0, ± 1, 2 2, • •,

0<Н(6)£С2,. (21)

Тогда для — е1 б 'С б* 4՜ -։ ([б*— б*-4՜ е2] не содержит точек}
сравнимых по модулю 2к с точками Оу ' 04) имеем

Л 4 лг
|?, (ел) К С„ («,.։,) 2 |?. (е«)| (п>п.>2), (22)

чжЛ — Д’։

г де = /?։ 4՜ • • • 4՜ п* 1 4՜ пь । 4՜ ’ ՝ ՛ 4՜ пЛ, /У2=п։14՜ • * ՛ 4՜ тл-14՜ /п* + ։4- 
4՜ • • • 4՜ гпр, /V = /Ух 4՜ Л^2,

п?, ту — неотрицательные числа такие, что п} — 2яу>1, п/4- 
4֊ т) — Л) 0. у= 1, р, {'^ (в‘6))о° —о.н.м., соответствующие весу Ь(0)- 

Док аза тел ьст во. Введем многочлены

*у։(*) = П (г—х/ГЛ -.у, (*)=П (^~ ^)Я1/» "л И ’у.и) гл; (г)-

Очевидно

Гл.(2) = П (е-'։-е',*>)"> + ’'/ = (—1)՝ П (ел-е“О"/ + т/ е"‘М։,
>е=1 у-։

где

(ту-ияу) ву

Р
/9 / Э я — 21 /— е

Штрих означает, что отсутствует множитель 
слагаемое в сумме, соответствующие значению 

По определению

в произведении или

4/(6) = гу(г)|гл.(г)Г1А(6) = (֊1)" е֊‘м П'(е',-е1,0^Х 
/^=1

Так как
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то

0-0 
sin -----
2

Выберем п, так, чтобы п, 2з7 1, J=ltp. Тогда \U' (б)| С:9, 0^.
<в<2-. Считая, что 0 и а £ [О, к] или 0, а^[я, 2т:], будем иметь по 
формуле Лагранжа и неравенству для sin Ь:

|(/(G) - U (я)| ;2С28 sin (23)

На случай, когда 9 £ [0, г], з £ [“, 2г] или 9£[я, 2r], a £ [0, я], оценка 
(23) получается путем введения промежуточной точки О Итак,
можно считать, что

|1/(5)-4/(>)1
G — я

sin
-1

^29» а 6 [0» 2՜]- (24)
2

То же будет для 6, a£[2r/n, 2я (m-f-l)], т — ±1, ±2, • 
Применяя формулу Кристоффеля-Дарбу, получим

(25) 

(25) вто
рое слагаемое в (20) будет меньше, чем

с„ и. - .v, (е'")| (е'") -,v. (ert)b. =

I db
О

«о
I

и второе слагаемое правой части (20) меньше, чем Сзл |^ч. \, (е^)|. Зай­
мемся первым слагаемым правой части (20).

Имеем
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(e'։>|5H.v(e'։)|= /.* <0) Ф (0) dd

р 
4,V-4V'a;

|кл,(е'»)|։А։(9) = 2 [-]'
/=։

sin
0--- 0у 2 (Яу + Лу-2«у).

Выберем т] так, чтобы 4՜ —2яу> 0. Тогда |~л, (е'°)|* Аа(0)^С-..
Итак

Я?» С34 ф (0) </В 34*

Поскольку |“л, (е/с)|^ С35 (гх, ֊2) при 0* — зх В 0А 4՜ £2» то тем самым 
лемма 4 доказана.

Т е о р е м а. Пусть вес

Ф(9)=Я(9) П|е"-Л]։Ч 0<Л/(ОК72։, —1< 2։/, у = ТГр> 
/=։

2^zn <С $2 <С

Тогда на всяком отрезке [О*— ех, 0л 4՜ £2]. не содержащем точек,
сравнимых по модулю 2" с 
всех п^2 оценки

осооыми точками #= б*, имеем для

|Ф»(е'')1<См(«։, s,){/l-cos(9-9.) 4֊ п֊'}՜*» . (26)

Доказательство. Сначала рассмотрим п > п0 4՜ 1. где п0 = 
= Max \N, 2/VJ*. Не ограничивая общности рассуждений, можно счи­
тать, что В* =0, я* — я. Положим ф (0) = Н (0)(1— cos О)1. Тогда по 
лемме 2

1Ме։в)1<С31 ()4-Н-։ )-’ , v>2. (27)

Применим лемму 4 и оценим слагаемые с индексами ՝* ~ п 4՜ £, где 
£ =0, /V. Поскольку 4՜ (п 4՜ О՜1 <С М +■ л՜1 , то при я > 0 имеем *

4-(„ + £)-']’<(),+ „•■> )«. (28.)

Так как 4՜ (п 4՜ £)՜* ^> — 0-6 4՜ п՜1 ) при п /V, то 
• * * * $

р4 4֊(л 4֊£)-։]-“<2’ ('։4-п-։ )- . (282)

Оценим слагаемые с индексами V = п—I, 1= 1, 1УХ. Имеем )44"(л — 
— /)-1 > 4՜ п՜1 . Поэтому • ՝՛ > ։

Натуральные числа /V и Wt определены я лемме 4.
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[/.« 4՜ (п — Z)՜1 ] ’ [Х| 4֊ л՜1 ] (283)
Так как Л)+(л — /)-։ < 2 (>,-|֊ п *), то при * ^>0, имеем

р. + (п -/)-'!•< 2’(м+п-‘)։. (28.)

Для О <С п ^՜ п0 многочлены Фя (e*'')Jo* ограничены и поэтому можно 
считать, что неравенство ^26) с соответствующей постоянной Сзв 
имеет место и для п п0.

Применяя лемму 4 и оценки (28։)—(284), получим оценку (26). 
Тем самым теорема полностью доказана.

Замечание 1. В случае Н (0) £ Lip 1 (: f (9) £ Lip а, если / (9)£ 
£ С?- и «։ (о, /) = 0<^а 1) теорема является следствием
леммы 33.2 из [3], которую автор, однако, не доказывает. сооб­
щая лишь в общих чертах идею доказательства.

Замечание 2. Развивая метод П. К. Суетина (см. [8]), 
Н. П. Кривоногое (см. [9] ) получил оценку сверху для [Фя (е'‘) и 
Фя (е'в*)|, для случая, когда (& = 1, р), a 0<^/7(G)^ Lip а с 

1 
а Р — * 

2
Замечание 3. Аналог леммы 2 для о.н.м. на отрезке [ —1.1 

был доказан впервые В. М. Бадковым (см. [4], лемма 1.3). Для 
его доказательства приходится рассматривать два случая: когда 
точка, где достигается

,_____ -1֊____________ ’4
Max lp„ (х) (| 1—x-j-n՜1) () 14֊ л-гп !) |
Ml 1

совпадает с концом отрезка [—1,1] и когда она л°мит внутри 
него. Рассмотрение этих случаев (особенно второго) связано со зна­
чительными техническими трудностями и применением новых теорем 
по теории ортогональных многочленов на отрезке [—1,1] (формулы 
Полларда и др.). Переход к о.н.м. на единичной окружности осво­
бождает нас от необходимости рассмотрения положения экстремаль­
ной точки и тем самым делает доказательство леммы 2 технически 
значительно проще, чем леммы 1.3 из {4]. Теорема настоящей работы, 
доказательство которой основано на леммах 1—4, является аналогом 
теоремы 1.1 из [4] и ее доказательство проще, так как здесь не тре­
буется аналога леммы 1.4 из [4], необходимой для случая многочленов, 
ортонормальных на отрезке [—1,1] и доказываемой технически весьма 
сложно.

Однако не только этим обусловлена, как нам кажется, важное ть 
доказанной теоремы: переход от о.н.м. на отрезке к о.н.м. на единич­
кой окружности с помощью формул (2) возможен только для четных 
весов. Для произвольного веса требуется самостоятельное доказа­
тельство, что и сделано в настоящей работе.

Замечание 4. Для случая, когда 7/(9)^ Lip 1, Н (9), Н (9)£ 
£ Lx (0, 2к), Н (&е)^>0, р = 1 и а1=а^>0 известно (см. [Ю]), что
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оценка (26) для 0 = 0о точная. Легко доказать точность этой 
оценки и для 2։ >—1. Думается, что это будет так и в нашем 
случае, когда Ф (9) вида (3), однако доказать это нам не удалось.

Харьковский авиационным 
институт Поступила 5.XI.1976

Р. Լ. ԴՈԼՒՆՍԿ!1. Միավոր շրջանագծի ւ|րա огрп(р>Сш| բուզման quidնհ г pC զհանրա c| Ц tu ծ 
Ցակոթիի կջոով ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցված է, որ եթե <|> (0) Ո1^ի >ետևյալ տեսքր

Փ (9) = Ж9) fl le” - e’f 4 j = 1. P, - оо < 9 < œ, ՚

>•
2*m ֊<9, < e,<-.<9p<2z (m+1), m =0, ±1, + 2, • 0 <H (9) Ç Z2.

(: H (9) Ç C.„ ֊»(.<, H) I-' ££,((), r),

ապա յուրաքանչյուր P*—El, %+£շ] հագվածի վրա (£P eJ > 0), որր չի պարուն ա կ nt մ

կետեր (համեմատելի 2к մոդուլով եդակի կետերի հետ), ունենք րոյոր Ո

համար ե տեյ ալ գնահատականներ հ ա մ ա պ ա տ ա и խ ան որթոդոնալ ր ա զմանդամների ÎujJ шр

|Փ„ (е'')|<С„ (Կ, ։,){/1 - cos (9 ֊ 9,) + п-«| ֊•» .

B. L. GOLINSK1I. Orthogonal polynomials on the unit cyrcle with the 

generalized Jacoby weight (summary)

The main result of the paper is as follous. 
If the weight is of the form

Փ (9) = H ( 9) П |e‘։ ֊ e ‘f /, j = 1, p, - oo < 6 < oo,
J-l

2«т֊<9։<в։<...<9,<2к(т+1), m=0, ±1, ±2,- -; 0<//(9)^Z2,

(: H (9) £ C2.,£ Հ (0, «),

then on every closed interval — £։. 0* + e,], e։, e2 > 0, which contains no special 

points the modulus of the appropriate orthonormal polynomials has the

estimate

|ФЛ (e-։)| < C3, (e„ e2)|]/l - cos (9 - 94) > „֊■ J֊’*

volid for every n '» I.
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