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А. А. ВАГАРШАКЯН

О НЕКОТОРЫХ ОБОБЩЕНИЯХ ТЕОРЕМЫ 
МЮНЦА-САСА

В настоящей статье мы будем рассматривать систему функций 
(е՜՜*1 )**-!> где Ре/^^О, & = 1,2, •••. Через Со (Е) обозначим про­
странство непрерывных функций, определенных на Е и стремящихся 
к нулю при х —♦ эо, х £ Е. В известной теореме Мюнца-Саса (см. |1]| 
утверждается, что для полноты вышеприведенной системы в про­
странстве Со [0, ос) необходима расходимость ряда

и достаточна расходимость ряда

А. — 1

Тот случай, когда некоторые Хя в последовательности {/л}л i встре­
чаются несколько раз, был рассмотрен М. М. Джрбашяном [5]. До 
сих пор не получено условие, необходимое и достаточное для полно­
ты системы Мюнца в пространстве Со [0, ио). Отметим, что наилуч­
шее необходимое условие получено А. М. Седлецким [4].

В настоящей статье обобщается теорема Мюнца-Саса в двух на­
правлениях. В первом параграфе мы рассматриваем вопрос о полноте 
системы е А (\...| в пространстве Со (Е), где Xfc—действительные 
числа, причем inf /-k^>0, а £ —счетное замкнутое множество. Во вто­

ром параграфе рассматривается вопрос о полноте системы

e ) ft‘ Г 
(1+М-1 (1)

в пространствах Со [0, оо) и 10, оо), где а>0 и Ие >0, А = Ь 
2,•••. При некоторых ограничениях на я получены необходимые и до­
статочные условия для полноты системы (1) в Со [0, оо) и Ер [0, эо).

1 . Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть множество Е содержит бесконечно мною 

точек и удовлетворяет с ле дующему условию՝, для любой точки 
х^Е, или (х, со) П Е — 0, или существует такая точка у^Е, 
х у, что (л, у) А Е = 0. Пусть {/*}—действительные числа и 
։п( л* > 0. Тогда для полноты системы в пространстве

I



Об обобщениях теоремы Мюнца-Саса 477

С(](Е) необходимо и достаточно, чтобы е * 1 содержала беско­
нечно мною функций.

Доказательство. Так как множество Е содержит бесконечно 
много точек, то пространство Сс (£) бесконечномерно и, следователь­
но, для полноты системы {е '* *} в Со (Е) необходимо, чтобы она 
содержала бесконечно много функций.

Докажем достаточность. Пусть система [е к } содержит беско* 
нечно много функций. В случае, когда /< не—»4* оо система {е * ' полна 
в Со [0, и, следовательно, она полна в Со (Е). Теперь рассмотрим 
случай, когда X* —• оо. Достаточно доказать, что для любой конечной 
меры на Е из условий

f е-х»'|1(Л) = о, fc=l, 2,--- (2)

Е

следует, что ц = 0. Обозначим х0 = inf (х/х £ £}. Так как Е — замкну­
тое множество, то х^Е. По условию теоремы существует £ Е 
такое, что х0<^։/0 и (*о> Z/о) П Е = 0. Тогда в силу (2) имеем

|Уо,

н(л)-֊=о.

Следовательно

е"х*(/-Гв) !!(<//) (3)

Правая часть неравенства (3) при ՝лл —♦ оо стремится к нулю. Поэто­
му Н ((*01) = 0-

Заметим, что множество Е, которое удовлетворяет условиям те­
оремы, является вполне упорядоченным множеством. Применяя транс­
финитную индукцию легко убедиться, что р- = 0. Теорема доказана.

Множество £с=[0, ос) не удовлетворяет условиям теоремы 1, ес­
ли оно состоит из конечного числа то«ек, или содержит монотонно 
убывающую последовательность.

Теорема 2. Пусть множество Е содержит монотонно убы­
вающую после дователъность. Тогда сугиествует последователь- 
ность /.* -* со , такая, что система е |л-1 не полна в простран­
стве Су (Е).

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда Е со­
держит последовательность {хя}А (, которая монотонно убывая стре-
мится к нулю. Выберем из этой последовательности подпоследова
тельность I- которая удовлетворяет следующим условиям:
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Рассмотрим следующие функции:

(О =: ехр {— Л/,2яИ 0----- — ехр {— хР2п¥2 /}, п = 1, '2,-• •.
4мм

Мы имеем

Далее, в силу (4) имеем

Теперь рассмотрим функцию
ОО

/(():= 4֊*’«։(0.

Пусть п 1 — некоторое целое число. Тогда в силу (5)

Аналогичным образом получается оценка

1п 8

Р2п 1

Из приведенных оценок следует, что функция 
нуль в интервалах

/ (/) обращается к
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Обозначим эти нули через Ря)~_։. Очевидно, что /Л — ос. На про­
странстве С0(Е) рассмотрим линейный функционал

“ / 1 \
М?)= 3 4 »՛ (г(х,2։+1) —֊8 (х,2я,։) ։ •

л-1 2 /

Заметим, что Ь (#) непрерывный функционал. На функциях \е 
он обращается в нуль

ОТ

)=2 4 ().4) - / (л.) =0, *=!, 2, -.
«--1

Следовательно, система [е /<с/}Г=1 не полна в Со (Е).
Если монотонно убывающая последовательность [хк}к-.1^.Е не 

стремится к нулю, т. е. Нт хк = х0 0, то тогда мы строим функцию 
£ ♦ «’ 

/(/) для последовательности — х0!*-1 и в дальнейших рассужде­
ниях вместо /(/) рассматриваем функцию е х<>1 / (/).

2°. Обозначим через Н'Р', 1-^р<^оо, к — 1, 2, •••, простран­
ство аналитических функций / (г), определенных на единичном круге 
и таких, что /{к) (г) принадлежит пространству Харди Нр в круге. 
Аналогично определяется пространство аналитических функций /(г), 
определенных на правой полуплоскости (г/Ие г^>0) и таких, что 
/(4' (г) принадлежит пространству Харди НР в полуплоскости. В по­
следнем случае мы скажем, что ос).

Теорема 3. Пусть — некоторая последовательность
различных точек в правой полуплоскости. Для тою чтобы система

(6)

где была полна в пространстве
достаточно, чтобы

к

Со [0, ) необходимо и

(7)

(8)

Ме б (/х, |лА)) = 1п( |/х —>֊*|.4
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Доказательство. Заметим, что для неполноты системы 
в пространстве Со [0, со) необходимо и достаточно, чтобы сущее
вала конечная мера ц 0 такая, что

о
и (<//) =0, k = 1, 2,-•

Рассмотрим функцию

Докажем, что (1 4֊ X) 2 f 0) £ (0, по). Имеем

■ ГМ
(1 + х)2

(Ю|

Так как / (X) ограниченная функция, то первое слагаемое в (10) при­
надлежит Нх (0, оо). Далее

ас

и

а
0.

Так как - не имеет нулей, то нули функции / (л) удовлетво­
ряют тем же условиям, что и нули функции из класса (0, оо). 
В работе С- А. Виноградова и Н. А. Широкова [2] доказано, что ну­
ли 1 г к | ! функции удовлетворяют следующим условиям:

оо

1 — |zj< оо

и
2г.
|| In d (е'!>, {z/J) </«> ^> — оо, 

О

где d (е։,>, {z*}) = inf |е' ՛ — zk\. Из приведенного результата легко сле­

дует, что нули |Х*}~ 1 аналитической функции /^//1։:)(0, о ) удовлет­
воряют условиям (7) и (8).



Об обобщениях теоремы Мюнца-Саса 4&1

Теперь докажем достаточность. Пусть — последователь­
ность н правой полуплоскости, которая удовлетворяет условиям (7) 
и (8».

Заметим, что если / (л) — аналитическая функция, определенная 
в правой полуплоскости и / £ (0; оо), у = 0, 1, к, причем к

т 4֊ 2, то она допускает представление (9) с конечной мерой р-. 
Действительно, так как / - И2 (0, со), то в силу теоремы Р. Пэли и 
Н. Винера функции /(л) допускает представление

г»

О

где ^(0€^2(0, со). Далее, так как / (г) Н(7к) (0, о֊), то § (/) £ 
£А2(0, со). Ясно, что /(/) допускает представление (9) с конечной 
мерой р, если сходится интеграл

| ОС

1(1+0 !«(О|Л<2- ^(0|л+1(1 'г 0’1? <01 Л

0 0 1

1 во ей

С
՝* \ !/2 / Р /Vе \ • 2 / \ 1/0

1?(О|2Л | +( ֊-<» )■ ( 11^5(01’Л ) '•

0 I I

Так как £>а-+2, то правая часть приведенного неравенства конечна.
В работе Б, И. Коренблюма [3] доказано, что если Ы;=|֊ по­

следовательность в единичном круге, удовлетворяет условиям (11) и
ее

(12), то существует функция / (г) С П НН, которая обращается в нуль 
к=0 ~

в точках ։. Из приведенного результата Б. И. Коренблюма
следует, что если |ал)Г. — последовательность в правой полуплоско- 
сти, которая удовлетворяет условиям (7) и (8), то существует функ-

ОТ
ция /())(; П (0, сп), которая обращается в нуль в точках 

/м
ОО

Но мы уже заметили, что / (7)^ П А/1,4'(0, ос) допускает представ­
лю

ление (9) с конечной мерой р-.
Теорема 4. Пусть {7>}*°=։— последовательность в правой по­

луплоскости. Для того чтобы система

где а 1 ------ ։ 1 д оо, не была полна в пространстве Ьц (0, ՝■ ),

необходимо и достаточно, чтобы
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— «ЭС*

и

Доказательство. Рассмотрим функции /('•), допускающие
представление

(13)

= 1. Как и в теореме 3 для доказатель­

ства необходимости достаточно заметить, что производная функции 
(1 4֊ л)՜2/ (л) принадлежит пространству Н1 (0, со). Действительно, 
если х^>0, то имеем 

Так как 1
4------ , то правая

7
часть вышеприведенного неравенстваа > 1

конечна.
Докажем достаточность. Как и в теореме 3 достаточно дока­

зать, что если / (г) — аналитическая функция, определенная в правой 
полуплоскости и /(/։ (г) £ Н., (О, оо), у = 0, 1,---, к, для некоторого чи­
сла О, то (14՜-г)՜1/(2) допускает представление (13), где

֊ Лр (0, оо). Пусть (х) £ Н.у (0, со), у = о, 1, - - -, к. Тогда / (г) допу­
скает представление

е 21 И (/)

где Л (/) £ Л._, (0, оо), у — 0, 1, • • •, к. Мы имеем
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Следовательно, для того чтобы (14֊х) 1 / (х) допускала представление 
(13), достаточно, чтобы сходился интеграл

е‘ (/)| сП

о

I
Н'е'|Л (01 Л 4֊

о

Р I г/р 
ах | тах I е‘ (£)| с// -р

о

(1+ х\р е~хр
1/Р

° \ 
с/х )

о1

е‘\Ь (£)| сП ) с/х V

1

ак как первые два слагаемых в правой части вышеприведенного не­
равенства конечны, то остается оценить последний интеграл:

X » * X
е'|Л (01 (1+х)ч’е~"’ ■֊֊ в |Л (01 <лУлс<

I 1 1

-24- е21 стремится к бесконечности,
того

сП \/2к

и кроме

21 2е21
^2* + 1

(/ — 0, / к.

^едовательно, функция / 2* е2‘ монотонно возрастает при /^>к. По­
тому существует число Л7<^оо такое, что
147-5
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Легко заметить, что если £ > а 4------- 1------ ,
2 р 

сходится. Теорема доказана.
Замечание 1. Теоремы 3 и 4 верны

то последний интеграл

и в случае, когда в по­
следовательности Р՝Л/Г=--։ имеются повторяющиеся члены. В этом слу.
чае, следуя обозначениям М. М. Джрбашяна, вместо системы (6) нуж­
но рассматривать систему

где «а — число появления ).* в множестве р1։ Х2,•••, к*).
Замечание 2. Теорема 3 верна, если вместо системы (6) рас­

сматривать систему

'Л (/)};»,, (14}

где А (/) — непрерывная функция на [0, оо) и удовлетворяет нера­
венствам

где А, В, т — некоторые положительные числа. Теорема 4 верна, 
если вместо Л р) рассматривать систему (14), где А (/) — измеримая 
функция на [0, оо) и почти всюду удовлетворяет неравенствам

где А, В, т — положительные числа, а <։> 1 — •
Я
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■փոփում )

Ա. ՎԱՂԱՌՇԱԿՅԱՆ. ^յունց-Օասի թեորեմի որոշ ընդհանրացումների մասին ք՜ւ^յմ-

ոդվա ծ ու մ ր հրվում են Մ յունց֊Սասի թեորեմի երկու րն դհ անր ա ց ո ւմ ր ւ

A. A. VAGARSHAKIAN. On some extensions of Miintz-Sz&sz theorem 
(summary)

Two extensions of Miintz-SzSsz theorem are given.
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