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* При а - 0 предполагается, что > < — 1 и множитель----- опускается; при
I Па)
а — 1 предполагается, что V > 0.

*’* Интегральные преобразования, ядрами которых являются функции Воль
терра, рассматривались М. М. Джрбашяном в монографии [5].
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ОБЩИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ НА НЕТЕРОВОСТЬ 
ОПЕРАТОРОВ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ЯДРАМИ
НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ

В настоящей статье исследуются на нетеровость операторы типа
потенциала

(Ку) (х) = ? (у) <1у՝

? Ч ^Р ^)» 1 < р С оо, 7 > 6 — а.

■ Для V = 0, 0 я

работах 11], [2|. Случай

— операторы типа (1) рассматривались в 
Р

^>0, 0<я<^— был изучен в [3]*.  В дан- 
Р*

ной статье предлагается единый метод исследования операторов (1)
для произвольного вещественного V и а(;[0,1]**.  Этот метод заклю
чается в применении операции дифференцирования произвольного по
рядка по параметру а и основывается на свойствах высших трансцен
дентных функций типа функций Вольтерра

§ 1. Некоторые вспомогательные результаты

Введем обозначения:

? (у) ф (* — у) <1у, ®

а

Ь
Ь р
♦ Ф= I ? (у) Ф (у ֊ х) с/у,

X

Из устного сообщения автору известно, что случай г — 1. 
вален А. А. Килбасом методом, аналогичным методу работы [3].

՝* > 0 расематри-
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(/' '?)(») =
(_I с/1-1+1

4 + 1
(7< + *+1“*1 ф) (а), ^<0.

При а — 0 будем писать просто * 'Ь. Для того чтобы подчеркнуть, 
что оператор /*  применяется по некоторой переменной I, будем пи
сать /,\ Все функции для простоты предполагаются вещественными. 
Соотношения, в которых участвуют функции из Ьг (а, 6), понимаются 
в смысле „почти всюду“.

Применим к равенству

1 / х \а-\ 1
гКГ\~/ * Г(р)

оператор А' / = [(/’ / (։, ₽)) (’) 11 (1—»). Вводя обозначение

1

г (О
получаем

На, * * Н1 —~ 0*1)
I у

Поведение в нуле функции и>/, > (х) характеризуется равенством ([4], 
стр. 231):

(1.2)

которое позволяет распространить соотношение (1-1) по непрерыв 
ногти на случаи а — 0, V 0 и а = 1, у<^0.

Из (1.1) вытекает легко проверяемая
Лемма 1.1. Соотношения {/ = з * А («» 6)} и

а

!/*  — |Ч֊а,= V * 1, (а, Ь) '
( а а ]

эквивалентны.
Далее введем обозначение:
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Лемма 1.2. Пусть функция с — с (х) непоерывна на [О, Ь -а] 
и непрерывно дифференцируема на

(О, Ь — а], с = Нт с (х), С = С/—-----с°.
л 14 ч

Тогда для любой функции Л (а, Ь) справедливо равенство

где
•г у

(1.3)

1 Г~ " (у) dy 4 *
I V <7

и О

(/) — н-а.—> {x — t)dt6L (О, Ь-а). 
dx

2 Доказательство. Убедимся сначала, что 0 (х) £ Л (О, Ь — а). 
В силу (1.2) при я^>0, у>0 имеем

(.r)| dx < const •

const (y)i dy

const

У
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Для случаев а — 0, V ^>0 и 7-^>0, V 0 выкладки проводятся анало
гично.

Воспользуемся леммой 1.1, полагая / = р * сич. V: 
а

/ * Н—«» —» = [? * (с р-а, V 4՜ ֊!1։. V )] *   Н-а, -*  ~
а *[ а а

С - * 1 4՜ ® * (-»Ра, V*  ' Р1— а, —»)•
а а у

Непосредственной проверкой легко убедиться, что

г 1
’’Н”։» ’ * ’ Р1—а, — V — ф * 1,

т
откуда вытекает, что

/ * — Н-а, -V = (с ? + ® * Ф) * 1. 
«7 а а

Но тогда в силу леммы 1.1, /=(с ® 4՜ * ф) * Ра, V, что и требова-
а а

лось доказать.
Из леммы 1.2, учитывая равенство нулю спектрального радиуса 

оператора Вольтерра [6], получаем критерий разрешимости в Ьр (а, 6) 
интегральных уравнений первого рода вида ® * сиг, ՝ — Ф.

Теорема 1.1. Пусть функция с (х) (с(0)=#0) удовлетворяет 
условиям леммы 1.2. Для того чтобы уравнение <р * сил, = Ф было 

а
разрешимо в ЬР (а, 6), 1 необходимо и достаточно, чтобы

ф £ {/// = ср * ра, V, ? 6 Ьр (а, Ь)}. 
а

При выполнении этого условия решение ՛? единственно и находит
ся по формуле՝.

где И; <р = <р * ф, /—тождественный оператор, 
а

Описание класса правых частей Ф в терминах свертки с функ

цией — содержится в лемме 1.1, которая является обобще-
I

нием теоремы Тамаркина ([10]) для уравнений вида 'р * р.,, „ = /.
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В Отметим еще два утверждения, которые вытекают из лем
мы 1.2 и играют в дальнейшем важную роль. Пусть # (х) £ Л (О, Ь -а), 
]Ее7 Р 00 • Введем банахово пространство

В Ьр (а, 6) *£={/|/  = ?*£>  <?€£/> (а, 6); И/Ц = Мд .Л) I. 
Я

В Лемма 1.3. Справедливы следующие утверждения:

ч а) Если с 0, то ЬР (а, Ь) * сиъ -, = Ьр(а, 6) * >ч, .

Я 6) Если с° = 0, то имеет место вложение

(О, 6) * СИч, м * Ьр (□, Ь) * у ~ Ар (<1, Ь) * 7 ,■
причем оператор вложения вполне непрерывен.

Я Утверждение а) вытекает из обратимости в (а, 6) оператора 
И: <? —*с  р 4՜ ? * ф ([6])- Утверждение б) очевидно.

■
| В заключение заметим, что все приведенные в этом параграфе
В
результаты для сверток * верны и для сверток * .

а

§ 2. Свертки со степенно-логарифмическими ядрами
и сингулярные интегральные операторы

Г. Введем обозначения:

(2.1)

| При 7 = 0 будем писать просто /*  + р, р. В случае а = 0 мно

житель ------ в выражениях (2.1) будем опускать и брать V — 1.
Г (а)

При а =1 будем предполагать, что у 0.
Рассмотрим сингулярные операторы

Iй л<5«.. ?)(«)= .1 ('Л—-°у Ш =
< г.,)\х — а/у — х '}\Ь-х/ у — х

<1 а

(2.2)

(Еа, а-| С) (х) =

ь

а

(2.3)

1147 3



452 Б. С. Рубин
___ - - .֊ - - — — - " " 1 ■ ■ ■ — ■ —-  — ■■ I —» II

Эти операторы ограничены в Ьр (о, 6): первые два при------- 1 '
Р

<^а<^—, вторые два — при — - 7 <С------И I (|7])‘.
Р Р Р

В настоящем параграфе выводится ряд соотношений, связываю
щих операторы (2.1) с операторами (2.2), (2.3).

Поменяем порядок интегрирования в композициях /’ ։50,,, 
«» 4' «-1» /£_ Применяя формулы 3.228 (2) и 3.228

(1) из [8], получаем следующее утверждение:
Теорема 2.1. Пусть у£Тр(а, Ь), ^^Р^00, 0<а<1. Тогда

1'ь_ г =^а-. (СО5 (й՜) ® + 5‘п (а՜) а ®)»

+ (СО8 (1-) ф — 51П (аг) 8Ь,ч «),

(2.4)

(2.5)

а при — 
Р

Ть_ = /’+ (соб (аг) ф—5т (аг) 5Я, „1 ф)4֊ (7)(/--а)’’՜1 <#, (2.6)

ь
?=4>_ (СО5 (7՜) ? +(я՜) А. ’֊1 т)+ ֊г I ? (0(^—О“՜1 <**•  

г (а) J
а

Равенства (2.4), (2.5) были получены ранее в работе [1]. Для 
достаточно гладких функций они выполняются при 0 а < 1, а ра
венства (2.6), (2.7)—при 0<^«<^2.

2 . Используя результаты § 1, получим аналог теоремы 2.1 для
степенно-логарифмических ядер. 

Пусть

(^, е/)(я1) Н/(51)> а1“К а + £]; 0» а1.€ 1«, «-НН, 0<а<а-(-£<— ? 
Р

(Л"е/Кя1)== (/(я1)> а1€[« —е, <*];  0, «^[а—е, а]}, —<а —Е<а<1; 
Р

К /=с^г( /) (7); С, = , «>0; 1, а = о[-
\ Т»4 / и (а) )

Указанные условия являются не только достаточными, но и необходимыми 
для ограниченности операторов (2.2), (2.3) (|7]).

Поэтому „плохой“ случай а = ----  в данной статье не рассматривается.
Р

При а 0 равенства (2.4), (2.5) понимаются в предельном смысле, то есть 
« — с.
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Через Ир И2 и т. д. будем обозначать вполне непрерывные в Ьр (а, 6) 
вольтерровские операторы.

Рассмотрим соотношение (2.4). Заменим в нем а на я։ и приме

ним по оператор /+.
а) Преобразуем сначала левую 

Пусть V > 0 (при а = 0 будем брать
часть получающегося равенства, 
v > 1). Тогда

при х —* 0 ([8], формула 8.357).
В силу леммы 1.3 и равенства (2.4)

с ? * ±£L. = и, ? =/£• М+. И, ? =?„•;• V, N.+. Г,

где Nt = cos (/“)/+ sin (t~) Stl t, /—тождественный оператор. Таким 
образом, получаем

7; 7?_ ֊-=/; - - /а\՜ v И3, где и3 = и2 м+։ Иг (2-8)

Пусть теперь v 0, я 0. Тогда

= Са7а(֊I)1՜4

</1-4 н

</3[-*j +11

= ~ С, ?

Применяя лемму 1.3 и соотношение (2.4), получаем

с, ? * —__2L Ч+v+i-vj (х) = /’_ И4?-/;-7՝ ИЛа Ир

откуда вытекает равенство, аналогичное (2.8). 
б) Преобразуем теперь выражение
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Пусть v^>0. Интегрируя по частям, получаем

Отсюда, в силу леммы 1.3

/; COS^ г)Л?, = ГаГ (cos Ы /4- Ив). (2.9)

Для ՝1 < 0 аналогичное соотношение получается так же, как и в 
случае- а).

в) Рассмотрим, наконец, выражение / +/«+ sin (ат к) 5’а, в, <р. Как. 
и в случае 6), все рассуждения мы проведем для v > 0. Незначитель
ное увеличение выкладок для v <_ 0 с принципиальными трудностями
не связано.

Произведем интегрирование по частям:

dtf гдео

Поскольку выражение, аналогичное первому слагаемому, уже
рассматривалось в пункте 6), то в силу леммы 1.3 имеем

е
laa՝ sin (а^) = /’/'(sin (ar) Sa a-|֊I/7+ j Vt Sn<tdt, (2.10)

u
где И/ — оператор-функция, вполне непрерывная в LP (а, Ь) при t />0 
(при f = 0 на основании первого утверждения леммы 1.3 полная не
прерывность не имеет места).

Обращаясь к выкладкам леммы 1.2, легко убедиться, что опера
тор-функция // непрерывна по t в операторной топологии на (0, е] и 
ограничена равномерно по t на [0, е]. Отсюда, в силу неравенства
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([3], лемма 3.3), вытекает полная непрерывность в (а, 6) операто' 
£

ра И/
и

Объединяя результаты, полученные в пунктах а), б), в), прихо
дим к соотношению

В (c°s (я՜)/4՜ sin (я՜) Sa. ՝ 4- T), (2.11)

где T — вполне непрерывный в Lp (a, 6) оператор.
Если к (2.11) применить слева и справа оператор A:f (а-\- 

4՜ Ь — х), то получим аналог соотношения (2.5).
| 1
* Для случая —\ a -% 1 соответствующие соотношения получают-I р
ся аналогичным образом из (2-6), только с помощью оператора 1 .
₽ Подводя итог проделанным рассуждениям, можно сформулиро
вать следующую теорему:
■ Теорема 2.2. Пусть ъ Lp (a, b), 1 р се> у 0 д <4 1, — ос

\'• «С ос*.  Тог да при 0 а <^ —

* См. сноску на стр. 447.

Т р

РЬ- V (COS (a՜) ? +’sin <a՜) « ? + Л ?)» (2.12)

/a.j ? =/a,2 (CQS (a-) ? _ Sjn T* (2.13)

а при £
P

i 41

Л՜- ? =/a+ <cos (Я՜) ~ sin (a՜) ? 4՜ Т3 3) -h Sj ?, (2.14)

Л’+ ? = рь~ (cos (a’) ? 4֊ sin (ак) Sb, ,_i ? 4- Л <p) 4֊ S, (2.15)

где Ti (i ՝-= 1, 2, 3, 4) вполне непрерывные в Lp (a, b) операторы,
b

a

W(p- (t -a)"՛-՛ )(3) df;

b

a

Из соотношений (2.12), (2.13) получаем
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Следствие 1. При 0 а < —банаховы пространства(7.Л (а, 
Р

Л)) и Гь՝2 {ЬР (а, 6)) совпадают с точностью до эквивалентности норм.
х • 1 1

Для случая —<С а •֊■> 1 подобное утверждение не выполняется. 
Р

Это вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.1. Пусть —а < 1. Для тою чтобы выполнялось 
Р

равенство

® = к, где у^Ьр(а, b), к — const,

необходимо и достаточно, чтобы ? = 0 и к = 0.
Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необхо

димость. В силу леммы 1.2
а. V
Л 4-

где V—вполне непрерывный в Lp (а, Ь) вольтерровский оператор. 

Свертывая это равенство с функцией — [Ч֊а, _ъ на основании соот-
I

ношения (1.1) получаем 
л х-а
[ (? + И?) (О dt = — С Н-а. -V (0 dt, 

<7 i J
a 0

откуда (/+ И) <? =— |* ։_։,_,(х-а). 1В силу (1.2) н֊»,-Л*  — а)€ 

£ Ьр (а, 6), поэтому к = 0. Но тогда и 'у = 0, как решение однород
ного уравнения Вольтерра.

Доказанная лемма очевидно справедлива и для правосторонних 
интегралов .

Лемма 2.1 дает нам возможность ввести новые банаховы про
странства Х±, X- как прямые суммы

= /’•; (Л/, (а, 6)) ф R, Х- = R’2 (Lp (а, 6))ф R,

где R — одномерное вещественное пространство. Нормы в этих про
странствах определим следующим образом:

<₽ + л|х+ = » + |л|,

И*-  = Vu ? + ль.. = <•> + |л|.

Корректность такого определения вытекает из леммы 2.1.

Теперь на основании соотношений (2.14), (2.15) можно сформу
лировать

Следствие 2. Пространства X + и X. совпадают с точностью 
до эквивалентности норм.
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§ 3. Операторы типа потенциала

В настоящем параграфе будет получено утверждение о нетеро- 
вости оператора типа потенциала (1).

Относительно функции с (х, у) введем следующие предполо
жения:

1) с (х, у) = {и (х, у), х>у; v (х, у), х < у}.

2) Функции и (х) = и (х, х — 0), V (х) = V (х, х 4- 0) непрерырны 
на [а, Ь].

3) При функции и (х, у), и (х, у) удовлетворяют на [а, 6] 
по переменной х условию Гельдера порядка > а равномерно по у.

4) При а = 1 функции и (х, у), V (х, у) дифференцируемы по х, 
причем справедливы неравенства:

ди 
дх

const

!7)1՜4

|w (х, у)֊и (у, у)| < const (х — у)5*,  |v (х, у) —V (у, у)|< const (у — х)% 

е2 > 0.

Действие оператора (1) будем рассматривать из пространства 
(а, Ь) 1 р \ ос в специальное банахово пространство X, которое 

в силу следствий 1, 2 из теоремы 2.2 вводится следующим образом:

VПредставим оператор (1) в виде: где

и (х, у)—и (у, у) In' ? (у) dy

К*՝ ’ — ‘ о

a, v I

а

b

а(У
? (у) dy.

Лемма 3.1. Операторы Т՝՝ 2 вполне непрерывны из Ьр (а, Ь) вХ.

Доказательство. В работе [2] были выведены следующие 
соотношения:

?՝’■«=/;_ л/;(0<а<1), (3.1)
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где
X X

X / \ а 81П р . . , Р и (х, я)—и (У, я) „ (М\ ф) (х) = ----------- ? (։) Л ------— -------—— Л,
77 л и (У — я)1՜® (х — /)1+’

. а $

(м; ?) (х)=“֊^ (։)
Я 3 .1 (я— /)1"а(/ — х)1+в

-Г -V

—֊вполне непрерывные в ЬР (а. Ь) операторы.

Преобразовывая равенства (3.1) с помощью оператора /+, ана
логично тому, как это делалось в § 2 с равенствами (2.4), (2.5) (см. 
также [3], § 4), получаем

Гр 4 = /’-/ Л/р *, г(3.2)

где Л/։‘2 — некоторые вполне непрерывные в Ьр (а, Ь) операторы.
, л - 1Для — утверждение леммы вытекает непосредственно

Р

из (3.2). В случае —< а < 1 введем операторы вложения 
Р

Щ’,;; (Ьр(а, 6))-Х), у (/;•_’(£, (а, />))-*%):  // = /+ 0, у/ = /4֊0.

Тогда получаем

Т;’(Ь„(а, Ь)-Х)~ И^; Т°2-'(Ьр(а, 6) - X) =} м՝2- ’,

откуда следует утверждение леммы.
Рассмотрим теперь предельный случай а = 1. Так как

где оператор

А : ф (х) - — ( Т[ - ф) (х) 
с/х

ограничен в 2.р (а, 6) в силу предположений относительно функции 
С (х, у). Отсюда, учитывая вложение (а, 6))Л ' (Гр (а, 6))
(см. лемму 1.3), а также ограниченность оператора / (Г;+' (Ц, (а, 6))-*  
—* 2С), получаем полную непрерывность оператора Гр*  из (а, 6) в 
X. Для оператора Г2։ все рассуждения проводятся аналогично.

Из доказанной леммы вытекает, что нетеровость оператора ' 
эквивалентна нетеровости модельного оператора К^՛ *,  который в силу 
теоремы 2.2 представим в виде:

К^‘ * = 4֊ В\ (3.3)
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где

N1 ф =
(и 4֊ v cos я-) Ф 4֊ Sin (։-) 5«, « т>ф 4՜ Тгуъ, 0О< — , 

Р
(и -|֊ v cos ал) ? — sin (ал) Sa, «-i w? 4՜ ~ <C 7

P

(по поводу остальные обозначений см. (2.12), (2.14)).
Из (3.3) видно, что вопрос о нетеровости оператора К՝п- (Lp(a, 

b) —*•  X) сводится к вопросу о нетеровости сингулярного интегрально
го оператора N‘ (Lp (а, b) — Lp (а, 6)). Применяя к нашему случаю 
результаты из [9], получаем основную теорему настоящей статьи.

* Ind К՞1' v — dim ker 4 - dim coker №'

Теорема 3.1. Для того чтобы оператор типа потенциала 
Кг> ' был нетеровым из Lp(a, b) в X, необходимо и достаточно вы
полнения еле дующих условии:

. ( 1 'i/ ат: sgn | а---- |
1) inf |м (х) 4֊ v (х) е ' | ^>0, х £ [а, 6];

2) функция

fl ii нт. sgn------а
( \ ( X ри (х) -г v (х) е

՝. ; Г՜i , х £ (а, b ],
/ая sgn | а----- )

/ х . /х Ри (х) 4՜ v \х) е 

1, х£[— ОО, оо]\(а, 6],

являете я ^-неособенной, где

При выполнении этих условий

Ind К'՛

Заметим, что в крайних точках а = 0, 1 необходимые и доста-- 
точные условия нетеровости заключаются в выполнении неравенств

с (х, х — 0) 4- с (х, х |- 0) =#0 при 1 = 0, с (х, х-0)-с(х,х4֊0)¥=0

при а — 1 и Ind К^՝v = {0, а = 0; —1, а = 1}.

В заключение отметим следующий интересный факт, вытекаю
щий из теоремы 3.1.
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Теорема 3.2. Введение в ядро оператора типа потенциала

(К՜1 ©)(х)

ь
1 Ր с (*>  у)

Г (а).) |х —yl1՜“ ? (#)

множителя Irf ---- '----- , ослабляющею или усиливающего (в зави-
|х-.у|

симости от знака v) особенность ядра на диагонали, изменяя об
раз one ратора, не влияет на его нетеровость в том смысле, что 
нетеровость оператора из Lp (а, Ь) в X эквивалентна нетеро- 
вости в Lr (а, 6) сингулярного интегрального оператора

Л'о? =

не зависящего от ՝>.
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1Լ I). ՌՈՒՔԻՆ. ՎԼրշավոր հատվածի վրա որոշված աստ|ւհսւնալոզարի|>մական կուվսլ- 
ձերով Ա| и in Լ ն ց ի ա । ի in]iii||i օսլԼ ՐատորնԼրի նյոտերականությունն ուսւււմնաււ|ւ րԼլւււ [ւնղհանոէՐ 
JbpniJ է ամփոփում)

Հոդվածում ստացված է նյո տեր ա կանութ յան հայտանիշ ա и տ իճան ա - ( ո դար ի թ մ ա կ ան կո

րիզներ ով օպերատորների

նից որոշակի ձևով կառուցված X

որոնք դործում 
րանա/սյան տարա

են Լր (а, 6), 1 < /)< ՕՕ տ արած ու.թ յու-
ծության մեջւ П ւս ումն ա и ի ր ութ յան մեթոդը

հիմնված է րստ աստիճանի ց^ւցշի կամայական 
տիպի րարձրա դույն տրանսցենդենտ ֆունկցիաների

դիֆերենցմ ան դործոդութ յան 
հատկությունների վրա է

և Վոլտերա յի

B. S. RUBIN. A Neterity Criterion for potential-type operators with 
power-logarithmic kernels on a finite segment (summary)

In this paper Neterity criterion in obtained for the potential type operators 
with power-logarithmic kernels, acting from Lp («. 6), 1 <; p < oo into special Ba
nach space X. The method is based on orbitrary order differentiation with respect to 
the power and on properties of Volterra type functions.
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