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§ 2. Введение

Пусть Е— нигде не плотный компактна комплексной плоскости, 
С (Е) — пространство непрерывных на Е функций с равномерной мет­рикой, R (Е) — подпространство, порожденное аналитическими на Е функциями (или, что то же самое, рациональными функциями, полюса которых лежат вне Е). А. Г. Витушкином было получено необходи­мое и достаточное условие на Е для того, чтобы R (Е) = С(Е) ([!]).Когда Е(Е}=/=С(Е) естественно ожидать, что некоторые свой­ства аналитических функций (при дополнительных ограничениях на множество Е) могут передаваться функциям из Е{Е],Здесь рассматривается свойство единственности аналитических функций: из обращения в нуль на некоторой (произвольной) порции множества Е функции /£ R (Е) следует равенство нулю такой функ­ции на Е. Чтобы R(Е) оказалось носителем свойства единственности, 
Е должно быть в некотором смысле достаточно „массивным“ мно­жеством (для компенсации отсутствия внутренних точек).Существование такого примера следует из работ М. В. Келды - ша. По предложению С. Н. Мергеляна аналогичный (более сильный) пример был построен в интегральной метрике ([3]). В некотором смысле точный пример был построен А. А. Гончаром ([2]).Через ЬР(Е), р > 1, обозначим банахово пространство заданных на Е измеримых комплекснозначных функций с конечной нормой:I ) 1/(*)Г (г)!1 * * * * * * В

Егде т — плоская мера Лебега.
ЕР(Е) — подпространство, полученное при замыкании множествааналитических на Е функций (или, что то же самое, рациональныхфункций, полюса которых лежат вне Е). При 1 < р<^2 всегда

Ер(Е) = Ер(Е) ([3]).В работах [4], [2] имеется описание нигде не плотных компактов 
Е, для которых ЯР(Е) = Ьр[Е), Если ЕР(Е) £ ЕР(Е), р> 2, то свойство единственности аналитических функций (при дополнительных ограничениях на множество Е) может быть „унаследовано“ фу нкциями из Ер(Е), р^>2 ([3]). Отсюда как следствие получается, что функции из R (А) также обладают свойством единственности. Для Ер (А), р^-2, Бреннан получил более сильный результат (|5]).



424 С. О. СинанянТаким образом, указанное свойство единственности непосред­ственно не привязано к свойству непрерывности функций и к равно­мерной метрике.В работе рассматривается более общая метрика, которая в со­стоянии сохранить свойство единственности аналитических функций.Пусть ф (г) > 0 почти всюду на Е, ՛]> £ Ьу (£). Через £р(?), р^-1, обозначим банахово пространство заданных на Е измеримых комплекс­нозначных функций с конечной нормой:
|Д-= Ь^(г)Г •■?(*)</"•(*)  "л

R'1 (՛/)— подпространство, полученное замыканием множества аналити­ческих на Е функций (или, что то же самое, рациональных функций, полюса которых лежат вне Е), Будет доказано, что при естественном ограничении на функцию <՛, метрика этого пространства в состоянии передать свойство единственности.
§ 2. Построение множества единственностиПусть функция ’У1 ?> О почти всюду на единичном квадрате А = {д: 0 Ие г 1; 0 1ш г -С 1}. Кроме этого Ьу (А) и[ ՛■?! (*) (^т (2) > — °°- д (I)Теорема. Существует такое нигде не плотное компактное 

множество Е, что функции из R где ф — сужение функ-
иии 6։ на Е, обладают свойством единственности аналитических 
функций: из обращения в нуль произвольной функции /$/?"’(*)  на 
некоторой порции множества Е еле дует,.что / = 0.1 . Построение множества Е. Рассмотрим последователь­ность нечетных натуральных чисел: 1 = п0 Пу <\П2<\• • • < лд<^• • •. В дальнейшем на эту последовательность будет наложен ряд ограни­чений. Положим Л/д -= пг • п2-• • па, к = 1, 2, 3, • • •. Разделим квадрат А параллельными к сторонам прямыми на п^ равных квадратов (первого ранг а). Обозначим полученный центральный открытый квадрат через А]1)> а остальные квадраты через 8/՝\ 1 -С / Ль Каждый из квадра՜ м 1)тов ч։ в свою очередь разделим параллельными к сторонам прямы- ми на п-_> равных квадратов (второго ранга). Центральный в О/ откры­тый квадрат обозначим через Д/2), а все остальные квадраты (второго ранга) — через о,-2’, 1֊<у’<^Л2. Пусть квадраты к-го ранга А;’; 2 э1 -С Р ՝Г Л*,  1<Су<^Л*_],  уже построены. Разделим каждый из квад­ратов 8{,*\  1 -С р < Л*,  параллельными к сторонам прямыми на п?+1 равных квадратов. Полученный в 8)/՝ центральный открытый квадрат обозначим через А^'1՜, а остальные квадраты ((к -|-1 )-го ранга)— че­рез 8, ]), 1^у<^/Ул+1. Продолжая этот процесс, получим последова­тельность открытых квадратов |А,/)|. Определим
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и 

I <2>2°. Пусть /££■’(?)> а I/?։ (г)|—последовательность рацион альных функций, полюса которых лежат вне Е и удовлетворяют условию•р (z) dm (z) = 0. (3>
R (z) можно представить в виде .и
где Ri, I (z) -сумма простейших ным полюсом в центре квадрата рациональных дробей с единствен-Г', P(z) — многочлен. Можно счи­тать, что
где

Е

> (z) dm (z).
Предполагается, что функция / равна нулю на некоторой порции множества Е. Нужно доказать (при некоторых ограничениях на после­довательность |п*}),  что / = 0.Основная схема доказательства состоит в следующем: сумма простейших дробей высших рангов мала за исключением множества малой площади. Остальная часть рациональной функции R. (г) близка к нашей функции и аналитична на конечносвязной области. Коридоры этой области достаточно широки (в сравнении с кривой, соединяющей две произвольные точки области), поэтому малость функции на части области передается на всю область.

§ 3. Основные леммыI 3 . Дальнейшие оценки основаны на следующих двух леммах. Эти леммы получаются с помощзю класси аеской теоремы Сегё.Теорема Сегё. Пусть — линейная мера Лебега на единич­ной окружности |z| = 1 и А>0. Через обозначим мно­жество аналитических на единичном круге функций, которые обра­щаются в нуль в начале координат. Тогда расстояние от единичной функции до Ао задается формулойinf — [ |1 —f\p՝hd^ = exp ! — I log hd^ 1 •I /6-4.2« J 12«. jОбозначим через K(Z, г) круг z: |z —’| <^ г}.



426 С. О. СннанянЛемма 1. Пусть ф— почти всюду положительная на коль­
це з = \г: /?о<С121<С^ функция, у довлетворяюицая условиямФ € Л (з);
Тогда для произвольной аналитической в круге функции, обрагияю- 
шейся в нуль в некоторой точке круга А'(О, /?0), имеет место не­
равенство

Доказательство. Имеем/?
а К, 1г1Функция XV конформно отображает круг ЛГ(О, г) в единич-ныи круг АГ(0, 1) так, что точка гбудет отображение г = = ч переходит в XV — 0. Обратным • Для производных

бг 
быимеем оценки

бы
б г

о

б/ц>

г — /?о при
приоБлагодаря этим оценкам и теореме Сегё, имеем

о
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то получается утверждение леммы.Лемма 2. Для произвольной аналитической в 
функции имеет место неравенство|/С)Г<С- [ |/(г)|',-Иг)<//п(2), |Ч<Л0.

Для доказательства достаточно применить лемму

круге К (О, R}՝

(5)՛
1 к функции

§ 4. Дальнейшие оценки4°. Пусть М = М(е)— номер наивысшего ранга квадратов А, содержащих полюса функции (г). В силу абсолютной непрерыв­ности интеграла Лебега существует такое число Мх = Л/Дг) > М, что|ЯДг)|։ф(г)</7П (*)<Др.и։ + 1где ш- 1[)т = Д\ ( иЛ-1 IЧерез а/, ь обозначим центр квадрата △!* ’, черезвписанное в центром в точке . ц — кольцо,.и радиусами
I 2 2М-!Применим лемму 2 к кольцу 2 Уи։ ֊1 0 I 2-Л.и.Получим

-И,где
R /?0)-ехр —

R»



428 С. О. СинакянИз последней оценки следует, что после выбора Л^и, 1 число /Уи, мож­но выбрать настолько большим, чтобы
| | В Г2 (1 т <7 уд(.И։) В

М] '

Тогда
Многократно повторяя это рассуждение, получим

Откуда
|/? |2 / с/т

Л-ИИ

(6)
5՝. Для наглядности будем пользоватьсяПравую нижнюю вершину квадрата и ։ и рассмотрим кольцо с центром в внешним образом касается четырех квадратов

чертежами 1 и 2.
Ч-И-1) хго, обозначим через этой точке, которое

△;И) (М- г о ранга) и несодержит подобные квадраты (чертеж 1). Ширина кольца беретсяравной -ли — > где — — целое число,
МЫм м

----- -------. Концент-
рическиественно, - А(И~1) квадраты- Д/ , и 5.и выбираются л( И-1) Эи О исо сторонами * уу~■ » соответ-такими, чтобы имело место расположение,указанное на чертеже 2. л'Ю Теи-։) \/2>(.4-1)дОИ-1)

Согласно лемме 2 для С принадлежащей кругу, окруженному кольцом имеем
|Л. Г.)|։<С‘/1-։’-|‘|Я.|’֊Нт< С.и_։-в,

«<■«֊»где Си-1 = З-зир С/ и “ определяется числами ТУпи и 5,и. Можно I■считать, что С£Л\1|Д;И). Из формулы
/ — г
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Чертеж 1.

Чертеж 2.



430 С. О. Синаняндля
а \ и МЛ"

)имеем

6 . Обозначим
I В.

и д'?'».

Л1

к = т I

(7)
(8)

Согласно неравенству Коши и (6), (7) имеем
С о ։/։ ( С 11/2I |Ф.и12 ф с/т < 1^1" Ф ^т\

л м Ем

Так как Ф.и аналитична на множестве II то опять согласно
Iлемме 2 и благодаря тому, что площадь этого множества можно сде­лать достаточно маленькой (за счет выбора Мм), можно добиться вы­полнения неравенстваI |ф.м|2 ф с/т

1>М

1 + №и-1 (9)
Теперь Ф.и находится в такой же ситуации, что А*։ , только но­мер ранга на единицу меньше. Поэтому многократно повторяя анало­гичные рассуждения, мы придем к следующим леммам.Лемма 3.

|Ф.и|2 с/т А- В, (10)
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г де.

л- з-П 11+М.։•
к — 1* .И *Лемма 4. Для г^Д\( II II А/'Н) имеем

£ II 'и о С Ч’ —2 2 |/г,.,и)|< ойЪ=т I Вт•(Конечно, предполагается, что последовательности
достаточно быстро стремятся к нулю).7". Пусть о!* о) — наибольший квадрат среди квадратов (*>7  ’ (с наименьшим верхним индексом), для которого на множестве о0 = £’По,^' предельная функция / равна нулю.Пременим леммы 3 и 4, взяв вместо А квадрат а вместо
В — число а (г) = | |2 ф Тогда будем иметь:
I 60а) сумма

м
2 У \Ъ. / (г)1>

*-* 0 Iгде А՛/’б) 0/о , равномерно вне О/о стремится к нулю при (лемма 4);
- О (лемма 3).£ -*0  J 

№
Г *0Поэтому с самого начала можно считать, что рациональные функ­ции 7?е не имеют полюсов на квадрате о/* п\обозначим концентрический с ч(*>

-*/на стороны которого больше стороны последнего
•2 Вт—1 , 1 .—ту-------  » к т — 1. 1Лт концентричный с А квадрат со

гп —1
квадрат, дли­на величинустороной дли-

л О/«—1вы 1 — —---------V Мп -1Введем в рассмотрение область
где знак (*)  означает, что сумма распространяется по тем индексам, для которых квадраты Л/՝ находятся во внешности — концентриче-
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ский с круг радиуса г0= ------------и с центром Основной областью8в нашем рассмотрении будет

Ът = Ит\к0. (12>Рассмотрим гармоническую в этой области функцию котораяудовлетворяет граничному условию1 для г(-дК0, (13> О для г дОт.Согласно лемме 3 и предположению, что рациональные функции л£ не имеют полюсов ;на Сч։ . имеем|Фт 'Ъс/т 2 Л • В.отш(Ло)ГП /©

С помощью леммы 2 теперь нетрудно получить оценку|Фт(г)|<Л„,.]- 5, г£О՝„, (14)Ггде постоянная Ат зависит только от 5т-1 и Мт—\՛Опять с помощью лемм 2, 4 будем иметь
Поэтому для достаточно малых е О|ф£ (г)| < Вт • . г^Ко, (15)

•^тгде
Вт = 3 Со-Ст-1 ' А'Х-Л В.Согласно принципу максимума для субгармонических функций(для области От) имеем 1о?|Ф^ Ы1<(1-шт (г))-1о£ (Л„,1 В) -ф (г)• 1о£( Вт (16)

где г £ От.9°. Займемся оценкой гармонической функции о>т. Существеннымявляется то обстоятельстго, что ширина коридоров области боль֊ше, 1 чем ------------ -
2 Мт—2Через Вт обозначим подмножество тех точек От> расстояние ко­торых до границы этой области не менее, чем 5,п-1

Мт _ ։
. (Нетрудно проверить, что т (ЕхЕ,,,!—»0, т (В/Н\Е) —* 0 при т —► оо).
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Точка

- € К„.удалена от границы круга Кр на расстояние, не менее, чем
9

.Легко видеть, что количество кругов можно взять не более, чем 16Л/т.2.Введем в рассмотрение гармонические функции |10(г), Г1(*)>  
?•> («)»• • •» ГрМ-

(*) > Гр (^) Для z £ К(гР, г).

Го (г) = 1 при |z — z0| = г0 и |i0 (z) = 0 при На круге— • имеем
I / ч 1 \z — ^11 ' ։ 1I н(*)='-х-։о? ------------ / log—*I г / оГ1 (*)  = \ при |z— zj ֊■— и p1(z)=0 при |z — zj = г. На круге 8
К(z2, г) имеем

/\ \ I I2 ’ 2*1 I А - .Ил (z) = /д-лг • log------------- log — » 1 k p,

Г< (^) — '1^2 при |г — г>| — — и р*  (^) = 0 при !г — г*|  = г. Поэтому 8для г - К (гл, г') имеем ц*  (г) >| Совершая последовательный переход по кругам А'о, Аг,---, Кр, и каждый раз применяя принцип максимума для гармонических функ­ций, в силу последних оценок получим



43 4 С. О. СинаняиКроме этого
5„է-ւ
Пт —1Таким образом, для любой точки С, Հ £ Fm, имеемlog |Ф‘»։ (С)1 < log (Л„ / В) + л,-).?՜' -log[B„ (17>

\ т /Каждый раз после выбора /Vlt 7V2, • • •, /Vm-ь число Nm> затем 9
Sm выбирается настолько большим, чтобы правая часть неравенства(17) стремилась к —со при т -*  со. Остается учесть лемму 4.Теорема доказана.
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U. Հ. ՍԻՆԱՆՅԱՆ. Լ1' ւոարսւծ nipjtuG iîLinr]il|Ui |ով ստաջացած I վսւ<|խսնա||ւտ]ւ1|Ո1|»յան մա-

ujlli ( ամփոփում)

Դիտարկվում է կոմ պլե րս հարթության վրա որոշված դրական ֆունկցի ա, որր բավարա­

րում / բնական պայմանի ( պ այմանս վորվա ծ Սեդւոյի կլասիկ թեորեմայով)։ Ապացուցվում 
է այնպիսի ամենուրեբ նոսր կոմպակտի դո յությունր է որ այդ կոմպակտի վբա դիտարկված 
ֆունկցիայի սահմանափակումը։ հանդիսանր ւմ է այնպիսի կշռային ֆունկցիա, որբ ապահո֊ 

վում է լր տարածութ յան մ ետրիկա յի միջոցով անալիտիկ ֆունկցի անե րի մ իակութ յան հատ- 

կու թ I ան փոխանցում ր։

S. O. SINANIAN. On quasianalyticity genet ated by the metric of the F space 
(summary)

A positive function defined on the complex plain and satisfying some natural 
condition coming from the classical Sege theorem is considered.

The existence of a nowhere dence compact is proved, such that the metric of 
the F space (with weighting function, which is the restriction of the considered 
function on the compact) ensures the transmission of the uniqueness property of 
analytical functions.
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