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А. А. АНДРЯН

ОБЩАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ СОСТАВНОГО ТИПА

В выпуклой области Г), ограниченной замкнутой ляпуновской кри
вой Г, рассмотрим систему уравнений составного типа вида

-֊? ֊ <7 (х,у)Р— = ՝՝՝ а1' (х, у) V/ а"(х,у)и,1 Ьа (х, у) и„ Л, (1) 
0: 1)2 ~

() 9 с)» т
~ М«» у) — = 2 У (х՝ у) г,1 Ке (о (*. !/) *>о) {)> (2)
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где z = х 4- iy, q (х, у)—комплекснозначная, а \ (х, у), - • •, (х, у) —
— действительные функции, принадлежащие классу С1 (D Г) и 
q (х, r/)| -С const ; 1, а h(х, у) I/ (х, у) при i J; остальные коэффи
циенты системы (1) (2) предполагаем принадлежащими классу 
С1 (D-р Г), причем функции 6/ (х, у) (/, у = 1,- • •, т) являются дей
ствительными; F (х, у) С Сх (D -ИГ), /j (х, у) £ С1 (D Р Г)(у=»1,- • •, т)— 
заданные, a Vj(х, у) С £։ (^) П С, (/) -р Г) (у = 0, 1 ,•••, т) — искомые 
функции, причем функции V1 (х, у), -> v,n (х, у), (х, у), - • •> f,n (х, у)
являются действительными.

Предположим, что каждая характеристика семейства характери
стик /.у (х, у) = const (у = 1,•••, т) системы (2), проходящая через 
область D, пересекает ее границу Г ровно в двух точках и имеются 
лишь две характеристики этого семейства, которые касаются грани
цы Г, соответственно, в точках М, и Njt причем касательные в этих 
точках параллельны. Не ограничивая общности, будем считать, что 
М) следует за Л/у + |, N, — за Л,֊!, a Nn следует за Мх, Ма—за.

Положительно ориентированные дуги MjNj и NjM, обозначим, 
соответственно, через Г1 и Г*.

Рассмотрим следующую граничную задачу.
Граничная задача А. Найти решение системы (1) — (2), 

удовлетворяющее граничным условиям
т

т
Re [а, (/) V., (/)] -|- У akj (0 v, (/) == (/), t TJ, (4)

(k 1 • • •, /и), 
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где ап (0 комплекснозначные, а а*. (/)— действительные функции, не
прерывные по Г ельдеру, соответственно, на Г при & = 0 и на Ц при 
к = 1, • • •, <т; Ло ՛(/)(; С» (I ), а (0 (; С\ (Г[) (&—-1,• ■ •, т) - заданные 
действительные функции.

Пусть е<'> = ։е‘11, к = т и о;»> (о=|<2;М1- а=1.---. т—1- 
квадратные матрицы, соответственно, порядка т — £4-2 и к 4-1, где

(О = Я/-1 (0, p'je (t) ~ at 1. е (0, j —1. • ' ■ , ni ֊֊ 
— k 2, e = 2, • • •, m — к 1 ;

<21-1 (0 — а0 (0> С?1, г |-1 — Ос՛, т о е (Р, С/, 1,1 (О — <Ън- А+е (О »

,С/ + 1. е 1 (() = & 71 — к ], т—к+е (/), у, С = 1, • • •, 7П.

Относительно коэффициентов граничных условий (3) — (4) пред
положим следующее, что

det Р'։) (/) т 0 при ^Г|П1՝;р

det Р(А)(0--О при f П Г;я_л 2, к^2,--, т,

а0 (0 0 при t £ Г, П Г*.,

det Q'kl (f) 0 при fCr;„_fr+1 ПГ^_А, £=1, •••> m֊l,

□О, ni — к + 1 (0—1 ‘ ‘ ~ U rn — А, от - А +1 ( 0 — 0. Q.w — А - 1, от - А т 1 (0 1

в точках Nk, к = 1,՝՝‘г т,
tl<\ m — k 1 ( 0 —• Um — к -2, т — к + 1 (0 — б» Д/п — А + 1. ni— V + I • 0 •֊

в точках Mki А:“!,--՛, m.

В этих предположениях в работе [1| для главной части системы 
(1) —(2) доказана следующая

Теорема 1. Граничная задача /1 является нгтеровон, а ее 
индекс равен

■/. = — [arg b0 (0]г -г 1, 
• »

I ж
Ме 60 (0 — вполне опрзделзнная функция.

В настоящей работе теорема 1 устанавливается и для общей 
системы (1)— (2), а также строится сопряженная граничная задача к 
задаче А и условия разрешимости неоднородной задачи А формули
руются в терминах сопряженной задачи.

Исследование граничной задачи -4. Церез обозна
чим подпространство в С. (D 4- Г), состоящее из функций, аналити
ческих в области D. А через /7у обозначим подпространство в
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С (£>+Г), состоящее из функций, постоянных вдоль /-ой характе
ристики системы (2) (/=!,•••» т).

Все операторы, которые встречаются ниже, являются линейными.
Условимся через А с различными индексами обозначать вполне 

непрерывный оператор в С, (/9 р Г), а через В с различными индек
сами—вполне непрерывный оператор из /7, в С1 (/) ֊И')(У=1, • • •, гп).

Уравнение [1] эквивалентно уравнению следующего вида (см. [2]):

(5)

где ?(!)(' = ' решение однородного уравнения Бельтрами

дъ

Решая уравнение (5) относительно и0 (С), получим (см. [2]}

(6)

где А2, А3— некоторые вполне непрерывные операторы.
Система (2) эквивалентна следующей системе интегральных 

уравнений (см. [3]):
1 (* т

= Ф/ (’> *)) — ;—---- — у 6/ (х, у) V,- (х, у) <йду —
Г 1 + '] 3

1 //:. г?'՜՜1

1 Г
Ке (С/(х, у) vn (х, у)) -------^—- | /у (х, у) (/$ху> (7)

1 1 > ■ .1
71) 7 ^(с. т()

(/ = !,■••» т)
где /,(֊*, — часть у-й характеристики системы (2), соединяющая
точку (;, т() с I ՛, а 'Ь, (;, у() — решение однородного уравнения

Систему интегральных уравнений (71 разреши л относительно 
функций у1 (;, V п (;, <(). Эго решение з дп ас «1вае гея в виде
(см. [3]) А

V; («, '^) = Ъ (՝» *)+ J Ке (с, (х, у) г0 (х, г/)) </$Ху 4֊ 
т()

т
4՜ 2 В\< (;, т() -р >4,1 т»0 (;, ՛} С)\ (/р • • •, /,«),

/-1
(8)

(/ = !,•••, т)
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где С1 (Л)-|-Г) —» (£> г Г) — ограниченный оператор для
/ --= 1, • • •, т.

Теперь подставим и0О из (6) в (8). Тогда система уравнений 
'8) примет вид

Р т
■0, = ՛^— I Ке (с/ (х, #) ? (х, #)) гй.<у 4֊ у В//՛>, 4֊

4՜ Д;2 ? 1 >4/3 (Uj, • ՛ •, V/n) 4՜ Cj2 (fit' ■ • » f m, /” )> ((*)
где C 2: Ci (D 4՜ 1 ) - Ci (D f- Г) ֊ ограниченный оператор для

— соответственно банаховы пространства вектор-функций

v = (v0, г’1»։ ' •’ v'»)> w ~ it> ’?։»

Подставим выражение V/(у =0, 1, •••» т) из формул (6), (9) в 
граничные условия (3), (4). Результат подстановки запишем в виде 
одного уравнения

Tw=Li v L.,w 4՜ Мх f 4՜ A, (10)
где

7w = ( Re [a0 (/) ? (/)] 4՜
m

2ao/ (/) '?/(/),•
>=։

Re |a„, (t) <? (/)] 4-

т \
+ V а„ч (0 •!>,(<) ) ։

/=1 '

/-1։ £2, — некоторые операторы, причем Л1։ А2 — вполне непрерыв
ные (см. |4]>, а Мх—ограниченный.

Из утверждения теоремы 1 следует, что Т — нетеровый опера
тор с индексом, равным ՛/.

Далее систему уравнений (6), (9) также запишем в вид? одного 
уравнения

Еи — Муи 4՜ 4՜ М2/, (Н)

где Е — единичный, М — вполне непрерывный, а -V.., М. — ограничен
ные операторы, причем размерность ядра сопряженного оператора к 
М.у равна нулю.
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Таким образом, мы получили, что граничная задача А для сис
темы (1), (2) эквивалентна системе линейных уравнений (10), (11) в 
банаховом пространстве.

Как показано в работе [4], система уравнений вида (10), (11) 
является нетеровой, а ее индекс равен 1пс1 Е 4֊ ‘те! Т — г..

Итак, теорема 1 установлена и для общей системы (1), (2).
Далее, аналогично тому как это сделано в работе 14], можно 

построить сопряженную граничную задачу к граничной задаче А и по
лучить условия разрешимости неоднородной задачи А в терминах со
пряженной задачи.
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A. A. ANDRIAN. General boundary value problem for systems of composite 
type (summary)

I or the first order systems of composite type with arbitrary number of diffe
rent characteristics on the plane the general boundary value problem is considered. 
The complete theory of the problem is constructed.
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