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О РЯДАХ ИЗ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В работе [1] доказана следующая
Теорема. Пусть ряд из независимых случайных величин с 

ну левыми математическими ожиданиями

п 1

сходите я с вероятностью 7 к случайной величине Если

Р^\>у) О(е-УЧ).

при некотором q 2, то у величин {;я} су шествуют все момен­
ты и

V (М ) •’ 4֊ ОО
л-1

о \ 1 Я при всех Р^> —• —-—• 
2 9 — 1

В настоящей работе доказывается одно обобщение сформулиро­
ванной теоремы. В частности, это обобщение содержит следующий 
результат: пусть ряд из независимых случайных величин с нуле' 
выми математическими ожиданиями

п 1

сходите я с вероятностью 1 к случайной величине :. Если 

Р(\\\>у} 0(е֊'?),

то у величин {;я} существуют все моменты и

при любом г 0.
Для формулировки нашей теоремы введем функции Н (у) и 

Н (у). Пусть Н(у)—положительная, непрерывная, строго возраста­
ющая функция на [0, 4-°о). Функция Н՛ (у) определяется соотноше­
нием Н(Н'՛'՝ (у)) = у ֊+֊ 1 или же Н* (у) — Н՜՝ (у 4֊ 1).

Предположим, что при некотором а 1
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Я* (у)
(1)

справедливо.
Теорема 1. Пусть ряд из независимых случайных величин с 

нулевыми математическими ожиданиями

п — 1

сходится с вероятностью 1 к случайной величине ;. Если

(2)
1 то у величин {;„} существуют все моменты и

при любом 2 ? 0.
Предварительно докажем ряд лемм.
Лемма 1. Пусть случайная величина ; удовлетворяет усло­

вию (2). Если
Ф (г) = Мег ՝,

то
|Ф (г)| се՛4' ։

Доказательство. Интегрируя по частям, получим

|Ф(г)| = | ег'с/Р(;

+• -«
1 — ( е|г||у| 6Р 11‘| >, у) = 1 — е1*1 ■'՛ Р(|;| > ^)[у’ 4

г /о
АГ Л

■ +1*| ]е1г,) ау՝

■
I Положим |г| - г и, используя условие (2), имеем

вI |Ф(г)|<с1[Ц֊г еП~У,,(^бу}.

■
При у > Н' (г) выполняется неравенство

I гу — уН{у)^ — у,

используя этот факт, получаем



ЗбО Г. К. Оганесян

о

(О

у/Лу) >•''<»(/у]
Н^Г)

с*! [ 1 4՜ ег//('֊) — 1 -г /■] 'С с.:ег//Г(г).

Лемма 1 полностью доказана.
Лемма 2. Пусть ©(О — неубывающая на [0; 4՜ °՜') функция. 

Пусть, далее, Н (?) — монотонно возрастающая, положительная, 
непрерывная функция, удовлетворяющая условию (1). Если

Г _
2

(3)

то

Г 1
.՛ /Л/* (/) )ог1 Ч*>

</? И)< + °°- (4)

Н* (х) бх

Доказательство. Введем обозначение А (/) = —----------------
х

Из условия (1) следует неравенство

-^֊Н*(0<А(0<№*(0.
7 4- 1

(5)

Из неравенства (5) при помощи несложных выкладок убеждаемся, что 
Л (0 монотонно возрастающая, положительная, дифференцируемая 
функция, удовлетворяющая условию

А (О 
г

Используя эти свойства А(/), из (3) получим

(6)

Из (6) следует, что если г гх, то

?(/) 
t Iод՜1 +* / Л (О I 1од1 + ։ /

б-------
А (О

А (0 Л' 1о£1+‘ /
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df.

Отсюда получаем

/V/ для г (7)

Таким образом, имеем

- (г)

/։ (/) f log1 5 t

2

------------- d-------
t log* £ t h (t) t.

2
Л (t) t2 log1 £ t

h(t) t2 log2 s t
dt.

Из (3), (6), (7) следует, что правая часть этого равенства ограниче­
на. Следовательно, ограничена и левая часть. Из неравенства (5) вы­
текает справедливость неравенства (4), что и требовалось доказать-

t

Введем обозначение N (t) = I
о

г
где п (г) число нулей

функции Ф (2) = Ме^՝ в круге |г| г.
.\ с м м а 3. Пусть Н(Г)—положительная, монотонно возраста-

юшая, непрерывная функция, которая при некотором з < 1 у доз- 
летворяет условию (1).

Пусть — последовательность нулей функции Ф (г) = 5/е’
с учетом их кратности. Если

то
|Ф(2)|<сеН«*(М.\ (8)

(9)

Доказательство: Из формулы Йенсена следует (см. [2]> 
стр. 220)

Я (О
Отсюда получаем 

ОО ж>
Г W Г 1I —------------------- dt <^с, I ----------------
J Н (t) t2 t J Hog1 f
и ՛•

850—3
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Если теперь в лемме 2 вместо »(/) возьмем N (/), то получим

и
Я* (/) t log1՜1 * t

dN (/) < 4՜ сс»

Отсюда имеем

? М/)

J //*(0*2log։+4 
о

СчЭ
dt = | -------------dN(t}<^ + ос.

.1 H*(0Hog։+4 
о

Следовательно, если в лемме 2 вместо '■&(/) взять п(/), то получим
вс

। ---------- ------------ dn (/) <* 4՜ 00 •
I /У* (0/log1

Далее имеем

1
/У* «) Hogt+4

dn (t)=

ас

С 1= I —------------------- dn (/) <Г 4՜ .
J H* (t) t log1 * t 
о

Доказательство теоремы 1. ЗаЦ>иксируем произвольное 
число п. Тогда случайная величина ; допускает разложение

где itn —

По теореме Леви-Райкова (см. [3], стр. 77) следует, что для случай­
ной величины с„ также имеет место соотношение (2). Пусть Ф(г) — 
характеристическая функция ;, /«(г) и 6Я(г) — характер!сткческге 
функции величин ;л и соответственно. Из равенства

Ф(г) =/n(z)^(z)
следует, что все нули функции /1(2) являются нулями функции Ф(.г). 
В силу сказанного имеем

и

(Ю)

(Н)

где последовательность нулей функций с учетом кратности
Еведем обозначение
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РМ = \Н’>(х Т)|ог1*'(х'Т)> 'хТ.

Воспользовавшись условием (1), получим Р(х)*х 1 . Отсюда
следует, что Р (х) - полуаддитивная (рункция (см. [4], стр. 105). Из 
(10), (11) вытекает, что

Р(М(;2))<

Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть ряд из независимых случайных вели­

чин с нулевыми математическими ожидания ми
ОО

'R

л-1

сходится с вероятностью 7 к случайной величине :. Если

- О(е

при некотором <?^>2, то у величин (;л) существуют все моменты 
и

« <7
- М(;?) - «*Г

I + : _______ .

Отсюда следует, что если для сходящегося почти всюду на [0, 1] 
ряда по системе Радемахера

/(/) = V апгп (/) 
г. — I

выполняется условие

Р(\((Ь\>У>=О(е’') (9>2),
ТО
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Следствие 2. Пусть ряд из независимых случайных вели­
чин с нулевыми математическими ожиданиями

Ж

сходите я с вероятностью 7 к случайной величине ;. Если

то у величин j;rtJ существуют все моменты и

Л =
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G. K. HOVANESSIAN. On series of independent random, variables 
(summary)

A theorem about series of independent random variables is proved. This theorem 
generales and strengthens a result of E. M. Nickishin,
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