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ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ 

В ТЕОРИИ АППРОКСИМАЦИИ

В статье С. Я. Хавинсона [1] доказан следующий результат 
Пусть последовательность |гД" р |гл| 1 такова, что 

2 (1-Ы)= о

и
I 1^1-1 | — | ^ I > О " ֊ О

(1 — 1^+11) (1 —Ы)

где о^>0 от к не зависит. Если /(г)— ограниченная в круге |г|<С 
аналитическая функция, удовлетворяющая условию

Нт (1 — |гл|) 1п |/(г*)| ~ — оо, 
к-* *

то / (а) = 0.
Аналогичный результат, при несколько других предположения 

на последовательность р был получен И. В. Ушаковой [2], [3] 
В дальнейшем И. В. Ушакова 14] обобщила эти результаты на более 
широкие классы функций.

Теоремы вышеприведенного типа свазаны с такими аппроксима­
ционными процессами, в которых учитываются не только отклонения 
приближающего полинома от приближаемой функции, но и величины 
поэффициентов приближающих полиномов.

Основы теории, связывающей теоремы полноты, с учетом вели­
чин коэффициентов аппроксимирующих агрегатов, с теоремами един­
ственности, были даны в работах Дейвиса, Фань-Цзи [5] и С. Я. Ха­
винсона [6].

В настоящей статье доказаны новые теоремы единственности 
для ограниченных аналитических функций, аналогичные теоремам 
И. В. Ушаковой и С. Я. Хавинсона. Используя результаты Дейвиса, 
Фань-Цзи, С. Я. Хавинсона, эти теоремы применяются в теории ап­
проксимации.

1 . Введем несколько обозначений. Пусть а 0, а ЕС^д&—неко­
торое множество, где 7) = 1 [. Рассмотрим всевозможные по­
крытия множества Е счетным набором шаров радиусов г4-:

4

850-2
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II положим
М,(Е) = inf (V г’), 

i
где infimum берется по всем таким покрытиям. Подробно о величинах 
ЛЛ (Е) можно познакомиться в книге Л. Карлесона [9]. Заметим, что 
ЛЛ (£)—неотрицательная, монотонно возрастающая, счетно полуадди- 
тивная функция множеств. В случае, когда я—0 для любого непустого 
множества / dD имеем Л/о(/?|>1, а в случае а^>1, М, (dD) ~ 0.

Пусть 1 <С °՜ и 0<^Д<С°°* Обозначим

где у^дИ. 

Лемма 1. Пусть 1 Р <------- » а м(х)— неотрииа-
1 — а

тельная гармонически я функция, опре де ленная на О. Тогда для 
множества

Г ~ {у € «ир ((1 — |х|)в и (к)) = «Н

имеет место
Мз(]_о) (/ ) = ()

Обратно, для любого /adD такого, что Л/?(1-в) (/■’) = G, сугиеству- 
ет неотрицательная гармоническая функция и(х) такая, что в 
любой точке у г / имеет место

sup ((1 — |х|)։ и (х)) — оо.
,(у)

Доказательство леммы"!, в несколько более общей форме, можно 
найти у автора [7|.

Лемма 2. Пусть z*)*՜ ։ после довательность в D, удовлет- 
воряюгиая условию 

**
У (1 — М) <С °°-
4-1

Тогда существует множество E^c)D такое, что

(Е) — 0, 
где 

и

для любого у ^d.D'^E.
Доказательство. Для точек 0 =/= z £ D положим 

.С (z) = y^dD z^ Д , (։/)).
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Через /(г, у) мы обозначим характеристическую функцию множества 
С (г), определенную на дБ. Введем функцию

f(y)= 2 (1֊М'/(«, у), y^cD. 
£=1

Легко заметить, что

fly) -

Следовательно, достаточно доказать, что для множества Е 
— 11/ С /(у) = ос ], а)(£’) = 0. Предположим, что это не так,
т. е. (Л) ^>0. Согласно теореме Безиковича (см. Л. Карлесон 
[9], стр. 18) существует компактное множество Е^Е такое, что 
Л/-71 ֊7) (7՞) ^> 0. Далее, по теореме Фростмана (см. Л. Карлесон [9], 
стр. 14) существует константа а такая, что для любого компактного 
множества Е существует неотрицательная мера р., обладающая свой­
ствами:

•1(5г)<Гя1 а)
для любого интервала Src.dD длины 2г и

р (Л) > (Л).

Следовательно, мы имеем

— 1**1)’ | 7 (**. 1/) !1 (<fy) <

V (1 — W)’ <ое, 
£-1

где а В (г, иц)—произведение Бляшке с нулями в точ­
ках г Тогда для любого множества {*л|~ ։» удовлетворяю- 
гиего условиям

/
y(C(z))

(1-1*1)'—

Заметим, что С (z)— интервал на

1 1

2 А 3 (1 — |z|) 1 . Следовательно

6D с центром в точке — и длиной 
1*1

sup —7 й (5,) < _Ф-’( 2 (1-ы ))<«•, 
г3(1-а) \ /г хЛ-| '

где supremum берется по всем интервалам длины 2г. Из полученного 
противоречия вытекает, что Afiq-.,) (Е) = 0.

Лемма 3. Пусть — последовательностъ в D, удовлет­
воряющая условию V
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и

С*'

л -= 1

Кт(1— |г„))’ 1п \В(гп, пч)|^> — ОО. 
л -* ■*

имеет место

Доказательство. Рассмотрим отображение

֊.(г) = ^-(1֊(1 И)’),
1?!

где 0 =^= г О и г (0) = 0. Заметим, что "(г) отображает единичный 
круг на себя и для любого г £ О, Пусть го и г—точки из
£), удовлетворяющие условию

1

пип {|и»|, |г|| 1 —(2(1 —а)) •

Докажем, что имеет место неравенство

(1)

Обозначим х ֊ 1 — |и? и у = 1—|г|. Тогда неравенство (1) примет
вид

* ~ У
х + У ху

(2)>

1
где 0<х, у < (2 (1 2)) ' . Сначала рассмотрим случай, когда х у.
Неравенство (2) можно записать в виде

(х* — у )(х Д- у — ху) < (х — у) (х'' -г {/" ֊֊ х\у7)»
или

2х\|/ 4֊ ху* + г 4՜ -X՜ 1 У* < ‘Э-Ху1 4՜ Хч4г}у 4- х^у1 1.

Так как ху1 1 < х’ \у, то достаточно доказать, что

^х'у 4- х''+1у’<4 Яху՝ 4՜ х'у1

или, что то же самое

2։;1-,а — у < 2х1^* — х. (3)

Заметим, что функция /(/)—2Р՜7— / имеет неотрицательную произ- 
I

водную при 0 </<(2(1—а)) \, и поэтому в этом интервале /(/) — 
неубывающая функция. Из приведенного замечания и из неравенств

1

0<У<л<(2(1֊։))՜
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следует неравенство (3). Аналогично рассматривается случай, когда 
1

0<x<tf<(2(l֊«))՜.

Не теряя общности, можно предположить, что
1

min (|w*|, |zj' >1 — (2 (1 — i)) ' , к = 1, 2, • -.

Тогда .в ,силу (1) имеем
ас

1В(|-(г)1, |-(wO|)| = Г1
1=1

1-1

£\B(z, w*)| (4)
1^*1 — |г|

1 — |wj |z|
1

при |z| 1 — (2 (1 — я)) . Заметим, что последовательности .
л (“(^л)]՞0 । удовлетворяют условиям

Из условия! следует, что произведение Бляшке с нулями ! 1՞ (и’*)1 ՛ 
сходится В (г, ]՜ (-ич)|) 0, из 2 ;и 3 следует, что последовательность
{|ь(гл)|)/7 ։ удовлетворяет условиям теоремы И. В. Ушаковой и С. Я. 
Хавинсона [1] (эта теорема приведена во введении настоящей статьи). 
Следовательно мы имеем

Кт (1 — |~ (д,։)|) 1п \В |՜ (шхИ|)| > — оо.
п —

Пользуясь неравенством (4), получим

lim (1 — |zj) ‘ In \В «Дл, «»л)| >> — ос.
Н - ос

2°. Теперь докажем основной результат настоящей статьи.
Теорема 1. Пусть последовательность \ги ։с/Л числа

О <" а <" 1 1 8 , 2 < А <՜ ос ц множество Е^-дР таковы,
" 1 — а

что для любви точки у Е существует подпоследовательность 
,[дл, | “ удовлетворяюшая условиям*.
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а множество Е у довлетворяет условию

(£) 0.

Если /(г) — ограниченная, аналитическая на О функигся и

Кт (1 — |гЛ|)'1п |/(гЛ)| =— <», (5>
п -* ՛■* 

то / (г) = 0.
Доказательство. Предположим, что теорема не верна, т. е. 

существует последовательность \гк]^ Р удовлетворяющая условиям 
теоремы и ограниченная аналитическая функция /(г) 0, для которой
имеет место (5). Не теряя общности, можно считать '/(х)|<^1, |г|\1. 
Из факторизационной теоремы Неванлинны следует, что

֊:
/(г) = г''В(г, «ч)ехр | — I —— «(<Л») + /С | ■

I 3 е'8 —г I
О

где р — натуральное число, ич) — произведение Бляшке, состав­
ленное по нулям функции /(г), р конечная положительная мера, а 
С действительное число. Следовательно, имеем

(1 — 1*1)“ 1п — р (1 — >|)' 1п 3- (1 [г|)’1п'5(г пч-)|

— (1 — |г|)’ и (г), (6)

где и (г) неотрицательная гармоническая функция. Из леммы 1 сле­
дует, что существует множество Е\с^.д[} такое, что

М, (| п)(Ех) — 0 (7)

и для любой точки у^с)[}^Еу

Бир (1 — |х|)’ и (г) < о?, (8>
ли »* '

Так как
Кт (I — |г|) 1п — 0, 

| г< 1

то нам остается оценить второе слагаемое в (6). Из леммы 2 следует, 
что существует множество такое, что

Л/з(1_в) (Л2) = 0, (9)
и для любого у д£)\Е2

У (I — < оо, (Ю>
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где сумма берется по тем «ч, которые удовлетворяют уловию

ич 
У - ;—, |w*| (И)

Далее, так как

и՝ к 
|ич|

о
—~ (1 - - ։w*|)

|—неотрицательная гармоническая функция на Г), то из леммы 1 
кает, что существует множество такое, что

(Л,) = О,

и для любой точки у (- ()О\Г3

вытс-

(12)

A;,(y)V
(13)

к 1

В силу (7), (9) и (12) имеем

Мч1-а) (Z7) = О,

где Г = Ех и и Е3. Так как Л/щ_,)(£) ^> О, то существует точка 
I) £ Е Е. Разобьем произведение Бляшке В(г, нч) на три множителя

B(z, zu к) = Вх (z) Bt(z) B3(z),

где В1 (г)— произведение Бляшке, составленное по тем ич, которые

удовлетворяют условию wj — > B2(z) составлена по тем ич, 
4

которые удовлетворяют условию (11) и |г/ — w.|<^ —— » а B}(z) состав- 
4

лена по остальным точкам wЗаметим, что

lim (1 -|։')4n|5,U)| =• 0. (14)
Z-* V

Прежде-чем продолжать изучение произведения Бляшке, докажем одно 
неравенство. Для любых точек z, w £ D имеем

In

(15)

Последнее неравенство имеет место, так как 
Далее заметим, что если

In (1 4- х) < х, х 0.

2(1֊Н)< (16)
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то справедливо неравенство

Следовательно
и»

1и\

Поэтому, если г и и» удовлетворяют неравенству (16), то в силу (15)
имеем

1п
(17)

Теперь предположим, что ш удовлетворяет условию

4 23+41 -Н)< у --- 
। |«’1

где у £ дЭ—заранее фиксированная точка,г £ Л, (у) и а»|,

(18)

Тогда имеет место неравенство

(19)

Действительно, если
и»

то неравенство (19) очевидно, так как

Предположим, что

г

и՝
М

Тогда имеем

гп 3 I *Ш
ЫУ

Следовательно вспоминая, что А >2, получим



Теоремы единственности 353

Далее

2(1

Таким образом, мы доказали, что если

и»

1и>!
удовлетворяют

условию (18) и ((/— г] то имеет место (16), сле-

довательно имеет 
ния Бляшке Вл(х)

место и неравенство (17). 
удовлетворяют условию

Так как нули произведе-

3

И \у —

имеет место

У 1«ч!

то из вышеприведенных оценок следует, что для

(1 -|ш*12)(1 -|г|2)
и՝ к ? (20)

Пусть 2пк Т ՛ — подпоследовательность, соответствующая точке 
У, о которой говорится в формулировке теоремы. Из леммы 3 следует, 
■что

(1 — |гЯд1)’ 1п \В.: (глД| > — о. (21)

Таким образом, и» оценок (13), (14), (20), (21) имеем

1ат (1— 1п 1Я(гЯж, 
*.

XV т

Наконец, учитывая (8), получим

1։ш (1 — 1п |/(хЯ|։)| > — оо, Л -• X

что противоречит ։(5). Теорема доказана.
Аналог теоремы 1 верен и в крайнем случае, когда я = 0, / 1.

В этом случае имеет место
| Теорема 2. Пусть последовательность \Zn\~ , п множество 
ЕаиП положительной меры таковы, что для любой точки у ; Е 
существует бесконечная подпоследовательность \гПк )/ ։, удов­
летворяющая условиям

< Д (1 ~ |гЯд|), * = 1, 2, • • •,
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где А < от к не зависит. Тогда из того, что՛ лая ограничен­
ной аналитической функции /(г) имеет место

Нт/(гя) = О, 
п

следует, что /(:)=О.
Доказательство вытекает из того, что ограниченная аналитичес­

кая функция, не равная тождественно нулю, почти всюду на д£) име­
ет некасательные граничные значения, которые не могут обращаться 
в нуль на множестве положительной лебеговой меры֊

Замечание. Вторая часть леммы 1 показывает, что доказан­
ные выше теоремы в некотором смысле точны.

3 . Приведем приложение доказанных теорем в теории аппрокси­
мации. Приведенная ниже конструкция достаточно՛ универсальна и 
ее можно применять во многих случаях. Для иллюстрации этого мето­
да мы рассмотрим вопросы приближения функции из 1 
рациональными функциями с фиксированными полюсами. Сначала 
сформулируем некоторые общие теоремы, доказательство которых 
можно найти у С. Я. Хавинсона [8].

Пусть X—нормированное пространство, а р •••, 'я)—норма в 
п-мерном пространстве (/1։ •••, /п)^Тп, причем для любого т^-п и 
любых / п • • •, г п

Р 0' ' ' > л) Р 0 ։» * " ՛ » ^л» 0, • - •, 0)..
/и— п

Пространство, сопряженное к Е4 обозначим (•£>,)’’л\ а через р* нор­
му в нем.

Определение. Мы скажем, что система " Р о (р) полна 
н X, если для любого £ ^> <) и любого элемента .гX существуют 
числа !л2, •••, /п такие, что

и

п

Теорема (С. Я. Хавинсон). Для того чтобы 
была о(р) полна в X необходимо и достаточно, чтобы 
нейного функционала / X* из неравенства

система !?. }/ ։ 
для любого ли-

п = 1, 2,

следовало бы, что I 0.
Теорема 3. Пусть последователъностъ ц • такова, что

| 1 । *
|г2А|<1, 122л411>1» * = 1» ’ • * • Предположим, что \г„к ~ ։ и -------

удовлетворяют условиям теоремы 1. Далее пустг> Ск— положи­
тельные числа, такие, что Ск —*• х>. Тогда для любой функции
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1 р сс , и любою числа 
тельность • • •., t п такая, что

и

0 существует после дона

п
С/с

1

Доказательс

■систему

т в о. В пространстве Lp, 

В Е'1 введем норму

, рассмотрим

Заметим, что

п

'*) 2l'k|exp
Л-1

___ £*____I. 
|1 — 1г»1Г I

Р ֊(11 > " * ՛»

Р՛ (»и • Ю =-* sup 
п

• kIехр

Пусть 7^; Д’. Тогда существует функция g — 4------= 1, такая,
Р Я

что

sup 1 ч 1' ч л
Обозначая

О

</н,

получим

I |Л(т*)К«хр [---- ----- —------ [ . k 1, 2, (22)I l|l- k4l՞ I
Функция E(z) аналитическая на D и принадлежит H4. Из факториза- 
ционной теоремы Неванлинны следует, что функцию Е(z) можно 
представить в виде
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где /^(z) и F.,(z) -аналитические функции и 
Из неравенства (22) следует, что

|F։U)| < 1.1Հ(շ)| - ։,

(1 - Ыг In |Г, («է)| <(1 - Iml)։ In If (m)| ֊<--------2—— .
(1-խ*)’

Поэтому н силу теоремы 1 имеем Л’(г)£=0( при Аналогично
доказывается, что Л (г' 0 при |г|^> 1. Следовательно, функция
,?(е/։), которая порождает функционал /, равна нулю почти всюду. 
Поэтому / 0. Теорема доказана.

Аналогично доказывается
Теорема 4. Пусть последовательность (гъ Г такова, что I

|гл|<1, 1^2* г1| 1, <’ = ],.♦• и подпоследовательности 1г-2к, Т ։ и

I 1 Г 7(•== [ у довлетворяют условиям теоремы 2, а с к положитель- 

ные числа и Ск - . Тогда для любой функции 1 р ,
и любого е>0 сугиествует последовательность /р г., •••, /я, та-
кая, что

и
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IL II. 'I.IL’IJLPg 1ԼԿՅ ԱՆ. H|i ш Цц ։ pj ւս Г։ pLnrLJ uuihtfm նափսւ1|։ 1иГ1Ц1||1 ւրփկ ֆ n IGIJ q JI iu GI > г (i

fituifuir L նրա l| JI R in и и IJ в J и ։ Ti |։ if n աա r 1|IU if ilL I ի տեսության lfl»7 (ամփոփում f

Հողվածում ապացուցվում են միակության նոր թեորեմներ սահմ անափակ անւպի տիկ 

ֆունկցիաների Համար և բերվում են այղ թեորեմների որոշ կ ի ր ա ո ու թ յ Ոէնն ե ր մոտարկումների 

տեսության մեջ։

A. A. VAGARSH AKI AN. A n niqueness theorem for bounded analytic functions and 
its application in the theory of approximation (summary)

In this paper new theorems of uniquens for hounded analytic functions are 
proved. An application in the theory of approximation is indicated.
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