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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ФУНКЦИЙ ИЗ (0<д<оо) 
В ПОЛУПЛОСКОСТИ

1 .Обозначим через //"(£)) (0<Ср<^-г°°) класс функций, анали
тических в единичном круге О — [ш; и удовлетворяющих ус-
ловию

м
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Пусть последовательность (|7л| 1) отличных друг от друга
комплексных чисел для некоторого '* (0 <> 1) удовлетворяет усло
вию

п >о >0.। п ք
1 к Հ - « յ к

(1)

Именно с такими последовательностями связана следующая теорема 
Л. Карлесона ([11, [2], см. также [3]).

Теорема А. Если последовательность (|а±| 1) отлич
ных друг от друга комплексных чисел удовлетворяет условию (17г 
то для любой функции (0<^р<С°°) имеет место не
равенство 

ГС

2 (1 - Ы։) I? («*)Г< С (г)М;, (2)
к 1

где С(о)^>0— постоянная, не зависящая от g.
М. М. Джрбашян в работе [4] дал чисто аналитический метод 

решения задачи кратной интерполяции в.//”’(/)), там же была уста
новлена следующая важная

Теорема Б. Если последовательность !а*| р (|аА| < 1) удов
летворяет условию (1), то для любой функции § (а?) £ Н2 (£)) спра
ведливы неравенства 

где С (г, о) 0 - постоянная, не зависящая от функции £.
Отмеченные теоремы имеют важное применение при решении за

дач как простой, так и кратной интерполяции в классах Н։> (й) 
(0-<р<оо) и лежат в основе доказательства базисности некоторых 
систем рациональных функций в этих классах ([5], [6]).
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Обобщая результаты этих теорем, Ф. А. Шамоян [7| установил 
аналогичную теорему для функций из Нр (О) (0<^р<^ ос)-

Теорема В. Если последовательность 1®л| ։“ 1) удов
летворяет условию (1), то для любой функции £ (и>) *
(О р <С °°) имеют место неравенства

2 |^(®01р(1-М2Г+1<СДг, о)И|р,
*=։

г = 0, 1, 2, •••, (4)

1 де Ср(гу о) > 0 — постоянные, не зависящие от о.
В данной заметке мы получим аналог неравенств(4) для функций 

из Н'՝ — класса аналитических в верхней полуплоскости
•С< + ) = х; 1шх^>0} функций, для кэторых

Ц/|Ь = зир ( I |/(х 4- /у)|/’</։/)’71 <+ 00 • (5)
у><՛ J — ем

Как известно (см. [3], стр. 191), для любой функции
{О р \ 4՜ 00) почти всюду на вещественной оси (—ос, 4՜ °°) суще
ствуют угловые граничные значения, причем

В дальнейшем нам понадобится теорема М. Рисса для полуплос
кости (см. [8], стр.

Теорема Г. 
для функции

176).
Если Л (О £ Ь,, (— «о, 4֊ 00) (1 < р < 4՜ °°), то

/ (х) = и (г) 4

выполняются условия:
в н₽<м;ыи
2) Г(г)£Н՛;,

3) I! ^1/» Мр ||Л||р»
где М‘„ и Мп — постоянные, не зависящие от и и Л соответственно.

Последовательность ху-|* (1тху^>0) отличных друг от друга 
комплексных чисел отнесем к классу Д, если при некотором о(О<Т><1) 
выполняется условие

Отметим, что из этого условия автоматически вытекает условие 

(8)
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обеспечивающее существование произведения Бляшке для верхней
ПОЛУПЛОСКОСТИ С НуЛЯМИ В ТОЧКаХ £ = 2)

(9)

2 . Теперь приступим к доказательству нашей теоремы, исполь
зуя прием, примененный Ф. А. Шамояном в работе [7].

Теорема. Если то для любой функции
(О < р 4֊ оэ) справедливы неравенства

лс
2(1тгН'',+Ч/')(гО|" А„(г, г)||/||;, г = 0, 1, 2, •••• (10)

где Ар(г, ։)2>0 — постоянные, не зависящие от (.
Доказательство. Сначала же заметим, что из (2) конформ- 

£ — Iным отображением ад = ------  полуплоскости С 1 на |ха'< 1, учиты-
2 4՜ I

вая тот факт ([9], стр. 189), что при этом функция » (г) = о / ----- X
I ' \г 4- / /
В< (г 4՜ О՜1 С ЕГ.> получим неравенство, отмеченное также в замет
ке [10]

2 (11)
4-1

Пользуясь теоремой о факторизации ([ 3], стр. 191), функцию / (г) ^Н’՝ 
можно представить в виде

/(г) = В(г)-?(г),
где В (г) — произведение Бляшке с нулями функции /(г), а г (г) £ Н'\ 
и ?(г)-4 0, г £(?+).

Следовательно, определив функцию

будем иметь б
(г) = [?(г)]л2, 

им; = И< = М-
Далее, так как (х)|£ Е, (— оо, 4֊ оо), то положив

(12)

(13)

(14)
ее

по теореме В можем утверждать, что Л (г) £ Н 
Из (14) следует, что

<1
2 = X 4- 1՝у £ (7 (15)Л
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u(z) = |u(z)| < |Л (z)I, z£G(l), (16)
причем (см. [9], стр. 176)

Н = WIs- (17)
С другой стороны, так как h (z) Н2 , то по теореме Г имеет место 
неравенство

Mi < М՝
Отсюда и из (17) получим

1/4» (18)
где М2 = 14՜ ЛД. 

Ввиду того, что % (z) (; № , она представима интегралом Пуас
сона (см. [9], стр. 183) 

ом •

IW

Отсюда и из (15) следует неравенство 
|?*(г)|<и(г), г£(7< + ). (19)

Теперь обозначим через /)о(гл) = {г; \г — гл| 0 !т г*} О<^0<^1 
круг с центром в точке + \ лежащий внутри С( + ). Тогда по ин
тегральной формуле Коши длч любого г^1 и 1 <&<^4՛ 00 имеем

«Ш, (Z . )0 х

max |/(0| 
г!

бг+1 (Imzjt)'
Отсюда, ввиду неравенства

|/(z)|<|T(z)|, z€G<4
а также используя (12) и (19), получим

1/(и (гл)| О֊֊ Г'----- max |<? (01 =
(6 Im zk)r

г> г!
=-------------  max I?* (0l?,p ------------- max [h (OF P*

fJlmzJ' t&D^zk) (0 Im z*)r t&>D£zk)
(20)

Но и (г) — неотрицательная гармоническая функция, и по нера 
ненству Гарнака

14-0
тах п(0<------’«(**) (1<^^\4-°°).1 — 0

Поэтому из (20), учитывая (16), будем иметь

(1т гк)!’г 1 |/(г)^1р-С ( ) (——1т гк [и (г*)]2 <
\ дг / \1 — О/

< Лл(0, г) 1т г* |Л (г*)12 (1<£<4-°°)-
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Наконец, используя неравенство (11), в силу (18) и (13) для любого 
г^-1 получим 

лг
У. (Ьп zkYr 1

er

hn zi |А (z*)|* < A'ti (О,. Г. '■) ДО?

;а;,(% r, = а„(г,
и теорема доказана.

Շ. ճ. ԴՐԻԴհՐՅԱՆ. Կիսա(ււսր|>ու[>(ունում J-fп (0 <; р < оо) quinի ֆունկցիան Լ ր ի մի
հսւակու իjiufj մասին (ամփոփում)

Դիցուք T / օպերատորր որոշված է IՈ1 կիս ահ արթ ութ քունու մ անալ ի տիկ ֆունկ-
րի անի երի (0 p — ՕՕ ) ղասերի վրա հ Lui և յալ կերպ

<1 ’

Այս աշխատանքում ստարվա ծ են սլա յմ անն Լ ր Հ ա յորղա կան ութ յան

համար, որ պես ղի տեղի ունենա հետևյալ ա ոնչությունր

SH. A. GRIGORIAN. On ci certain property of functions from HP (0 p <Z 4՜ <*>) on

the half-plane (summary)

Let the operator Tf be defined on the H space (0 < p <z r oo) in the half
plane:

Tz: |/<'>(zt)(lmz4)'+'*|->
The paper gives some conditions on the sequenec յ~ (Խո zk > 0) under which

Tf.4p -lp
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