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орема. Существует несамопересекающаяся замкнутая

Рассматриваемые понятия конструктивного анализа определяются таким же образом, как в [1]—|5|.Цель дальнейших рассмотрений заключается в доказательстве следующей теоремы.Те
[конструктивная кривая 5, не имеющая угловой функции относи
тельно некоторой точки х?у, удаленной от 5.Таким образом, можно построить конструктивную замкнутую са- монепересекающуюся кривую, для которой некоторая точка, удаленная от нее, не является ни внешней, ни внутренней относительно этой кривой.Для доказательства теоремы нам потребуются некоторые дополнительные утверждения.Пусть Ф—точное невырожденное дизъюнктное бесконечное сегментное покрытие сегмента а&Ь. Говорим, что сегменты Ф/ и Фу покрытия Ф являются связными, если существует конечная последовательность сегментов Ф/։, Ф/,, •••, Ф/5, такая, что1. (Ф/։ = Ф/&Ф/9 Ф,)\/(Ф‘‘ =■ Ф/л = ф0;2. для всякого где 1Эп (Ф^) = Эл (Ф/ /+1).Лем ма. Каково бы ни было бесконечное сегментное точное 
невырож денное дизъюнктное покрытие Ф сегмента а^Ь, невозмо
жен алгорифм б такой, что для всяких натуральных чисел г, у (/ * у), и 0 (г * у) = Л, если Ф/ и Фу связные, б (7 * у) =£= Л, если Ф/ и Фу не связные.Доказательство. Пусть Ф — покрытие сегмента а&Ь, обладающее перечисленными свойствами; для простоты положим а £ Фо.Пусть существует алгорифм б со свойствами, указанными в формулировке леммы. Тогда при помощи алгорифма б можно построить алгорифм ш, такой что при любом натуральном п имеют место следующие условия:1) «> перерабатывает п в рациональную точку вида а -Т т X 
X (Ь — а)-2~п , где т — некоторое натуральное число, т^2‘",



304 С. Н. Манукян2) Каждый из сегментов Фг и ФА, объединению которых принадлежит ш (п), связен с Фо.3) Каждый из сегментов Фг и ФА, объединению которых принадлежит <о (п) 3- (Ь — а)՝2~п не связен с Фо.В самом деле, для построения алгорифма ш с требуемыми свойствами достаточно положитьш (п) = а -Г 2՜" -(6 — а) • (|1 кк [О (К (а 4֊
+ (Ь-а) к-2-՞ ) * 0) * Л] - 1), где через К обозначен один из характеристических алгорифмов покрытия Ф.Легко видеть, что при всяком п будет ш (п 4- 1) ~ <о (и) или (п-}՜]) = и» (и) 4՜ (Ь — а)-2”(л + 1). Отсюда следует, что всегда 0 < <з1)(п4_р)—10 (п) <2֊л (Ь—а), а потому последовательность ш конструктивно сходится. Построим /7?-число х такое, что ш (п) —* х. Тогда, как легко проверить, для всякого /7?-числа у £ а^Ь оказывается: если то каждый из сегментов Ф։ и Ф/, объединению которых принадлежит у, связен с Фо, если же у^>х, то каждый из сегментов Ф/ и Ф7, объединению которых принадлежит у, не связен с Фо. (Действительно, если у <С х, то u)(n)^> у при некотором п, и сегменты Ф/ и Ф7 связаны с Фо; если же у х, то w (п) 4՜ 2~л '(Ь— а) <^у при некотором п, тогда Ф/ и Ф/. не могут быть связаными с Фо). Рассмотрим теперь сегменты Фг и Фу, объединению которых принадлежит х. Построим сегменты ФЛ1 и ФА։, соседние, соответственно, с Фл и ФА и отличные от Фг и Ф5 (такие сегменты можно построить в силу утверждения из 11], стр. 463). Положимг = — min (|Ф,|, |Ф,|, |Ф„ |, |Ф^). 

21«Рассматривая в роли у число х — е, легко показать, что каждый из сегментов Фг и Фг связен с Фо. Рассматривая в роли у число х 4՜-• легко показать, что каждый из сегментов Фг и Ф$ не связен с Фо. Полученное противоречие завершает доказательство.Доказательство теоремы. Согласно [1] построим сегментное дизъюнктное невырожденное точное бесконечное покрытие Ф сегмента ОМ, обладающее свойствами О^Фо, 1 € Фр Построим алгорифмы ; и т? такие, что (1) ; (0) = 0; (2) для всякого 7, если 7^=0, то Эп (Ф:(։)) — Эл (Ф/); (3) т) (1) — 1; (4) для всякого 7, если 7=^=1, то Эл (Фг 0)) = Эп (Ф/) (возможность построения таких алгорифмов следует из [1], стр. 463).Пользуясь теоремой из [6], построим несамопересекающиеся и не Г7/ пересекающиеся друг с другом конструктивные простые дуги г и г > заданные на сегменте ОМ, содержащиеся в замкнутом квадрате 0-И * ОМ и такие, что Г' соединяет точку 0-0 с точкой lol, a F соединяет точку 0о1 с точкой 1о0.



О свойстве функций 305Через 1Е и к' (соответственно и" и И") обозначим левую и правую компоненты кривой Е' (соответственно У7").Построим алгорифм Л, такой что
Ai =---- min (|Ф,-|, при любом натуральном Z.Построим конструктивные последовательности функций , ՛/, ф", У такие, что при любом /^>1 функции <р,։ заданы на сегментеЭл (Ф/) △ Эл (Ф /) 4֊ Эп (Ф/) 2и удовлетворяют при всяком А принадлежащем этому сегменту, следующим условиям:Ф; (0 = д. >и' (2- (< ~ Эл (Ф'» ) - Л • V ") +■' \ !Ф,| / \ 1*<| /+ Эп (Ф/);

{1}=А1 . у /2« ֊֊Эл (Ф, ))Ч + л / 2и_Эл_(2М) р Л;■' \ |Ф/1 / к |Ф.| '

сегменте Эл (Ф,) △
функции <р։, <1Л при />1 заданы на том же сегменте и удовлетворяют таким же условиям, с заменой и՛ на и и V' на И'.Построим К' и К"—конструктивные последовательности кривых — таким образом, что при любом г 2>1 кривые К1 и К1 определены на Эл (Ф/) + Эп (Ф/) ----------- - ---------------равенствами

к\ (о = ?;(о оф; (о, аг; (о =Нетрудно убедиться в том, что и АГ- при каждом / ^> 1 суть не- самопересекающиеся и не пересекающие друг друга кривые, такие что К'{ соединяет точку Эп (Ф,) з (—Л,) с точкой Эп (Ф/) з Л/, АГ/ соединяет точку (Эп (Ф/) — Л/ ) з 0 с точкой (Эп (Ф, ) + Л/) з 0, причем обе кривые К\ и К, не выходят за пределы замкнутого квадрата с вершинами(Эп (Ф։-)— Ai) <з0, Эп (Ф/ ) зА/, (Эп (Ф/)+ Ai) з0, Эп (Ф/) з (—Л/)(в этом замечании термин „замкнутый квадрат“ употреблен не в том смысле, в каком этот термин был определен в [3], однако он истолковывается очевидным образом).Теперь построим последовательности кривых А , А , R , А таким образом, что при любом /^>1
Ц = ЛО Эл(ф/)+Э1,(ф,„ д9п(ф;) (Эп (Ф<) зА д Эп (Ф,) .

2 *О (2 - Эп (Ф< )) * Эп (Ф,) а (2 ֊ Эп (ф/)) Д (4 - Эп (Ф,)) з
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— ' ' . ......................... .... ' -—да (2 —Эп (Ф/)) * (4 —Эп (Ф,)о (2-Эп (Ф/)) Л (4-Эп (Ф/)) ао (Эп (Ф,)-2) • (4 — Эп (Ф;))а (Эп (ФО —2) Д (Эп(^)=> а(Эп (Ф/)-2) • Эп(Ф,(0)а (Эп (Ф,) —2) ДЭп(Ф,(0) о3 (— -4,,<о):

~ ЛОЭд (Фр + Эп (Фр ((Эп (Ф/) + А։) о 0Л 
____ __Д Эп (ФрД (Эп (Фг,(П) — Лт.(о) ^0);далее при любом 1\> 1 кривая (соответственно получается посредством склеивания кривых К\ и А’ (соответственно, К". и Л։), и наконец

R', = ЛОф0 (ОзОДОз (— ЛГ|(о)) * Оз (— Ап(о)) ДД Эп (Фт)(и)) з (—ЛГ((0))),~ ЛОф, (ОзОД (Эп (Ф,] (0)) — АТ) (0)) °0),
R'՝ = ЛОф, (1з (֊ Лх) Д 1 о0),
R; = ЛОф, ((1 -л^зодгзо).Очевидно, что для каждой из последовательностей R' и R" удовлетворены условия „Теоремы о склеивании“ (см., например, [1|, стр. 479), а потому можно построить кривые Н' и Н’\ заданные на 0Д1 и такие, что для всякого г имеют место равенства Н' (t) = R՚l (/), Н" (/) = 

— В, (/) при каждом / Ф/. Легко проверить, что Н' и Н" суть простые дуги , не пересекающиеся друг с другом, не содержащие точек открытого квадрата 1^3՜ ( — 1)71 и такие, что Н' (0) = Н" (0) = 0з0, Я'(1) = Н"(1) = ьо.Построим, наконец, кривую 5 на сегменте 0Д1, такую что при любом х^0Д1
5 (х) = Н" (2 — 2х) при

5 (х) —Н (2х) при 0
Ясно, что 5՝ несамопересекающаяся замкнутая кривая, определенная на 0Д1. Г Докажем, что 5 не имеет угловой функции относительно точки 2з0 (то, что точка 2з0 удалена от 5, следует из построения 5). Этим будет, очевидно, завершено доказательство теоремы.Допустим, что 5 имеет угловую функцию ? относительно 2’0. Из определения кривой Н' и кривых А՜ при 7>1 следует, что для любого / }> 1 при
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х £ —Эл (Ф/)Д -֊֊(Эл (Ф/) Ч֊Эп (Ф,))2 4значения <р (х) находятся в промежутке вида
при некотором целом д; с другой стороны, на сегменте— • (Эл (Ф/) 4- Эп (Ф;)) Д — Эп (Фг)) 4 2кривая 5 представляет собой линейный образ цепочки отрезковЭп (Ф() оЛ/ А Эп (Ф/) з (2 — Эп (Ф/)) * Эп (Ф4) зз (2—Эп (Ф/)) △ (4 — Эп (Ф/ )) з (2 — Эп (Ф/)) * (4 —-Эп (ФО) з (2 — Эп (Ф,)) А (4-Эп (ФО) з (Эп (ФО--2)) * (4-Эп(ФИ)з(Эп(ФО֊2) Д(Эп(Фт<(0)зз (Эп (Ф/) - 2)) * (Эп (Фп (о ) з (Эп (Ф/) ֊ 2)) Дд Эп (Фт,(/)) з (— ЛЛ(о).Отсюда вытекает, что для всякого IС> 1 осуществимо целое д, такое что имеют место соотношения

Но тогда для всякой системы натуральных чисел (/р •••./*), больших 1 и удовлетворяющих условию Эп (Ф<;) — Эл (Ф<у+1) при осуществимо целое число д, такое что
при всех у от 1 до к. Следовательно, для всякой системы сегментов Ф/։> Ф/,»-,։>Ф«л> удовлетворяющей указанным условиям, имеем

Пользуясь только что установленными соотношениями, мы можем теперь построить алгорифм 6, применимый ко всякому слову вида1 * у, где I и у — натуральные числа и такой, что при любых нату-
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------'.1. -----------== ■ ■' 1 ■■■ . .Л—------- Jральных 7 и у 6 (7 * /) — Л, если Ф/ и Ф/ связны, и 9 (7 * у) =/= Л — в противном случае. Для этого достаточно построить алгорифм такой что при любых натуральных 7 и уГ (/ ♦ 0) = 7, с* (7 * (у+ 1)) = НГ (7 *у)),после чего алгорифм 0 определяется следующими соотношениями:9 (7 * 7) = Л; 9 (7 * у) = О (- (7) * у) = б (tj (7) * у) =— 9(7 * Ա7)) = 9(7 * Ա7)),если 7^>1, у 1 и осуществимо натуральное число

такое что Эл (Фе</. *) = Эл (Фу) V Эл (Фе (у. А)) = --Эл(Ф( ), то 9 (7 * у) = А,если 7 > 1, у^>1, и невозможно натуральное число к с указанными свойствами, то б (7 * у) = 1. Легко проверить, что построенный таким образом алгорифм 0 удовлетворяет перечисленным выше условиям. Однако такой алгорифм невозможен в силу леммы.Доказательство теоремы окончено.Аналогичным образом можно показать, что всякая точка, принадлежащая открытому квадрату 1 V Зг (—1)7 1, обладает таким же свойством, какое мы установили в отношении точки 2^0. С другой стороны, можно показать, что существуют точки, внешние относительно кривой 5, а также и точки, внутренние относительно нее.Формулировка основной теоремы настоящей статьи была опубликована в [7].
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Ս. Ն. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ. Կոնuարու կտիւ| փակ կորի նկասւմամյ? արտաքին և նԼրքին կետի զա՜ ւլափարների մի հատկության մաււին (ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ qn յու [f յուն ունի ինքն իր Հետ չհատվող կոնստրուկտիվ փակ կէք՝
որի Համար Նրանից հ ե ո ա ց վ ա ծ ինչ֊որ կետ ոչ արտաքին է և ոչ ներքին:

S. N. MANUKIAN. On a property of ihe notion of interior and exsterior 
point with respect to constructive closed curve (summary)

It is proved, that there exists a constructive closed curve without selfinter
sections with respect to which some distant point is neither interior nor exterior.
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