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I
§1 . Введение

В настоящей работе рассматривается некоторый класс систем из*  
меримых, конечных и определенных на [0, 1] функций (х)}*_ ։, по| 
которым существует ряд

Л

I
п=1 I

который универсален относительно перестановок в смысле сходимо­
сти почти всюду в пространстве измеримых функций.

В этом направлении интересные результаты получены А. М. 
Олевским |4| и Н. Б. Погосяном [6], для четкой формулировки кото­
рых приведем следующее

Определение. Скажем, что ряд (х), составленный из 
п

измеримых конечных функций, является "-универсальным, если для 
любой измеримой (не обязательно конечной) функции £ (х) существует 
такая перестановка те = {п<} чисел натурального ряда, что

ес

почти всюду.
Теорема (А. М. Олевский). Существуют ортонормальная систе­

ма (х); равномерно ограниченных функций, полиномы которой всю­
ду плотны в пространстве С [0,1], и функция / £ (1<^р<^2), ряд 
Фурье которой те-универсален.

Как известно, вопрос о существовании тригонометрического ря- । 
да, почти всюду сходящегося к бесконечности, не решен.

В связи с этим П. Л. Ульяновым построен пример ортогональ­
ного ряда, обладающего этим свойством и являющегося рядом Фурье 
в несобственном смысле от (см. [7]). Он же поставил вопрос о 
существовании сходящегося к -4՜ со ряда по ограниченной системе 
(см. [5], стр. 28). Пример, реализующий положительный ответ, при­
надлежит Р. И. Осипову и А. А. Талаляну (см. [9]). Далее Ф. Г. 
Арутюняном [3] был указан тригонометрический ряд, который после 
некоторой перестановки слагаемых сходится к -р Аналогичный 
пример для системы Хаара был приведен А. М. Олевским (см. [4]).
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По системе Уолша и по базисам пространства С [0,1] такой пример 
построен Р. И. Овсепяном [10].

В работе [13] А. А. Талаляном было установлено существование 
ряда У ап ®л (х), где (?л (х)}— произвольный базис пространства кр, 
который универсален относительно перестановок в смысле сходимо­
сти по мере и в смысле суммируемости почти всюду методами Чеза- 
ро положительного порядка. Первый пример ортогонального ряда, ко­
торый при двух различных перестановках почти всюду сходится к 
различным функциям, был приведен П. Л. Ульяновым (см. [14]).
I П. Л. Ульяновым был поставлен вопрос (см. [8]): существует ли 
^-универсальный ряд по любой полной ортонормированной системе? В 
том случае, когда полная ортонормированная система ограничена, 
положительный ответ на этот вопрос дан Н. Б. Погосяном (см. [6]).

В настоящей работе по некоторым системам строятся г-универ՜ 
Сальные ряды, существование которых не следует из ранее извест­
ных результатов (система Хаара, базисы пространства С [0,1] и т. д.). 
Одновременно приводится новое доказательство некоторых ранее из­
вестных теорем (например, для тригонометрической системы и систе­
мы Уолша).

При доказательстве используются свойства систем типа (/), при­
веденные Ф. Г. Арутюняном в [1].

§ 2. Вспомогательные определения 
и обозначения

Пусть (фл (х)}—некоторая система функций, определенных на 
[0,1]. Рассмотрим полиномы

т1г Я
Рь (х) = V а/ф/(х); к = 1, и <2(х) = V 6*  Рь (х).

| Л— 1

Обозначим

тс! Рк (х) = п*,  1пс1 Рк (х) = лпь

1пб С?(х, {ф*])  = т'ш {пь, 1 тб О (х, [ф*])  = ппп

|и [Л (х, БПр

= БПр
) 
3 

/-1

3 а/ ф/-(х)

Ь1 Р( (х)

|и[<2(х, (Р»|)|| =(ЫП1

1и [<2(х, (фл|)]| = |и |(2(Х, (Л|)]|4-зир |и[Л (х, [ф«))]|.

Через А обозначим класс систем, измеримых, почти всюду ко­
нечных функций {?*(х)определенных  на [0,1] таких, что для про-
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извольного интервала (а, Ь)с [0,1] и чисел е > 0, 0 < 6 1, /У^>0
существуют множества Е<1) и £’(2) и полином 

п 
Р(х)= V ак '£>к (х), Л 

Ь — т I
обладающие свойствами:

1° Е^\ Е& являются объединениями конечного числа интервалов 
Р'>П£<2) = 0, £<'>и£<2) с (а, Ь), р (£'>)>2֊‘(1-2֊1 8)(6—а), / =1, 2;

2° И |х: х£Е(1\ |Р(х)֊(֊1У|<8) >2֊’ (1-8)(6-а), 2 = 1, 2;
3 |1 {х: х£ [0, 1]\(а, 6), \Р (х)| < е} < (1 — Ь а) 8;
4е т > Я. |

В настоящей работе будет доказана следующая
Теорема 1. Пусть последовательности {(аг*,  {ел|*_р

такие, что 
♦о о©

£* 0, 8* > 0, к = 1, 2, • • •, У, е* 1, 8Л 1. (1)
Л=х Аг—1

Предположим, что ряд 
- "Ч
УаА Рк (х, {?*}), где Рк (х) = V а/ '?/(х), (2)
л=1 1=П/1

у довлетвоояет еле дующим условиям՝.

I. (х)}^ — система из класса А, для полиномов Рк (х) 
имеют место условия 1 , 2 . 3 , где е = £*,  (а, 6) = (ай, 6а), 8 = 8*,  
N--֊- Ы Л-1 (х), Е’1>=411, £<2) = Е'?-,

I ОО ЛО
П. и fl U (яа, 6а)1/=1 А=1

III. если г < к и I — 1 или 2, то имеет место одно из следую­
щих соотношении:

либо (оа, 6а)<= Е{г1\ либо (ak, bk) П Е(г1} = 0;

IV. lim (6а — ак) = 0; к «с
V. lim ՛ U [я  Рк (х, {?})|  ~ 0 почти всюду на [0,1];* *Д’ ♦ ос

VI. ряд (2) расходится почти всюду на [0,1].
Тогда ряд

~ WA
2 2 аА ai <?i(x)
А=1 i — nk

֊-универсален.
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В формулировке теоремы 1, полагая Р*  (х, {?*')  — /л (х), где 
(X*  (х)} система Хаара, получим, что произвольный почти всюду на 
[0,1] расходящийся ряд Хаара

2 а, X*  (х), 
Д=1

для которого имеет место условие

Р |х: Нт а- 7„ (х) = 0} = 1,

^-универсален.

§ 3. Вспомогательные утверждения

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 1. Пусть d >0, 0<^ е< —, 0 < о 1, 0— некото-
2

рые числа, а (а, Ь) — интервал из [0,11. Тогда в условиях теоре­
мы 1, существуют множество G и подсумма ряда (2)

т

Q (*)=  2 a*z Р*,  W, 
/—J

которая после некоторой перестановки г. ею слагаемых удовлет- 
воряет условиям:

a) d— е Q- (х) d 4֊ е при x^G,

6) I U [Qr (х, (<р})]|  < d 4- е при x^G,*

в) р |х: х^[0,1]\(а, 6), | U [Q (х, {<рА ))]| > е.) > (1 — b — а)(1 — о),
г) G а (а, 6), р (G) (6 — а)(1 — 3),
д) 7V<ind_{Q(x, (?л}).

Обозначим 
при х€£<'), /=1, 2, 3

1 ’ '1 О при xg-£■<*> U £« . (J)

Из условий теоремы 1 следует, что ряд 
се
2 «о Р>м (4)
А=1

расходится почти всюду на [0,1].
Справедливо следующее
Предложение 1. Если ряд

ас 
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расходится почти всюду на Е, то существует множество Е}, 
Е1аЕ, р(Е1) = р(Е), на котором имеют место следующие два 
условия:

_____ Л Л

11т У аА (х) = -|- эо и Пт У аЛ (х) = — оо. (5)
А-1 Л-ОО д_|

Доказательство предложения 1 легко получить, используя опре­
деления класса А и условий I—IV теоремы 1. Для этого достаточно 
рассуждения, примененные для функций Хаара в работе [5] провести 

для системы [Рк (х)}, что делается почти дословно.
Предложение 2. Для произвольною открытого множества

С и чисел > 0, 0 <С АГ > 0 существуют множе­

ства Е1У Е, и полином
т либо О-ь 

либо О
(6)

такие, что
1) и Е2 являются открытыми множествами, имеющими ко­

нечное число составл яющих интервалов,

2) | и | Т (х, |/\|)]1 < с/֊г 7 при х£[0,1],
3) Г (х) < с/4֊ 7 при С; — б — 7 Т (х) — б при

х Л2 а С,

4) | II [ Г (х, {Л))]1 = 0 при х^С,

5) и(Л)>1—- г (С), 

Доказательство. Выберем числа №, R так, чтобы

Пусть [*$л(х)}~=1 — последовательность частичных сумм ряда (4),

= |х: а» Р„ (*)>0},  £?)(а)={л-: а» А (л:) <0},

Е„ (а) = £!•> (а) и £<2) (а). К к
Рассмотрим следующий ряд:

ОО
(8)

А-.И
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где

и 1 п<^к — 1),

аА при к £ [к: Е*  (?) с С, |։*| —т, 15Л (х)К<7 при всех х £ Ек(а),

О—в остальных случаях. (9)
Из предложения 1 следует, что ряд (8) сходится почти всюду 

на [0,1|, и при этом

* = Л1

почти всюду на С.
Следовательно,‘существует число М' М такое, что

Из определения функций Рь (х) имеем, что /г,|) и Л*- 1 являются 
объединением конечного числа интервалов. Из (10) вытекает, что 
имеет место хотя бы одно из следующих неравенств:

Л(С)(1֊^ (12)

Пусть для определенности имеет место первое неравенство (12).
Покажем, что р. (С). Из 1° и (9) имеем

| Ьк Рк{х) (1х 
о

Положим
ЛГ

Н(С).

(13)

(14)

Из (13) и (7) имеем

в

и
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Т(х)</х = 1т՝(х)</х4- 7’(х)</х+ Т(х)</х < ^Чр(С).
J J J R՝
0 г«1» с\:М‘)ил(2»

Учитывая (10), (11), (14), получим

֊ (1 ֊ -И I1 (С)- (</+ -1) ± и (С)(1-V) - </,л (С) + < И и (С).
.2 \ /\ / \ К Л /х /\

Отсюда и из (7) следует

R

Полагая, что в (12) справедливо второе неравенство, аналогично 
получили бы р (Л(1)) 2՜1 (<■ (С) (1 —тд). Следовательно, предложение
2 доказано.

Отметим, что способ построения полинома

У, Ьк Рк (х) 
к—Л1

не нов, он был применен в работах [1] и [11].
Пусть полгном 1\ (х) удовлетворяет условиям предложения 2, 

где С\ = (а, 6), </ = </, I = ь- е-2՜3, >] = 3-2֊3 . Л» = Г[1>, 
а число АГ выбрано так, что

а ) V р [х: х^(0,1), |Р*  (х) — РА(х)| >е>|< 2 (6 — о),
л ’ л ՛

оо

к=К'

Предположим, что уже определены полиномы { Тг (х)}]”1, множе­
ства {Сг, /:*|), которые удовлетворяют требованиям предло­
жения 2, где для Тг (х), ^/= с/, т =-р = е2-(г+2>, т] = = о2֊('’+2) 
.V — 1п<4 Тг-1 (х), =/7г1), Л(2) =-а множества Сг определяются
из следующих условий:

а) если г0>1, существует число г', г <^г0 и Г (Г <1 или 2) та­
кие, что

при любых Г И X, V՛ \
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р) при любых фиксированных г, г0, /, 1 < г < г0 < /, I = 1 или 2 
имеет место одно из следующих соотношений:

либо СГо <= либо C-.nAJO = 0,

ггнп иU

на для любого г,
* = 1

.2 в противном случае.

Из условия 7) И ИЗ ТОГО, ЧТО £ <^ — имеем

d

учитывая условие 3) предложения 2, получим, что

А=1
-у> "Ри х € • (15)

откуда следует существование числа п , где

ri = min г: г i— 1, F<2) П

Положим

с'2)Л/, при

Т1 / \ d г(1)2 Tk на 7Г/
л-1

'I
П (х) ^d—z на 

*=1

(16)

Применяя предложение 2, где </=</, 7 = е-2 (/ + 2>, 7]_ &-2 (/•->, IV— 
= 1пс1 Т1-1 (х), С — С1, определим полином 7/(х).

Продолжая этот процесс, получим последовательности

Покажем, что ряд

5
А-1

(17)

сходится почти всюду на [0,1].
Сходимость ряда (17) на множестве

следует из условия 4) предложения 2, а на множестве
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и {с,\(Г}։> и/7;2»)} /=»!

из условия 3) предложения 2 и из а).

Предположим, что на множестве Е П и (Л'риА’р) ряд

ОО о»
(17) расходится. Ясно, что Е с П (] С( .

Ь— 1

Отсюда, учитывая а), будем иметь

при х £ Е, г = 1, 2, • • •. (18)

1,1 к
!>1

Из условия 2) предложения 2 и из (18) при х £ Е получим

4՜ тах 
пг<1<тг

(19)

X»

Так как — некоторая расходящаяся подпоследо-

вательность частичных сумм ряда

Л — I I а п д.
Ь. Р, (20)

%
то ряд (20) расходится на Е. Из предложения 1 и из (19) 
что н (£) = 0, и ряд (17) почти всюду на [0,11 сходится.

учитывая, что </----- -  <|7\ (х)| < </4֊ — на 7™ и Я»,
4 4

следует, 
Отсюда,

получим

пи (Л<։>и а;2՛) = о. Изопределения чисел и из условия 5)

предложения 2 имеем
ОО

о. (21)

Из условия *[)  следует, что если при некотором г и I
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При х^Е(г‘\ ТО существует /, />г, для которого С/=Отсюда, 
учитывая, что С1 = (а, Ь), легко убедиться в справедливости следую­
щего соотношения:

а, 6)\ 6 (Гр’иЛ2’) с (х: </- — < V 7((х)<</ | и
I 4 ". 4 I

и 0 {СМЛЧиЛ։»)}. 
^-1

Следовательно, можно указать число М такое, что

Рассмотрим следующий полином:
_ м _
£(*) = 2 7* (х)»

Л=1

где
( —1)/+1</, при х^Е[1\ / = 1или

О при х £ } и Е[2),

(22)

Учитывая, что е< —, получим

R (х) = г/, при х £ Е = ) х: (1 —
.и

— • (23)4

Легко убедиться, что существует единственная последовательность 
натуральных чисел

* (1)
1 = пг \ и» < • • • < пл < Л/ такая, что Е — и ЕП[ • (24)I — 1

Ясно, что для полинома R (х) в условиях а), ?), ч) неравенство

примет вид

ооозначим частные суммы полинома (22) и
докажем следующее

Пусть - множество из объе динения.

(24),
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1 < л,s, к' тах {к: Гц (х) = — d, при х Ç Лл/ J

Тогда существует число nJt у довлетвор яющее следующим уело
виям:

1) Лл”сГ<»,

2) если при некотором 1 < /\ $ имеет место Ллу с/7!2' и
п / ։ т > то П)О т о

3) Т^О) (х) — и на 7^);  T^f)(x) = d на п = г, + 2, где*
а I Р У

{к, }^=\ = {к: к' <С /с < п՛! | Тц (х)| = d, при х £ Л«/),

{$}} р^=։ = {к: к' < I < л,, | Г*  (х)| = 4, при х £ Ел,}.

Доказательство. Так как 7\ (х) =—d при х (; то су- 

ществование числа к' очевидно. Из условия а) имеем Ец՛֊} (х)<^0, при 
х^ откуда легко убедиться, что множество непусто.
Из определения числа к4 следует, что

Л</) (х) = d при £ Гп\}, 1 < а < п. (25)а

Отсюда

~ ~ Г1 ~
А^(0(х) = /?*'-1(х)  г 7г (х)+ V 7* (0 (х) == е/ при х^/7/1’ 

'' .-!
И

/?г-1 (х) = — (г/ — !)</+</ = — Т 2<7^ 0 при х Т(„] и п ^-2.

(26)
Ясно, что

Ец -1 (х) = — (г/ — 3) </ при х £ Ец’ (х) —(—г/4֊1) d, при х •

(27)
В том случае, когда г с — 2, положим л7 = к' и условия 1) и 3) дока­
заны. Пусть п ^>2. Примем к\/} = к' к\՝}. Предположим уже опре­
делены числа к‘Р<^ • • • < к\^, 1<^п — 2, причем /:(/><^(/՝. Через к\^ 
обозначим число, удовлетворяющее условию =/(^’ . Существо՜ 
вание числа к^} следует из (27). Из условия 7) следует, что

1 г ' ~ 2’ Пусть определены числа к’/\ / = 1, 2, •• •, г» — 2- 
Ясно, что
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Полагая п/ = &г,-2, легко убедиться, что условия 1) и 3) т редложе- 
Ния 3 выполнены.

Предположим, что /’’л'? с: и А А*« 1/ = 0. Обозначим

!Й'> = {к: к' < к, I Г. (х)| = </, при х е Л'>֊); <к(гМ < • о՛'՛1.

Так как k\Jt} — к\Ч, П Fn , то учитывая, что из определения числа 

к' имеем Г*  (х) —■ d при x^F(n\} и к£\к: к'<^к, Тл (х)=£0, на А’лУ), 
легко убедиться в существовании числа Zo, /0 < г,, для которого имеет 
место условие I •

С= №, л» (х) = - т«> (о при х е t г<՛/.
* /, *!. у‘

Отсюда

кт=кт՝’ при т</0> и R (х) = R (х) + 2</, при x(-F՞!, •
1о I.

(29)
Если 10 = п, то из условия 7) из (29) получим, ЧТО ri < 5 и

*‘Д1<&Йь •• и П,•,>«,.

Предложение 3 доказано.
Предположим, что построена некоторая подсумма полинома (24), 

которая после некоторой перестановки слагаемых имеет вид
'•֊1

Q/_i (х) = Тп՝ (х), где 1 < п. < М, 1 < i < s (30)
V=1

и удовлетворяет следующим условиям:

Г) IUIQ/-. (х, {ГлЗ)]|= <//_! при х
I

2 ) <Л-1 (х) = Ь при х(; и Ел} = Е1-1,

3 ) если 7* 0 (х) = 0 на то к0£ п. ,

4 ) если Тк0 (х)^0 на то существует число V такое, что 
к ~ п/, 1 ^'/•^6—1,

5') Тп^ (х) = 0 при хб (о» Ь).

Заметим, что при i = 1, (х) = Тх (х), F^--F\x ’ и все условия Tj —
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5 ) выполнены.
Рассмотрим множество Пусть пу, к\1} < к{.р< ■ • • <^к(г]>

к<»<Н» < • числа, фигурирующие в формулировке
НИЯ 3. Пусть

I

I

Т/,И)(х)֊{- 7\ (х) 4- (х), при п. — к'
г) 1

7\(х) 4՜ 7\и) (х)> при п. — к\,}
9

ТПч (х) — в остальных случаях.

Из условий предложения 3 следует, что

7\ (х) = 7\ (0, При X £ Ал1? и I € (32|

Составим новый полином
- °՜՛ - I

Ql.l (х) = 3 Тп՝ (х). ' (33)
*=]

Из (32) следует, что полином (33) удовлетворяет условиям Г)- 
м— *

5'), где система {7\(х)} заменена системой ( 7\ (х)}. Учитывая, что 

все частичные суммы полинома ТПч (х) на Лд’1 принимают значения 

нуль или 7^ («/), у С то в (33) вместо Тп՝ (х), подставляя его 
выражение (31), раскрывая скобки, не нарушая порядок следования и 
перенумеровав, получим полином

(21 (*)  = 2 7\(х). (34)
4=1

Из предложения 3 легко следует, что полином (34) удовлетворяет 
всем условиям Г)—5), где 7—1 заменено на 7.

Продолжая этот процесс, получим полином

а (х) = 2 К (Д
> — 1 * И

который удовлетворяет условиям 1՜)—5 ), где 7—1 заменено числом 
5. Рассмотрим полином

(35)

Из (22) и из условий предложения 2, используя определения чисел 
п у будем иметь
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е

№.

О, при Л'ё (а, Ь),

Полагая в условиях предложения

лг

/V.,

подставляя в (35), получим

(36)
у=1

В полиноме (36), заменяя Рь(х) 
ложения 1, а также а°), р°) и из

на Р> (х) и учитывая условия пред- 
внутренней суммы в (36) отбрасы-

и

15 V

вая те слагаемые, для которых 6*  =₽ а*,  получим полином

* знак (') на средней сумме означает, что к не принимает те значения, для 
которых Ь^ак, в этом случае = 0 (см. (6)).

** знак (') означает, что к не обязан принимать все целочисленные значения .

5 ‘ * ГГ1 к

м —1 / — п

который удовлетворяет требованиям леммы 1,где

N'

и и х£[0,1], |11[а*  А (х, 1Ы)]|
е

§ 4. Доказательство теоремы

Вначале укажем такой подряд

V Д (х, (х)|)**
Л = 1

(37)

ряда (2), который после некоторой перестановки слагаемых прини 
мает вид
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ос 2Л 2
2 2 S (-1)1 ОД <*•  (9'1) (38)
л=1 г = 1 / — I

и удовлетворяет условиям

Г. р {х: tn |<2{։Л| (х) — X (л;)| > <3„} < зл; П = 1, 2, - - 
i =1, 2,

г = 1,--,2я,

где есть интервалы Хаара n-ого разбиения, а х(А„)~ харак­
теристическая функция множества Д'.

1Г. 1> а„>0, V 2Л ая< 4- ОО, /„>0, tn I 0, 2 tn = 4-00, 
1 . 1

IIIе. р (х: х £ Уп, | U [t, Q^\ (х, (<рл))]| > tn 4- аЛ) < зЛг

IV=. р {х: xfa;, I U [6։ (х, {?*))][>  зя) Ол,

V . множество сегментов

{[ind QW (х, 1<р*) , ind Q\n\ (х, {<?*))]},  п = 1, 2,- • г = 1, 2, - • •, 2я;

попарно не пересекаются, то есть

lind ОД’, (*•  I?*)),  ind (х, (<p»|)]n 

n[ind (x, {։*},  ind <ОД(։(х, (®*|)|  = 0, 

если нарушается хотя бы одно из следующих равенств: п1 = п2, гг = rit 
1\ = 12-

Предположим, что уже построены полиномы

1ОД’(х, |<р»)), п = 1, 2, -»m; г = 1, 2, ■ •2”, ։ = 1, 2.

Полагая d = tn, е = оя, = оЛ, (а, 6) = и применяя лемму 1, 
построим полиномы Q(rm+])(x, {<?*})  и (х {?*}),  которые удов­
летворяют условиям а) — д), причем это можно делать так, чтобы 
имели место неравенства

max {ind Q՝"'i(x, {?,}): n = 1, 2, - -, m; 1 <> <2՞, i = 1, 2)<

< jnd <?<"+՛’<Jt> {<F*})<i^d  ОД+|>(х, {®»})<таОД+!>(х, |<p։|)<

<tod Q<”+» (x, {«pj <ind Q^'l (x, {?։|)<ind Q<™+՛։ (x, {?»))<

<ind (7ЛЙ <Jt- (?»»> r=1> 2--՛՛. 2m+1-

Продолжая этот процесс, построим подряд (38). Ряд (2) разобьем на 
два ряда
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оо тЛ •

2 ' а» 2 а; ?; (х) + 2 " 2 а, ?, (х) (39)
д=1 *=«* *-1 /-л^

так, чтобы первый ряд после некоторой перестановки совпал с рядом 
(38). Из условия V следует, что

Нт ял сц (х) = 0 почти всюду на [0,1].

Отсюда легко убедиться, что для заданной измеримой функции 
а (х) (необязательно конечной)

«о 2« 2 « тя

2 2 2 (-1)'*«  (*»  {?<}) и 2" 2 а*а/?/(х)
I — 1 &=1 1=п^

можно перемешать и указать порядок следования слегаемых так, что- 
бы полученный ряд сходился к # (х). В полученном ряде вместо 

(х, {<р/ )), подставляя свое выражение по системе (?£ (х)) и учиты­
вая условия III и IV, получим, что существует такая перестановка 
слагаемых ряда

Л=1 1х=»п^

при которой он сходится к § (х). Теорема доказана.
Замечание. Условие IV теоремы можно заменить требованием

со

/) 2 ал (*)  ~ + °° почти всюду на [0,11 и 
*-1

I
Рк (х) дх = 0.

о
Действительно, из условий теоремы и из (3) следует сходимость

рядов

I М —Р; (х)] и
со

2 |а*  [А (х) — Рк (х)]| почти всюду 
Л=1

на [0,1].

Остается убедиться в почти всюду расходимости ряда ^кРц(х), 
что можно получить из расходимости ряда 4 я^ Р?к (х) на подмноже­
стве полной меры отрезка [0,1]. Достаточно провести доказательство 

так, как это сделано в работах [2] и [12] в случае, когда | Рк (х)|*̂1  
есть система Хаара.

Докажем, что по любой системе функций из класса, рассмотрен­
ного в работе Ф. Г. Арутюняна [1], существует ряд, удовлетворяю­
щий условиям нашей теоремы.

Обозначим через г множество двоично рациональных точек от­
резка [0,1].
635-4
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Определение 4.1. Полином

Т(/) = V ХА (/) 
Л-р + 1

(40)

по системе Хаара назовем свободным, если сц а} У-1 (/) X, (/) — 0 для 
всех / £ [0, 1]\г, р + 1 Р + <?•

Определение 4.2. Пусть /—произвольный интервал из [0,1].
Условимся писать Г£/[‘Хд] (Г определяется по формуле (40)), если —Л
Г (/) свободный полином и ад ХА (0 = 0 для всех р-\-1֊^.к^р + д 
(через / обозначено замыкание интервала >/).

Пусть М — натуральное число, Т определяется по формуле (40), 
У—произвольный интервал из [0,1], ш — положительное число, 0<ш<1,

Л (0 = Р'2 * ₽*  ** (0-
Р։+1

Определение 4.3. Скажем, что '1\ Хх՝ (/, <») или соответ­
ственно 7^ £ / ( Г, /, о>), если выполнены условия
а) Л£/(ХА),

б) 1пс1 [ Г, ('/.}  | N или соответственно 1пЗ [ Ти (Хд)] ։пс1 [ Г, (Х^|],*

в) |7՝1(/)|<11 для всех /£[0,1],

г) Р ({#: 1Л (01 = 1}) (/)•
Пусть, далее, 0 < 6 <£ 1— п-натуральное число. Обозначим через 
и Ш’ъ интервалы, центры которых совпадают соответственно с 

центрами интервалов

4° (*)  >0}(0), ^2) = (х: 'Хя (х) <0] «»*

и для которых, кроме того, выполняется соотношение

то положимЕсли 0 <о <£ 1,

х«’ (о = х„ а) при /$|[о.1]\(Дл"ил!,’')и л!,՛’л и д(Л

и интерполируем линейно и непрерывно на отрезках, лежащих вне 
указанного множества.

В случае 6 = 0 положим Х^ (/) = 7,п (/) для всех /£[0,1].
Пусть свободный полином Т определяется по формуле (40). По­

ложим

Знак (0) означает внутренность множества.
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р + <7

Г'(О a*  ZV՛’ (О

Определение 4.4. Система измеримых функций опреде­
ленных на [0,1], называется системой типа (Z), если существуют поло­
жительные числа М и о), такие, что для любых чисел г ^>0,

интервала /с[0,1], натуральных чисел п и N существуют 
полиномы Т (t), Р (t) соответственно по системам {*/*}  и {?*},  число 
о', 0-С S которые удовлетворяют условиям:

а) Т^Еп (], ш),
б) пн! [Р, {<?}]  >*

в) |Рф֊ Г3')(0|<е, ^[0,1],
г) Ю[Р (I, {?})]|<Я  /€[0,1].*

!
Отметим, что как было показано в работе |1] системами типа 

(/), в частности, являются: тригонометрическая система, базисы про­
странства С [0,1], система Уолша.

Справедливо следующее
Предложение 4. Если —система типа (/), то

для произвольных чисел е 0, 1^>3^>0, № и интервала (а, Ь) су­
ществуют множества Л(1>, и Е{2' и полином Р (х, [<?*})>  обладающие 
свойствами

Г) Е^\ £(2) являются объединениями конечною числа интер­
валов

ЕтпЕт = 0, £<՛> и £(г> с (а. 6). р (£('>) > (1 — 8) /=1, 2,—

2") |Р(х. |<?*|)  — при х € / = 1, 2»

3") при х€[0,1]\[а, 6|, 

4") |Р (х)| < 1 + г, |U[P(x, Ы)]|<М + 3, при х€ [0.1],
5") ind Р (X, {ф*})  > N.

Е О

— И ----------  •
2 212

Доказательство. Согласно определению 4.4 существуют по­
линомы Л (х, (х*[),  7]'^ (х, (Хй(), РДх, {?*)),  удовлетворяющие всем 

условиям а)—г), где з и о соответственно заменены на

Пусть уже определены полиномы

которые удовлетворяют следующим условиям;
T=l|u U (х: Tj (х)



296 Г. М. Мушегян

IV՜) полиномы Т, (х, {/-*)),  Т\ /1 (х, {/(к5)})’ {?*})  удовлетворяют

условиям а)—г) определения 4.4, где е, о заменены числами ------
2/+1

Л
--------- -, а вместо / взято открытое множество С։-!, являющееся 
12-2'+»
объединением конечного числа . интервалов и удовлетворяющее усло­
виям

и на каждом составляющем интервале множества С/-1, полином 
։—1
V Г, (х) принимает постоянное значение.

Заметим, что в случае т = 1 условия Г—IV՜ выполнены. Через 
Ст обозначим открытое множество, состоящее из объединения конеч­
ного числа интервалов, удовлетворяющее условиям

Р (Сш) = н. (Ет), Н (Ст) < (6|- а)
<0 \«

и на каждом составляющем интервале которого функция принимает 
постоянное значение. Пусть {*7'1/-! —последовательность составляю­
щих интервалов множества Сгп. Согласно определению 4.4, для интер­
валов Х**,  / = 1, 2, • • •, 5т можно определить полиномы

^./(х, |Х.}), Т^»(х, Ы).

которые удовлетворяют’всем условиям а) — г), где е, о, / соответствен­
но заменены через

$т
---------- » / = а числа п и /V 12.2^ 4-2’ '

выбраны так, чтобы имели место условия:
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1пс1 Тт(х, {'/*})<  тс! Тт, { (х, [Х#))<3пс1 Тт.1{ху (Х*|)<  

1ПС^ Тт, I +1 ( X, { /■Ц | )> 

։пЗ Рщ (х, {<рЛ}) < 1пс1 Р,п,1 (х, {<?*})  <

< ։пИ Рт,1 (х, (?*!)<  'шс1 Р,п,1 + \ (х, {«*),

В каждом интервале X'՞ выберем произвольную точку х/ и рассмот
рим полиномы

(43)

Так как Тт. I (х) есть свободный полином Хаара на /<*«>,  то из ус 
ловия г) определения 4.3 имеем

|*  |х: Тт, / (х)= 1} > Н (X՞) Н {*:  / (х) = — 1} > у *
Л

Отсюда и из определения полинома Тт^\ (х) легко убедиться в спра­
ведливости условия

откуда

Н

1

Гак как множества

представлены в виде объединения конечного числа отрезков (откры­
тых, полуоткрытых, замкнутых), то отсюда следует существование 
открытого множества б'т + ь состоящего из конечного числа интерва­
лов, так что
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Р ( С /п + 1) — Р ( Ет )> Р (&т + I )( Ь О.

т

Условия (Г— IV ) провер։

Оои

и на каждом составляющем интервале множества Ст ’ 1 ФУ НКЦ 
т ч !
2 Т} (х) принимает постоянное значение.

ются непосредственно.
Выберем число т настолько большим, чтобы

(6 — а

Из (42)

гп

Учитывая, что Т՝; (х)—свободный полином на (а, 6) 

будем иметь
а (6-а)

12 -2'-'’
Стало быть

Ясно, что имеет место хотя бы одно из следующих неравенств:

(45)

Пусть имеет место первое из них.
Множества, стоящие под знаками р в (45), обозначим соответ­

ственно через Е1 и Е2. Гак как Ту (х) — свободный полином Хаара 
на (а, 6), то



Об универсальности рядов 299

Отсюда и из (44), (45) имеем
о

ак как при /-1 или 2

то учитывая (45) и (46), получим

Внутренность множества (х) = (— 1)/ + ։[ обозначим через Е<1}.

Учитывая, что | Т;^ (х) — (дг)| --
—

при х£[0,1], легко убедить­

ся, что условия 1"), 2 ), 3 ), 5") 
вторую часть условия 4"), так как 

Поскольку

выполнены. Остается проверить 
первая часть очевидна.

I

то для произвольного х £ [0,1] имеем

| 1) [/>(*.  < Бир ^Л(х)
т ,,

-Нир 
1 1<т

Бир X

и предложение 4 доказано.
Убедимся, что по системе (х)} типа (/) 

сальный ряд. Пусть последовательности (г*}^
существует "-универ- 
и 1МГ-1 удовлетво­

ряют условиям

3 ^<1» 2 ^<1, £)» |0, % ю. 
Л—I А—1

(46')

Предположим, что построены полиномы (х), п пт, I
— <зл), которые удовлетворяют условиям предложения 4, где
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7Т

6 = 8Я, (а, Ь)=(а<‘\ Ы"), [(«<*’, 6^)= (0,1), = И,

а число М выбрано так, чтобы

Ы Я1’1 (х) < Ы (х) при /2 >/1, а в случае, 

когда ^'2 ^1«
При этом имеют место следующие дополнительные условия: 

i) U |а(Д W] = [°»1!’ (а(!)» П(а<м, 6(/)) = 0, при i=f=k, j =I =^\ 7 7 7 7
п) для Любых чисел у։, /2, /2, 1 -С Л <С/2 С шр 1 С 4 ՝гС 3/-1 1 >С

-С4՝С3п имеет место одно из следующих соотношений:

либо (a(G), czЕ\1 i> либо (а('։), 6*' г)) А £(.°/ = 0 ՝ J2 It ' J\*  *i  J։ /t >։• *i
где через Е(1\ I = 1 или 2 обозначено множество Е1, соответствую­
щее полиному Р'Л (х) в предложении 4,

Учитывая, что множества Е'1\ имеют конечное число составляю 
щих интервалов, легко убедиться, что существует последовательность 
интервалов 6^), г =1, 2,- •> 3т+1), удовлетворяющая всем
трем предыдущим условиям, где число т заменено на т 4֊1.

Полагая

e=hzi2_, 8 = о„+1( (а, Ь) = (а<Д„ 6»>+1), i =1, 2,■ , о,„ +1, 
3т + 1

согласно предложению 4 последовательно определим полиномы 

rtlhu Ы), Р^+, (X, Inl), , Р^+\'(х. l?4J), 

так, чтобы имело место условие

ind Р{̂ т} (х, {?>*)) <jn_d |©*))<ind  Pif+t (х, (?*))<

ind (х> {?*/)  ПРИ любом z, i = 1, 2,- • •, a^+i—1.
Предположим, что уже построена последовательность

{?*})./•=։.  2.-(47>
Имеем
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Пусть последовательность {аЛ}~ ։ удовлетворяет условию аЛ —* 0 
во

при П -> оо И 2 <*2  = +оо, 
я=!

тогда из (48) следует, что ряд
ОО 5/1
2 2 ал [Р1п (х, {«>*})]* — -|-оо почти всюду на |0,1|. (49)
л=1 <=1

Легко убедиться, что ряд
֊ ’л
2 2^(*>  {<₽«!) (50)
л-1 /=1

удовлетворяет условиям I—V теоремы. Подставляя в (50) вместо 
Р‘п (*>  {?*})  его выражение из (49), согласно замечанию будем иметь, 
что полученный ряд ^-универсален.
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Լ. ։г. ւրու՚ՇհՂՅԱՆ. Տեղափոխությունների նկատմամբ շարքերի ունիվերսալության մասին
ամփոփում )

Աշխատանքում բերվում է ֆունկցիոնալ հաջորդականությունների մի դասի (0֊[@։1]՜ի 
բո["ր բազիսները պարունակող ք, որոնցով գոյություն ունեն տեղափոխությունների նկատմամբ 
ունիվերսալ շարքեր ։

G. M. MOUSHEHGlAN. On the series, universal with respect to transpositions 
(summary)

The paper describes a class of functional sequences, which includes all basae 
from C (0,1] and in which serias universal with respect to transpositions existe.
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