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КРАТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И БАЗИСНОСТЬ 
НЕКОТОРЫХ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ В КЛАССАХ Н„ ХАРДИ

В работах М. М. Джрбашяна, посвященных вопросам представ
ления ядра Коши и решению интерполяционных задач в классе Н2 
Харди ([1], [2]), были построены биортогональные системы, порожден
ные произвольной последовательностью комплексных чисел под
чиненной условию

2 (1 — խ|2) < оо. (1)

С системой рациональных функций {г* (х)| ”, где

(տէ֊1)!/*՜։г* (г) =
(1֊а,

(* = 1, 2,--) (2)

и 1 кратность появления числа а* в совокупности при усло
вии (1) ассоциируется система (2* (г)}” аналитических и ограничен
ных в круге |г| < 1 функций, биортогональная с нею на единичной 
окружности.

Путем определенной модификации системы {2* (х)}^ в работе 
[2] была построена другая система {2’ (г)}”, также биортогональная 
с системой {г* (г)|р на окружности |г| = 1. При помощи этой новой 
системы М. М. Джрбашяну удалось установить результаты о суще
ствовании и явном представлении посредством системы {2* (г)1~ Ре՜ 
шений интерполяционной задачи вида

/<г)€ М. Л՜” ('«/) = «’/ (7=1, 2,--) (3)
для узлов ограниченной кратности 5 = эир $&< оо и при соблюде
нии условия обобщенной отделимости

ւոք П
Օյ

օ>0. (4)

Каждая из биортогональных систем {г, (г)} и {^« (г)} не замкнута в 
метрике пространств Харди Нр В связи с этим м. м.
Джрбашяном в работе [2| был поставлен вопрос об исследовании ба
зисное™ этих систем в подпространстве {<**} с: Нр (1<^7><^°°) 
их замкнутой линейной оболочки.
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В работе автора |3] была установлена базисность этих систем в 
подпространствах ^'р । ) (1<^р<^оо)в том частном слу ։ае, когда все 
числа последовательности {<*;}* отличны друг от друга и удовлетво
ряют условию (4) отделимости Л. Карлесона [4]. В другой работе 
автора [5] доказывается, что условие (4) вместе с условием

зир з* — з < сю 
* > 1 (5)

является необходимым и достаточным для того, чтобы системы г* (г)}" 
и {2* (г)}* образовали безусловный базис в >֊2{а*|. Там же было до
казано, что решение интерполяционной задачи (3) можно представить 
посредством системы {2»։ (г)}^ в виде

©С
/(*) = 2 М- (б)

1

Отметим, что базисность систем {гь (г)}՞ и {2^ (г)}* в Х2 при 
з* -- 1 (к - 1, 2,-) была установлена раньше в работах [6] и [7|. 
В связи с этим отметим также работы [8] и [9].

В настоящей статье исследуются вопросы базисности систем 
{г* (г))* и {2* (г)}7 в подпространствах [а*}, а также интерполя՜ 
ционная задача в пространствах Нр (0 < р < ос).

Метод исследования этих задач аналогичен методу, который при
менял автор в работе [3]. Мы существенно опираемся на результаты 
и оценки статей М. М. Джрбашяна [1] и [2] в классе Н2, а также на 
одну оценку Ф. А. Шамояна [10] в классе Нр (0 < р < со).

В § 1 статьи даются формулировки ряда лемм и теорем, на ко- 
орые мы существенно опираемся в дальнейшем. Здесь приводятся 

ттакже определения функций 2* (г)(&=1, 2, •••) и 2<и)(г) (£= 1, 2,• • •), Л»
(/1 = 1, 2, ■••), которые необходимы, когда мы рассматриваем 
интерполяцию в классе Нр (0 р 1).

В § 2 исследуется интерполяционная задача

։)(аД = (у=1, 2,-)

при 0<р<^оо. В теореме 1 доказывается, что если последователь
ность ՛а«) ~ удовлетворяет условиям (4) и (5) (коротко это будем обо՜ 
значать |оц}~ ^ △ ?), то для любой последовательности удовлет
воряющей условию

2 + 1 <еог (8)
/=։

функция о©
/ (*) = 2 ’Ш) 2, (г) (9}

1
при 1 р оо принадлежит классу Нр и является решением интер
поляционной задачи (7). В теореме 2 этого параграфа доказывается, 
что если то функция
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ОО

f (г) = 2 wj
1

при 2/(п -|- 1) р < 1 принадлежит классу Нр и является решением ин
терполяционной задачи (7).

Отметим, что если sup fs*) =s<C°°> то условие {аА}" £ так
же необходимо для того, чтобы интерполяционная задача (7) имела 
решение для произвольной последовательности удовлетворяющей
условию (8). Указанная необходимость условия |я*)j“ С △ л- в случае 
s* = 1 (к = 1, 2,---) установлена в работах [11], [12],'и общий случай 
может быть легко получен на основании этих результатов цитирован
ных работ.

В § 3 доказывается, что условие |ял|“ £ необходимо и доста
точно для того, чтобы системы jr* (z)}^ и |2* (z)|f образовали ба
зис в подпространствах (аА| (1<С/><С°°).

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1. 1. (а). Пусть {а, |1՞0 (0-С|а7| < 1) — произвольная последователь- 
ность комплексных чисел, среди которых могут быть и числа про
извольной кратности.

Обозначим через $*?>1 и р» (п) кратность появления числа а* 
соответственно на отрезках (яу)“ и («у|р Впредь будем предпола
гать, что наша последовательность удовлетворяет условию Бляшке

«
2 (1- |аА|2)< + ОО.

1
(1-1)

Из этого условия очевидно следует, что при 
к (1 < к < со) з* < рь = рь (со) < 00•

В этом предположении нашу последовательность

любом целом

отнесем
к классу Д5, если

SUp Sfr = s

и при некотором 3 (0<^й<^1) соблюдается условие Л.
(1-2)

Карлесона

= о.
I 1—

(б). С последовательностью {яу| 
Бляшке

ассоциируем ее

(1.3)

функцию

л* ы, 
а/

а также функции
п

а ;
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Следуя работе [1], введем в рассмотрение системы функций

г к (г) = (*= 1,

а также

2л. к (^)
Ол, V ( ^-к )

(г-а,)'։“'”-;։‘+1~

265"Т - *

(1.5)

(1-6)

(4 = 1, 2, --,п), (1.7)
Рк <л)-л>

(1.9)

Нам необходимо рассматривать также систему функций

9 — 0

/1— \п= (г) („ = 1,2,...), (£ = 1, 2,...).
\1—а* г /

(1.10)

Отметим, что при п = 0 2^ (/) = 2ИД (& ~ 1, 2, • • •).
1.2. (а). Доказательства следующих лемм не отличаются от до

казательств лемм 1.2, 1.3, 1.6 работы [2].
Лемма А. Системы функций (г* (г)}^ и (2£ (г)}։~ биортогональ- 

ны на окружности |£| = 1 в смысле

~ 1'0(0 2^(01^1 = ^, (п = о, 1,-..). (1.11)

. 1'1=1

Лемма Б. Пусть {114}'" (1тп < оо)—произвольная последо
вательность комплексных чисел. Тогда регулярная и ограничен
ная в круге |г| << 1 функция 

т

4-1

удовлетворяет следующим интерполяционным условиям:

5т’՜ "(«•) = (1<.֊><т), (п = 0, 1, 2,.. ).

Лемма В. Если (аД* то для коэффициентов (1.8) спра
ведливы неравенства

|а, (а*)|<0(о, 5)(1֊ ЫУ»՜’,
где а (о, з)— некоторая постоянная, не зависящая от к.
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Следующая лемма доказана в работе [11 .
Лемма Г. Для произвольных значений переменных £ и \ и 

для любого п (1֊^ п со) справедливо том дество

1 о , , 5?(С) В„ (г)-----~— = У 2»,4(г)г4 (С) 4 *—=—1-----  (1.12) 
։—^ *=1--------------------------1—Сг

Приведем теперь неравенство из работы [10] в его эквивалент
ной формулировке.

Теорема А. Для любой функции / (г) £ Нр (0 р < со) спра֊ 
ведливо неравенство

УЦ/։‘ '’(«»)!” О 
*֊1

(1.13)

где С не зависит от / и {а*}* Д^.
(6) . Обозначим через Нр + класс голоморфных в £)< > = (г; 

|г|<П} функций, принадлежащих известному классу Нр Харди, а через 
Нр (£И֊))— класс голоморфных в = {г; [г| > 1} функций, предста
вимых в виде

где Е(г) £НР ([)< + )).
Для каждой функции 

последовательность функций
/ (г) £ Нр (г)1 })(1 р < со) рассмотрим

(1.14)

а также функцию

(1.15)

Справедлива следующая (см. [3])
Лемма Д. Пусть / (г) Нр (О^ (1 р со) — произвольная

функция. Тогда <
1° /?„(/; г)^Нр{И^)> (н = 1, 2,-..),
2° 1։т ||Яя (/; г)—R (/; г)Ир — 0. Л-**»

/?(/;

(в) . Введем в рассмотрение следующий класс функций (см. [13], 
[14]).

Обозначим через Хр[а*| класс функций, определенных вне точек 
окружности |г| = 1 и удовлетворяющих условиям

1. 7(г)е//р(^)), + \
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2. f{z) = B(z)f(z), /(«>)= О, f\z)^HP{D^)t z^D^.

3. Угловые граничные значения функций / (z) изнутри и извне 
окружности |z| = 1 почти всюду совпадают.
I Следующие леммы доказаны в работах [14] и [3].

Лемма Е. Для тою чтобы функция f (z)^ НР (Z)(r))(l<^ р <оо) 
принадлежала классу >•/>{«*}, необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось условие

B(t) t — z
|/|-1

, z^D^.

Л е м м а К. Любая функция f (z) Нр (D^) (Д < р < со) пред
ставима в виде

f (z) — fl (z) 4՜ /2 (г)>
где

fl (г) (а*|, /2 (z) = В (z)fi (z),

И
2-Z J B(t) t-z 

|/|-1
kHp(D^Y

§ 2. Интерполяция с кратными узлами в классах 
Нр(0<р<«э)

2.1. (а). Пусть (и>л}։<ю — некоторая последовательность комплекс
ных чисел, удовлетворяющая условию

2 (2.11
1

Если 1 <р<°о, то справедлива слелующая
। Теорема!. Если {«*)Т £ А$, то функция

X
[ /(г) = 2 ш. 2» (г) (2.2)
К 1

принадлежит классу Нр (£)( + 1) и для нее выполняются интерпо
ляционные условия

г /<^֊։)(а*) = иц (£==1, 2,.-.). _ (2.3)

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций
I л

(г) = V. и>ц 2* (г). (2.4)
1

Пользуясь теоремой Хана-Банаха, можем утверждать, что
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|5„ (z) - 5„ № = sup 1 [5,„ (О - S„ (/) ] g (<) |d/| 
ge'-Q 2^ J
ИгИ<1 ki’i

(2.5}

где q = pj{p- 1). Ho no (2.4) имеем

— — sup
g&-q 
llgll < ։

= sup g (Q 2» (C) |rf'|

где

g* (r) = 1 f t-1 g (1/C) Л
1r.i J 5(1/C) С-г 

i:l-։
€ H,DW). (2.6)

Учитывая теперь лемму В и теорему Рисса [15], будем иметь

|5„ — а (о, s) sup V V (1 — !aft|z)p*՜'' -----------------

_ I Ш _ Pk~sh
Xg^ 'k a (i, S) sup 2 |w.|(l-KIT* 2 X

* e л 4՜ 1 v «■ 0

_  I m I Pk~sk
X|w»l'։ (1—KlT’<։*֊1)+1| sup | 2 I 2 (1—|а։|У*-'*-’+։'’ x

} 1 ->=o

Но замечая, что

(l_|։*|0'’*֊’"J‘+,'<'|g'‘ s*->)

x(i-№)’(',‘֊s‘-”+!
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5

v-l

(/֊D ' Мл

из теоремы А получаем

I X sup У 2 (1-|«*1։)’ <'-”+1 («.)|’ <՝ А, С'+'-" а (4, s)
» у =4 k - п -г 1

и ( т 11 р■ X 2 |w*|" (1 — Ь*|’К <։*֊’> + 1 .
k в /1 4- 1 '

и, тем самым первое, утверждение теоремы доказано.
Теперь (2.3) немедленно следует из леммы Б.
Теорема 2. Если (а*}~ £ Лл- и при фиксированном р, 2/п-|֊1 1 

последовательность jw*)“ удовлетворяет условию (2.1)»
то р яд

(2.7)

сходится абсолютно и равномерно внутри круга и опреде
ляет функцию / (г) Нр (О'которая удовлетворяет следую
щим интерполяционным данным:

Л’г» (։>) = wH7 =i, 2,..-). (2-8)

Доказательство, 
из |z|<^l. Обозначая

Пусть F— некоторое замкнутое множество

= тах {*), 
I 
будем иметь и поэтому

I *nf |z ֊ ал|Л = р5> 0 (п=1, 2,-•s),

где р есть расстояние между множествами Г и Е = |а* |+ ։ . Но тогда 
из леммы В и (2.10) следует, что

|w* 2(лЛ) (г)! =

1«’л|
Pk֊sb„До (3, s)

Р5
2 (i-hiPp-’+X
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где А = max |В (г)/(1 — |z|)|, z<^F.
Но если 2/п 4՜ 1 Р < h то применяя неравенство

ГГ1
< У а՞ (а* >0),

А==1

(2.9»

получим

тем самым равномерная и абсолютная сходимость ряда доказана. 
Обозначим через Мр (г, /) величину

2»

м,, (г, /) = Г I/ (ге'։)Г </е (2.10)

о
и докажем, что ч

sup Мр (г, /) ОО.
0<г<1

Учитывая (2.9), для каждой функции 2(АЛ)(г) (к. — 1, 2, • • •) будем иметь

Pk֊sk
м„ (г, S<’>) < X 1а. (>»)|" (1֊ |а*|։)<> »

,=о

I кМ
I J,

< ар(8, s) (1֊Ы2\Р (Pk~՝| + Л> (1—|алР)-/’<р*-^+Л + 1 - v) -fl

Pk~sk
= a"(o, s) 2 (l-i“*l։)'’U‘"1’=sa',(«, s)(l-|«»|։)'(’*'”+։ 

V — О

и, тем самым, для любого 0 г 1 имеем
ео

мР(г. /х 2 \WP\i’MP(r, qw)< 
л=]

ОО

<2i)w*/>’ (1 -|“*1։)',“‘֊1Ж’ 
А=

так что функция / (г) из (2.7) принадлежит классу Нг>. Утверждение 
(2.8) следует из леммы Б.
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§ 3. О базисностн систем и (2* (г))~

3.1. (а). Лемма 3.1. Системы функций {г> и 
принадлежат классу Ьр (я«}.

Действительно, применяя лемму Е, имеем

I 1ДВ(')<-' „До-/«-./* В(О'-- ’

так как
I Г*՜1 1

------- =—— • ------------- = о (Н|՜2 ) при /—»ос.
(1—/«*)* ВШ-г)

Аналогично доказывается, что 2< (г) £ {ад}.
Лемма 3.2. Пусть удовлетворяет условию (1.2). Тогда 

для каждого к (к—\, 2, •-•)

с, (1 - ։ |г4„ < Сг (1 - м2)1'՛'’-’», (3.1)
где 0 Сх < С3 ос—постоянные, не зависящие от к.

Д о к а з а т е ль с т в о. Для каждой функции гл (г) (к — 1, 2, •••) 
при имеем

где С2 = $! 2₽у 2. Но при з* = 1

1/КН-1

< (1 -|ал|։)1^֊1 < С (1- ЫП1"-1,

где С не зависит от’А'. Тем самым, второе неравенство леммы доказано 
Обозначая теперь та—аг^я*, оценим величину Цг*|)р снизу. Имеем

с1(1֊Ы’)1,р-л*.

(б). Лемма 3.3. Если кратность узлов {а*}" не ограничена,
то есть
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sup Sj? = 00, 
k 1

то системы функций [г* (-г)}" и {2> (г)}~ не являются базисом в 
К Ы-(1<р<°°)-

Доказательство. Обозначая опять <рй = аг£ а*, будем иметь
Г |dC| |։" 
) (1--Са*Г* (

(sfe-l)!| С
2К I J

(1— |«а|2)2 Ч֊4|ак|I »-/>*!< 1-1«л1

(3.2)

теперь предполагая, что {г* (2)}” является базисом в {а>}, по тео
реме Банаха [16] должны иметь

ЬкРКС (3.3)
где С не зависит от Аг и

= sup 
/€\р{<Ц> 

п/ц < 1

Учитывая теорему Рисса [15]

֊ f / G) а* (') И 
2к J

|1^*Н</ = sup 
Ж, 

II /.I < I

и лемму К, получим

= sup

И/ll < А

sup
{<։*}

U/II Лр(1 + Лр)

где Ар не зависит от Аг и \lp-\-\fq =1. Так что из (3.3) следует
||г*[|р С**

Но учитывая, что При = рь 
ом- (1 -1^-1 Т *_______1 ^£1,

" (ри—1)! П а/ ~я> 'а>' г
<Хад 1 — ау ал а;

(3.4)

(3.5)
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как и в лемме 3.2 будем иметь (здесь |а*|>1/2)

I N)(3.6)
•J \ /

I Теперь из (3.2) и (3.6) для упомянутых к получим

р*

что противоречит (3.4).
Лемма 3.4. Если / (г) ~ )р (а*} и / ь (а>) = 0 (к= 1, 2, • • •), то 

/ (г) = 0.
Доказательство. Для любой функции / (г) Нр имеем

W.

Применяя лемму Г, получим

остается применить леммы Д и Е.
3.2(а). Для любой функции / (г) £ Нр (ЕН՜)) введем в рассмотре

ние ряд

1
(3.7)

где

<=*(/)= ֊ I/С)йГ(У|Л|(Л=1. 2.---). (3.8)
I " Jici -1
Из леммы В легко получить, что

|с» (/)|<Û (8, s) S (l֊|aJT‘-’|g!"‘"’֊V(3»)| (А = 1. (3.9)
и —О

где g* (z) определяется по формуле (2.7).
Лемма 3.5. Если Хр {ал} и с* (/) — 0 (к = 1, 2, • ■ • ), то 

f (z)=0.
Доказательство. Согласно определению класса Ур {а*1 на 

окружности р| = 1 имеем

В (t) Z/ 1 \ ՝*/(')=֊ /(֊). где f (г) е н„ (D<+>).

Применяя лемму Е, получаем
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I /Д)--- Л_ = I \ < / _Л_ = 0> г£ £>( + >,
' В (0 / — г ) I I — 2

|Л-1 4 <1-1

где ' ' •

так что / (а*}. Теперь согласно условию леммы имеем

с»'/>= Л и2* 1Л1 =■
‘2- л 

4Л=1
= —Ц/з ‘-£112*1- у'*»-^՜” (7*)г=0(Л=1, 2,-- ).

(зл—1)! ч=0 (/>* —х*—и)!
(3.10)

Учитывая, что ао(5л)=/=О {к = 1, 2,• • •), из (3.10) заключаем, что

У’*"'(а») = 0(Л = 1, 2,•••). Так что в силу леммы 3.4 будем иметь

/ (г) = 0 и, тем самым, лемма доказана.
Теорема 3. Для тою чтобы система 1г* (г)!" образовала ба

зис в )р (а*) (1<Ср<С°°)’ необходи мо и достаточно, чтобы
Доказательство. Для каждой функции / (?)^)р рас

смотрим последовательность функций
т

8т (г) V С* (О ГА (Д
1

(3.11)

где о (/)(&=!, 2,- • •) определяется по формуле (3.7). По теореме 
Хана-Банаха имеем

где

ЦЛ'/п ^л|} — Бир

1'1- ।

[5т(0 - 5„ (/)] я (0 |Л|

= Бир

gi:LQ 
Нгв ։

т

2 с* (У) С<։-֊։> (а։) 
л + 1

= 511 р

поп
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Учитывая теперь оценки (3.9), как и в заключительной части теоре
мы 1 докажем, что последовательность (3.11) фундаментальна в

(а>|. Но так как {а4| — замкнутое подпространство класса
Н, (Р<4))> то заключаем, что

Л

:

с* (/) Гц (z) — /0 (/) — о, /0 (г) £ >.р !а*|. 
р

(3.12)

Но тогда с. (/,) = с» (/) (к = 1, 2,- • •) и по лемме 3.5 / (г) ж/։ (г). Тем
самым, достаточность теоремы доказана.

Теперь предположим, что (г* (г)}։՝ является базисом в >р г* . 
Тогда как и в лемме 3.3 будем иметь

J С *»
где С (0<С<^°о) не зависит от к. Применяя опять это неравенство
для тех 4, для которых 5* = р*, согласно лемме 3.2 и (3.5) имеем

так что

*1—

1—’J ’А Cs!
Теперь, учитывая лемму 3.3, завершаем доказательство теоремы.

(в). Теорема 4. Для moto чт ы система (г)1Г оброзова-
ла базис в {а,}, необходимо и достаточно чтобы А .

Доказательство. Необходимость условия доказывается так 
же как и в теореме 3.

Рассмотрим последовательность функций

5„ 0) = 2 Г’*՜" (х*) 2. (х) (т = 1, 2,- • •). (3.13)
I

Так как по теореме А для точек (&=1, 2,--«) выполняется не
равенство

5(м)" (1 - |«»1։Г,*’1М+ ։< 
1

то тем же способом, как и в теореме 1 доказывается фундаменталь
ность последовательности (3.13). Так как каждая функция (г) при-

надлежит классу {алг)» то предел последовательности (3.13) / (г) 
также принадлежит классу лр {!*} и выполняются условия

Учитывая лемму 3.4, завершаем доказательство теоремы.
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В заключение выражаю благодарность профессору М. М. Джрба- 
шяну за постановку задачи и внимание к настоящей работе.
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2. Մ. 2ԱՅՐԱՊԵՏ8ԱՆ. Րւսցմապատիկ ինւոերս|Ո((ացիա և ոսւցիոնա[ ֆունկցիաների մի 
յ>իօրթոցոնւսլ սիստեմի բազիսությունբ 2արցիի /7 ղասերում (ամփոփում)

Հոդվածում բերվում է Ււ(0 թ < ՕՕ) տ ա ր ա ծ ութ յ ունն ե ր ում բազմապատիկ ին տեր պոլյա - 
ցիափ խնդրի լուծումր։ Գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պա յմ աններ, որպեսզի հետևյալ 
ֆունկցիաների սիստեմր

г к (z) —
(s>- 1_)! z5'-' 

(1—7.* *)'* (&-i, 2, •)

(к 1.2. * - • ) հանդես դա չու կար զն է j Ղ . } *-ու

նրա հետ բիօրթոդոնալ {Ջ* <-•>) սիստեմր կազմեն բադիս իրենց դծային թա դա

մինչպես նաև 

նթի էի ա կմ ան մեջ

H. M. HAIRAPETIAN. The multiple interpolation and the basisness of some 
systems of rational functions in Hardy H/։ classes (summary)

I
The multiple interpolation problem on the classes H/t (0 < p •< oo) is solved. The 

nacessary and sufficient conditions for the system of functions

(1 -afc z)'* (&՜ւ> 2; --)

(where hA|< 1 {k 1,2, •••), s* is the multiplisity of ik in and its biortho-

gonal system J (z) to form basae for their linear bulle in H(!</>< co) are 
found.
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Примечание при корректуре

Поскольку при sup {Sk} = 4-00 система {rA (z)}.w не является ба- | 
зисом в |аА} (1<^/?<^оо), то в силу одной теоремы из работы 
С. А. Виноградова „Базисы из показательных функций и свободная 
интерполяция в банаховых пространствах с //-нормой“ (ЛОМИ, 
т. 65, VH, 1976), множество {(/'* 11 f^H՞} не совпадает ни
с каким весовым пространством 1Р.
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