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Ю. А. КУТОЯНЦ

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРА 
КОЭФФИЦИЕНТА СНОСА

Приводится пример диффузионного процесса, для которого оцен
ка максимального правдоподобия параметра коэффициента сноса обла
дает следующим свойством. При одних значениях этого параметра 
асимптотическая дисперсия убывает с ростом времени наблюдения Т 
как Т~х, при других значениях — как Г՜1. Число /V > 1 можно выб
рать произвольным, меняя некоторый параметр задачи.

1°. Пусть задано основное вероятностное пространство {2, Е. Р}; 
семейство {Е/, /^-0} о-подалгебр Е и случайный процесс [Х{, Гц, 
/ 0}, допускающий дифференциал

4Х։ = Ь\Х։1* ժէ + ժաԿ />0, Ао = 1, (1)

где Е/, ( > 0)—стандартный винеровский процесс; а — известный 
параметр, а параметр 9 £ R1 требуется оценить. Будем ис
следовать асимптотические свойства оценки максимального правдопо- 

А
добия 9г, получаемой по наблюдениям Хт = (А/, Т} при Г-* со.

Отметим, что коэффициент сноса 9 |х|* не удовлетворяет усло
вию Липшица в окрестности точки х — 0, но тем не менее можно по
казать [1], что уравнение (1) имеет сильное решение.

Схема наблюдений (1) выбрана для иллюстрации того, как в 
естественной ситуации скорость убывания дисперсии оценки зависит 
от значения оцениваемого параметра. Представляет интерес изучение 
асимптотических свойств оценок, когда дисперсия имеет более чем две 
скорости убывания. Например, если в уравнении (1)9 = 1 и исследу
ются свойства оценки параметра а £(0,1), то, по-видимому, каждое 
значение а имеет свою скорость убывания дисперсии.

При О<^0 свойства 9Г исследованы в (2].
В силу непрерывности X/

о

и меры Р<г\ наведенные в пространстве (С(0. г| , £(о. т| ) непрерыв
ных на [0, Г) функций решениями (1), при разных 9£^7 эквивалент
ны. Обозначим Р{ Г) меру, отвечающую винеровскому процессу. Про
изводная Радона-Никодима меры Р^Т) По мере Р равна [3]
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(X1) — ехр
т

^2 
др^

К

Оценка максимального правдоподобия 0г имеет вид

|Х|2а сП. (2)
о о

Положим 
_ —֊ — 1 +а

аг (9) = 9 1 (1 4-а)(1 — <?) 1 »

°։ (6) =(-29)‘+*(1 + а)՛4’ а֊՛ Г (֊֊֊У֊՛ ( — ) .
\14-«/ 4՜ а /

где Г (•) —гамма функция, и введем функцию

(0)՛ Т 9>0 
9<0.

Сходимость последовательности функционалов \т {Х7} от решения 
уравнения (1) по распределению к гауссовой случайной величине с 
параметрами (0, з) обозначим Ее Иг (Л7)} 3 - /V (0, з).

9° л * 1 „л, . >
• Теорема. При 9 О оценка &т состоятельна, асимпто

тически эффективна и асимптотически нормальна, точнее,

Ее {(0г֊0) <?г (&)-1/2}г> И (0, 1).

Доказательство. После подстановки наблюдаемой реализа
ции (1) в (2) получаем 

т т
9Г = б 4- Г|Х/|а ( |А/12’ сП. (3)

о о
Предварительно докажем ряд лемм. Отдельно рассмотрим слу

чаи 9 у> 0 и 0 < 0.
Лемма 1. Если 9 У> 0, то

Рч [Нт Хт ■
Т "♦ ОО

1 1
Т 1-а=19 (Ь֊«;]1՜“) =1..

Доказательство имеется в книге [4],. часть I, § 17. 
Лемм а 2. Если 9>0, то

1 + а Т 2ч )+а
Рч Нт Т

Л
(4)

О
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Доказательство. По формуле Ито для функции / (х) = х 
имеем

t

о о

t

о

t

о

6 (MX])ds,

О

где мы воспользовались неравенством Йенсена. Введем функцию q{ = 
= sup MX2. Очевидно

2

Поэтому, начиная с некоторого /0 (S) для всех t > /0
2

(5)

где С = (36)
2

1—а
. Введем функцию 

а на интервале (—1, 1) положим Ф (х) = ? (х), где

? (*)=
3—2а-f-За2 , 3—2а
8(1 -И») 4

Функция Ф (х) имеет две непрерывные производные и следова
тельно процесс У\~Ф(А\) допускает представление

т т т
YT= —------(-0 [ф(Хг)|Х1’Л+ — [ф(Х,) dt + )dw,. (6)

1 т a J 2 J J
о оо

Так как при х>1 имеем у — (1+ а)՜1 х1+а, то по лемме 1
I+а 1

A {lira Yt-T '՜’= (!+«)֊• [в (1-а)]‘-}=1. (7)
'Г
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К стохастическому интегралу в (6) применим неравенство Че
бышева (6>0)

“2 ~а
Ф (X ) </«»/

О

Пусть /.{в} — индикатор события В и =

(А7)2Л.
О

Используя оцен -

ку (5), получаем
г т

Т֊™ \М Ф (Л, )։ Л= Г֊2Л' М1%,|г‘ 7. {|Х,|>1} л + 

о о

т _ 1+3,1
: Т֊™ (Х,у Х{|Х((<,} Л < Т֊™Т?т + т - о

о

при Г֊> оо. Поэтому

I 4 а Т
" 1—а Г •

Ре— Вт Т Ф (X.) (1и>։ = 0.
Т -* О© ]

\о
Аналогичные вычисления приводят к

_ 1 + ՜ т
Рц— Вт Т 1 Ф (Х1) (И = 0. 

/’-♦ее 1
о

14՜։
1 —

Следовательно, после деления (6) на 7 с учетом (7) получаем 

_ 112 т
Р,-\\т-Т [ф (Х,|)|Л,|։ </; = О։(0)-' . (8)

г °° I
о

Введем случайный момент т = зир {<: X/ <!}• Гак как Ро]ВтЛ7= 
т->

= оо) =1, то имеем Р {т<^ос} = 1. По определению функции Ф (X) 

очевидно Ф (л) 'х|’ 
|х|<1, поэтому

приа

т т
Ф {х() \х( |а сП — \Х( |2’ сП

о о

Теперь из (8) следует (4), так как

Лемма 3. Если б 0, тпо
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I 4- а
2(1-«) '

֊> М (0, о, (9)). (9)
и

Доказательство. По лемме работы [5] условие [4] является 
достаточным для выполнения (9).

* — лг
Теперь асимптотическая нормальность (Оу — б) (б)-1՛'2 Т2 

следует из представления

1+я Т

(9՝г - 9) о, (9)->/2 Г՛2 лг = а, (9)֊‘ Г՛՜’ 1’|Х Р’ Л

О
_ 1+а Т

Х«։(6)1'։Т 2"- рх 1’ </и>,

о

и лемм 2 и 3.
Лемма 4. Если 0 0, то

Рь ( Пт 
( г- -

Доказательств

т =

По лемме 2
1 4-а

Рв — Пт т1Т- Т 1 =0. 
7՜ -

Пусть — оо — подпоследовательность, для которой

Рь {Пт т1Гк- Тп 1 “= 0} = 1. 
к + <»

Тогда
1 + а 1 + <!

С |Х|Ь Л = (а, (9)-։ + г^. Т,'՜“) ■

О

7 Го р \
1Х/1'1 с/ш(: I |Х|2’ = 0 I = 1.

и и Iо о

о. Положим
Г 1 + а
/> —- ■■

|Х р” Л-а, (9)-՛ Г1՜'.

1+а 1+2
>(’1(9)-1-|’1П|-Г» ՛”). Г,'՜“֊, ос.

Следовательно

Рв < I |Л։ |2а сП = со I = 1.
о
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Теперь утверждение леммы 4 следует из леммы 17.4 книги [3].
Представление (3) и лемма 4 устанавливают сильную состоя-

А
тельность 9г при 0^>О, т. е.

А (hm ег = е| = 1. (Ю)
Г -* <»

При 9 < 0 процесс X/ является эргодическим и 
ведлив усиленный закон больших чисел

для него спра-

А
— <ю

(П)

где щ ( •) —эргодическое распределение Xt [61. Вычисления приводят к

|АТ" </!Ч (х) = а, (6).

Условие (11) по лемме работы [5] обеспечивает 

т
Le Г՜1՛'2 ( |А\ |e dwt | N (0, о2 (9)). 

V/ /о

Следовательно, при 9<^0

Ls { (9г — 9) о։ (9)֊։(2 712}r>/V(0, 1).

В силу (11) лемма 4 справедлива и при 9 < 0, поэтому (10) 
имеет место и при 9<^0.

Семейство мер |/% , 6^/?1\{0}} локально асимптотически нор
мально с нормирующими функциями, квадрат которых совпадает с 

А А
асимптотической дисперсией 9г. Поэтому оценка 9Т асимптотически 
(слабо) эффективна при Т —* оэ [7].

Замечание. При 9 > 0 для любого /V > 1 выбором параметра 
Н-1 

а = 1 получаем

Le {(9г— 9) а, (9)-։/2 Г‘/2Л’}=> N (0, 1).

В заключение автор выражает глубокую признательность Р. Ш. 
Липцеру за критическое прочтение рукописи и ряд полезных за
мечаний.
Институт радиофизики и электроники

АН Армянской ССР Поступила 15.VII.1975
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Yu. A. KUTOYANTS. On the estimation of the trend parameter (summary)

The stochastic diffusion equation (1) is considered. The 
estimate of the parameter 0 is under investigation.

maximum ։ likelihood
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