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О ЛОКАЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ, СУММИРУЕМЫХ ПО ПЛОЩАДИ 

СО СФЕРИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

1 . Пусть Е—единичный круг |г|<Д, а Г —единичная окруж
ность |г| — 1. Интерпретируя круг /Л как модель плоскости в гео-
м етрии Лобачевского, обозначим через о (z1։ z2) неэвклидово рассто-
яние между точками zx и z2 из D.

Для произвольной точки С = е
I Г1^1 ( 1 /А
Z — [4 <Հ 1 — Р, где Р <Լ р <Հ1

'° £ Г обозначим через D (С)

фиксированное число, а

круг

через

7 (6, а) — лежащий в 7) (-) отрезок хорды, выходящей из точ
ки * = е''։ и образующей с радиусом круга 7) направленный угол

Подобласть круга D, ограниченную двумя хордами

/ (6, «Д и I (9, а2),

и окружностью \z — рч| = 1—р, будем обозначать через А (0, аи а„). 
Пусть f (z) произвольная мероморфная в D функция, принимающая 
значения на сфере Римана 2. Сферическую производную функции / (z) 
обозначим через р (/ (z)); р (/ (z)) = |/' (z)| [1 4֊ \f (z)|2]՜’ . В случае, если 
f (z) имеет предел, когда z—*e'°, г(;7(0, а), этот предел будем обо
значать через / (9, а). Наконец, для произвольного борелева множе
ства Е на Г символ mes Е обозначает линейную меру множества Е.

Следуя [1], последовательность точек {гя}, zn £ D, п = 1, 2,--, 
lim |zn| = 1, называют /^-последовательностью функции / (г), если для 
любого е >0 и любой бесконечной последовательности |гпь\ функция 
/ (z) принимает в объединении неэвклидовых кругов (z; a(z, z,,*) < sj 
бесконечно часто каждое значение w £ 2, кроме, быть может, двух 
значений. Сегмент I (9, я) назовем Р-сегментом для / (z), если / (0, а) 
содержит хотя бы одну /’-последовательность функции / (z).

2°. Изучается следующая задача. Для произвольного измеримого 
по Борелю множества М на Г указать условия на функцию f (z), при 
которых можно утверждать, что все или почти все хорды 7 (0, а) кру
га D в каждой точке С = е‘° М, исключая, быть может, некоторое 
малое множество ЕсМ, переходят в спрямляемые кривые на сфере 
Римана при отображении w = f (z). Эта задача связана с изучением 
функций
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£;($,<*) = р (/(г)) |е/г|,

I (0. «)

К/(е, а) = У |^гас! / (г)| |б/г|,

I (0. а)

если функция / (г) непрерывна вместе с частными производными пер
вого порядка и

)7 (б, а) = I/' (г)| |</г|,
' £ <0. а)

если / (г) голоморфна в Р. В случае, когда М совпадает с Г, эта за
дача рассмотрена в работах [2], [3], [4|, [5] и исключительные мно
жества были малы в смысле меры или емкости. В случае произволь
ного М с Г задача рассматривалась в работе [8] для подклассов функ
ций ограниченного вида. В настоящей статье задача изучается в од
ном классе мероморфных функций в И, который содержит каждый из 
подклассов функций, изученных в [8], но отличается от класса функ
ций ограниченного вида. Используемый при этом метод имеет общий 
характер, и может быть применен в случае непрерывных и непрерыв
но дифференцируемых функций, определенных в 7).

3°. Доказываемые ниже теоремы во многом опираются на сле
дующий общий результат.

Положим з = и (С).
С6-И

Теорема 1. Пусть непрерывная в И функция и(г)^>0 удов
летворяет условию

Л„(е,а)== и(2)\<1г\
I (9. «)

Тогда функция

обладает еле дующими свойствами:

1. для каждого а
1<ь она является суммируемой

функцией аргумента 0; е'' £ М,
2. на множестве М существует такое подмножество М , 

тез М' — тез М, что для каждого 9; е‘е 6 (б» является сум

мируемой функцией арг у мента 3
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Доказательство. Определим функцию А (г) следующим 
образом:

Тогда, согласно условию (1), будем иметь

( I Л (г) с!хду 4֊ °°. (2)
ъ) V п

Положим

<7 (г) — Л (гё1'') (№, 0 < г <4.
о

На основании (2) имеем

Л (г) с!х(1у < 4՜ оо.

Отсюда следует, что

(3)

Пусть точка = е'° £ М и 

Рассмотрим сегмент / (б, а)

2 =

произво льны.

и для г / (0, а) положим \г — е'°| = /, тогда

\с!г\ = (И, ' = I 1 4- С — 2? соз а ,
где

ф — агс1^[/з!па/1 — / соз а].
По определению

(2—2р) со$ а

Ли (б, а) = I

и
Далее

2к (2 -2р) СО8 *1

Л </0=

0 0 о

(2-2р) С05 1

Полагая с (?, а) = У (2р — 1)՜’ соз2 а 4֊ вт2 а , (р, а) = (2 — 2р) соз а, 
окончательно получим
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- -L- я " _ --------------------------------------------

։
С Л„ (6, a) d'i < f ,хч (х) dx . 

1 I J . ПJ Ji/- sin- а
И С(р, а)

В силу условия (3), при каждом фиксированном 

следний интеграл в (4) конечен. Таким образом, 
ремы 1 доказано.

Рассмотрим функцию

утверждение 1 тео-

<1 (₽.<։)

Л„ (&,։,/)= | Г/(-е'<,+»>)Й, />0. 
! г

Функция Л„ (0, а, ?) является непрерывной функцией аргументов 0, а 
и и так как А„ (6, а) — Кт Ли (9, а, то Ли (9, а) является изме- /-.о

римой функцией аргументов (9, а) в произведении М

( г ~ \
Поскольку при любом фиксированном а; а 4 (---- —, — I , множество

\ 2 2 /
тех значений 9, для которых Ам (9, а)= ֊4 со имеет линейную меру нуль, 

множество всех пар (9, а), а £ (--- —, — ), для которых А„ (9, а) =

= —|— со имеет плоскую меру нуль ([6], стр. 134). А это означает, что 
на множестве М существует такое подмножество М , тез М = те$ Л/, 

6; е\М' 

Следова- 

условию

обладающее следующим свойством; при любом фиксированном 
х / 77 77 \

функция Ац (9, а) конечна для почти всех а; а (---- —, — I.

тельно, утверждение 2 доказано.
4. Теорема 2. Пусть функция f (z) у довлетворяет

I Igrad / (zl| dxdy
J

Тогда функция Kf (9, а) обладает следующими свойствами:

1. для каждого а; a £ она являете я су ммируемои

функцией аргумента 6; e՝f,^M,
2. на множестве М сугиествует такое подмножество М.

mes Л/j = mes Л/, что для каждого 9; е‘ ' С А/ (л 3) являете я < у t 

мируемой функцией аргумента a » “T / ’

3. для всех 9; e|fi и ап которых

А/ (9, а>)< -|- оо и Kf (9, a2)< + существуют конечные пределы 
/(8, а,), /(0, аг) и f (9, J0 =/(9, а,).
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Доказательство. Применим теорему 1 к функции U (z) = 
= |grad f (z\ и рассмотрим множество М , фигурирующее в утвержде- 
нии 2 теоремы 1. Тогда утверждения 1 и 2 теоремы справедливы для 
функции /С/(б, а) и множества Л/'. Заметим, что конечность интеграла 
Kf (О, а) означает существование определенного предела f (6, а). Рас
смотрим те точки 6; е‘в£ЛГ, в которых по крайней мере для двух 
хорд / (О, и / (6, а2) пределы / (О, aj и / (Û, а2) различны. Такие точ
ки являются точками неопределенности функции / (г) и, согласно тео
реме Багемила [7], их множество самое большее счетно. Выбрасывая 
эти точки, мы получаем множество Л/1։ mes Мх = mes М, для которо
го выполняются утверждение 3, а также и утверждения 1 и 2 теоре
мы 2.

5 . Используя теоремы 1 и 2, можно доказать следующий ре
зультат.

Теорема 3. 
воряет условию

Пусть мероморфная в D функция f (z) у довлет-

Тогда функция Lf (6, а) обладает еле дующими свойствами:

1. для каждого а; а U \

— I , она является суммируемой

функцией аргумента Û; e'fj £ М,
2. на множестве М существует такое подмножество Mv 

mes Л7. = mes М, что для каждого в, e,r) G Lt (0, а.) является 

суммируемои функцией аргумента ь £ 4.

3. для всех 6, е/0 и а

-г 03 и Lf (о, а2) 4՜ оо, существуют
*1). / (®, ’2) » /(9, Я։) = / (6, а2),

4. для всех 0; е/б £ ЛД и (---- — —

опре деленные пределы

, для которых Lf(Q, i) —

֊ , сегменты I (0, а) являются Р-сегменпгами функции / (г).
Утверждения 1, 2 и 3 теоремы следуют из аналогичных утверж

дений теоремы 2, поскольку конечность интеграла А/(9, а) при фикси
рованных значениях б и а означает существование определенного пре
дела / (9, а). Доказательство утверждения 4 проводится буквально 
по схеме, проведенной в статье [4], (стр. 954).

Теорема 4. Пусть голоморфная в О функция / (г) удовлет
воряет условию

= х + iy-
з
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Тогда функция >у(б, а) обладает следующими свойствами:

для каждого а; а £ она являет՝ я суммируемой

функцией аргумента 0; е''‘^М,
2. на множестве М сугцествует такое подмножество 

mes М2 = mes М, что для каждого 6; е‘г> £ М», /7 (6, а) является 
М2, 

сум-
мируемой функцией аргумента

3. функция f (z) на множестве М.. имеетугловые пре дельные

°) < + <*> ДЛЯ каждого 6; е,(> £ М к
значения,

4. функция Կ

Доказательство. Утверждения 1 и 2 теоремы следуют из 
теоремы 3. Рассмотрим множество Mlf фигурирующее в утверждении 
2 теоремы 3. Проведя те же рассуждения, что и в работе [8] (теоре
ма 4), мы получаем множество М., mes М2 = mes М, для которого 
выполняются утверждения 1, 2 и 3 теоремы 4.

Пусть для какого-то а0 и б; ел £ М2, À/ (Û, а0)=֊|֊оо.

Как и в теореме 3 заключаем, что сегмент I (б, ?.о) является Р-сег- 
ментом для / (г), а это противоречит тому, что функция /(?) на мно
жестве Л/2 имеет угловые предельные значения. Следовательно, ут
верждение 4 теоремы 4 доказано.

В заключение, пользуясь случаем, выражаю свою благодарность
В. И. Гаврилову, под руководством которого была выполнена настоя 
щая работа.
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Ա. Ն. ՀԱՑՐԱՊԵՏՅԱՆ. Սֆերիկ ածանցյալով* մակերեսով հանրագումարԼփ 
ֆունկցիաների լոկալ եզրային Ըատկությունեերի մասին (ամփոփում)

մերոմորֆ

Հո դվա ծո<մ ուսումնասիրվում է հետևյալ խնդիրը» РпрЬ^ իմաստով չափելի կամայական 

ТИС Г: |Х|= 1 բազմության համար նշել այն պայմանները ք(շ) հոչոմորֆ (մերոմորֆ) ֆունկ֊ 
ցիաների վրա, որի դեպրամ կարեյի է պնդել, որ М րաղմության ցանկացած կետում, րացի 

դուցե, մի որոշ, փորր Е С. М ենթ ար աղմ ո.թյանից, Օ՝. Ա| </ շրքանի րպոր կամ Համարյա 
րՈլոր I ($, ^յարերը Ա>=ք(2) արտապատկերման ժամանակ անցնում են ուղղելի կորերի 

Ц)~հարթ ութ/ան մեջ կամ Ռիմանի սֆերայի վրա։

A. N. AIRAPETIAN. 
with

On local boundary properties of meromorphic /uncf/ом֊« 
summable spheric derivatives (summary)

The following problem is considered: which are the conditions to ne imposed a 
holomorphic (meromorphic) function /» which ensure, that in every point



240 A. LI. Айрапетян
, ■֊ ------- _ ■֊ ■, "Li.” ■ =..-=-^j—r ........................•=■

borel set M, M СГ: |z| = 1, pethars with exception of a small set E CM, all or 
almost all chords of the circle D: |z| < 1 have reck'tifialle curves for their images 
on the «»-plane or Rieman sphere 12 under the map w = f (z).
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