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ОБОБЩЕНИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ Э. ЛАНДАУ

1 . Пусть и - (г: |г|<1}—единичный круг в комплексной плос­
кости, Г — его граница, К—непустое подмножество и. Для любого 
натурального числа п обозначим через Мп (У, К) совокупность всех 
функций /, мероморфных в круге и и таких, что

а) число полюсов / в и (с учетом кратностей) не превосходит л 
и все они принадлежат множеству К՝,

б) Ц/Аг = зир Нт |/(;)|<1.

Пусть R/—сумма главных частей функции /£.՛!/,((/, К) по всем 
ее полюсам в и. Положим

ХЯ(С7, А?) = sup К)|.

В работе [2] показано*,  что (U, U) п (в этом случив НН 
расположение полюсов f в U нет никаких ограничений). Задача об 
оценке роста Хя (Ut К) существенно упрощается, когда К © U1 поря­
док роста К) в этом случае логарифмический и можно полу­

* В работе [21 рассматрйаалагь величина Ля (U). определяемая аналогично 

(է/, Ս) с заменой R у на /* — ք — R յ\ яс л о. ч го | ( U > „

ис®х п > 1 .

чить соответствующую точную асимптотику.
А именно, справедлива следующая
Теорема. Дл я любого К сс U имеем

,. K,(U,K) 1 mlim -------------- = —•
л -~ log n "

Легко видеть, что если множество К состоит из единственной 
точки z ■— 0, то

{0|) = sup ЦГЯ_։ (/)Гг.
/6«*

где класс голоморфных в 1/ функций, таких, что |/(д)|-С1, г^С՛, и
Я“ 1 - гр

Тп_} (/цг) = 2 /'(}) д’/у: — полином Тейлора функции/. Тем са-
V =0

мым, В слу из К = >3} соэгнопзниэ (1) сводится к хорошо известие 
МУ результату Э. Ландау [3].
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2°. Для доказательства теоремы мы применим прием, использо­
ванный в работе [11.

Оценим сначала ).я К) сверху. Пусть /—произвольная функ­
ция, принадлежащая Мп (У, Л); без ограничения общности можно счи­
тать, что число полюсов / в 1/ равно п ^>1 (каждый полюс выписы­
вается столько раз какова его кратность). Из принципа максимума 
модуля следует неравенство

(2>

Положим

рл = е 1 п log п , gn (а) = < z^U:

Из оценки (2) получим, что

1/(2)!<е’^г ztu\gn- (3)

Используя тот факт, что все a^Kr.cUf получаем

gn <= Un (К) = {z: |z|< 1 — С (К)/п log л}, (4)

где С (К} (0 С (Л)<^ оо) зависит только от К (точнее от расстояния 
К до границы круга Г); мы опускаем простые вычисления, из кото­
рых следует соотношение (4). Поскольку все полюсы функции / при­
надлежат Un (К), по формуле Коши имеем

Rf <г> = Л 1 7^֊ <&, U„ (К).
2~i J ; — z 

dUn (К)

Используя (3), из последнего соотношения получаем

zT Un (К).

Отсюда, с учетом определения Un (АГ), находим

\R>Jr <
el/log г. e։/iog п 

2՜
п log п 
с (К)

буквой С (с различными индексами) здесь и далее будем обозначать 
положительные абсолютные постоянные. Замечая, что последняя оцен­
ка справедлива для произвольной функции /£ Мп (и, К), получаем

lim
п - ~

K(U,K) 1 
log п к (5)

Чтобы оценить 1-п(и, К) снизу, модифицируем сначала пример 
Э. Ландау. Пусть а есть произвольная точка, принадлежащая К\ не 
уменьшая общности можно считать 0 а <С 1. Введем следующие обо­
значения:
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(Р„ (г) есть частная сумма Тейлора функции 1/| 1 — г). В |3| показа­
но, что при любом п многочлен Рп (г) не имеет корней в круге 17. 
Следовательно, единственной особой точкой рациональной функции 
Кп.а(г) в У является полюс п-го порядка в точке а. Но |/С1,« (г)! •= 1, 
г С Г, поэтому К„, а (г) С Мп (17, {а}) (Мп (17, а )сМ„([/, К), так как 
а

Для з = е'\ 0

/1֊
Sirr<rt + 1)?J?
1 — sin2

о
отсюда

г
V п 1«1

(6>

(относительно последних оценок см. [4]). 
Из (6) следует, что

— arg Рг, (г)

откуда получаем

(7)

(здесь также ^ = е‘в, 0|6| г; arg kn (z) — 2 arg Рп (z))> Подстав-

ляя в (7) вместо г выражение ------- , для любого а (О' а 1) имеем
1 — аг

(8)

для этого надо заметить, что Нетрудно пока֊

зать, что для рЛ = е ’ п

При надлежащей ориентации границы множества ОЛ (а) имеем

Rb'n, а - dz

двп (а)
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֊֊ ' - ■ — --------------- - ■ - ’■՛'՛' " ■ " ■' " -------- ==^=Л ■ 1—

(КкГ1 „ (1) — значение главной части функции АГл,а(г) в точке 1), 
Учитывая (2) и определение множества %п (а), для произвольного п 
получаем

|А^.а(г)|<е, г^дСп(а).

Следовательно

(1)1>
Гпс»Оя(в)

(9)

Очевидно

Гп№(а) = Гя(а) с (г = е'։: ---- ^<|9|<к Г
п

Так как для

|аг^ (1—аг)| < С8/ 1о$ п,

то из (7) получаем

агд

Из последнего соотношения следует,

^ГЛ (а).

что

Отсюда

где

Ие
1о£ п ' |9|

(при г = е/0, </г = /гс/б)

% («)

С

п 1О£ П

ю



Обобщение теоремы Э. Ландау 233

Теперь нетрудно заметить, что

(10)

Из определения множеств ГЛ (о) и Гл (а) имеем

(И)

С (а)<С 00 зависит только от а.
Объединяя оценки (9), (10) и (11), получаем

lim ея (а) = 0.
Ո «с

Тем самым аналогичное неравенство справедливо и для (U, {а}).
Так как ля ((J, {а}), мы получаем соотношение

ИГЛ ----- ;-------------
п - ֊ log П

112)

Из соотношений (5) и (12) вытекает (1). Теорема доказана.
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