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САМОСОПРЯЖЕННЫХ БИРАСШИРЕНИЙ /-ЭРМИТОВА 

ОПЕРАТОРА

Введение

В настоящей работе изучаются свойства резольвент нового вида 
расширений с выходом в оснащенное пространство плотно заданных 
/-эрмитовых (/—инволюция) операторов. Эти расширения (биинволю- 
тивно самосопряженные бирасширения) введены и изучены в работе 
[5].

Результаты, полученные в настоящей работе, являются обобще
нием на случай /-эрмитовых операторов результатов работы 13].

Будем придерживаться следующих обозначений: если С֊ линей
ный оператор, то через О (С) обозначается его область определения, 
а через Т (С) — область его значений, через О (С)—многообразие ну
лей оператора С, через Р.у— ортопроектор на подпространство Я. 
Если Яр Н2—два гильбертовых пространства, то через [Н1У Н2] обо
значим пространство всех линейных непрерывных операторов С из 
Н. в Я.

1оворя о непрерывности или замкнутости операторов, будем 
указывать сначала топологию в их области определения, а потом в 
области задания.

§ 1. Бнинволютивно самосопряженные бирасширения

Определение. Плотно заданный замкнутый оператор А, дей
ствующий в гильбертовом пространстве Я, будем называть /-эрмито
вым, если А<^ ]А где /—инволюция в пространстве Я. Нетрудно 
заметить, что условие А /А*/ эквивалентно равенству: (Ах, ]у):= 
= (*• ,]Ау) (\х, у^й(А)). Во множествах О(]А*]), О (А*) введем 
скалярные произведения:

(*»y)+ = (JA*Jx, JA*Jy) + (x, у), 

(и, и) + = (Л*и, A*v) + 0, и),

где х, у^О(]А ]), а и, у£О(А*).
Обозначим Я =֊-О (А*) и Я+ = й (/А*]). Нетрудно 

что Я+, Я являются гильбертовыми пространствами.

(1)
(2)

заметить, 
Построим

соответствующие оснащения
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Н^с.НсН~, Н.

Отображение В -► /Л) будем называть антиизомсгрическим, если 
{Вх, Ву)2 = (х, у)г

Пару антиизометрических отображений | В, С} В(Н--+Н՜), 
С (Н Н ), назовем биинволюцией, если

(Вх, Су) = (х, у) (х^Н., у^Н±).

Теорема 1. Пусть / — инволюция в И, тогда՝.
а) отображение ]л֊~ ]\н+ — антиизометрия из Н - в г1~\
б) расширение ]— инволюции ] ио (—) непрерывности—анти

изометрия из Н~ в И՜;
в) пара отображений 7+1—биинволюция.
Доказательство теоремы можно найти в работе [5].
Каждая тройка пространств порождает, как'известно [1], изомет

рические операторы /•՝(//+—*/?_) и R (Н^ — И՜). Будем называть их 
операторами Ф. Рисса. Для них справедливы соотношения:

(х, уУ = (х, Ву) = (Вх, у)-(Вх, Ву)~ (х, у^Н'), (3)

(и, и)+ = (и, Ви) = (Ви, и)=(Ви, Ви). (и,и(~Н ).

Теорема 2. Имеют место (И.) и соответственно (Н
ортогональные разложения

Н+ — В (Д )4֊/У+,

Н+ = у О(А)®ИВ

(4

(5)

где И* — ] - И+ и подпространство состоит из тех и только 
тех векторов х £ Н, для которых (А* })2 х—х.

Доказательство. Пусть х £ Н, (А*х — — х, и пусть 
у — произвольный вектор из О (А). Тогда (х, у)+ — (х, у) 4- 

+ (7^*7*, = (х, 4- (]А^х, Ау)= (х, </) + ( А^А^х, <,) = 0.

Проводя выкладки в обратном порядке, получим, что если х принад 
лежит (А/+) ортогональному дополнению к И(А), то (Д*/)2 х= — х. 
Соотношение (5) следует из (1), (2) и (4). Теорема доказана.

Следствие. 7 -*4*/+ — антиизометрический оператор, отобра՜ 
жающи й И+ на ИВ

Будем называть оператор В^\Н+, Н~] 7֊-самосопряженным, 
если В=/+^*/+*

Линейный оператор А £[//., Л/՜] назовем биинволютивно само- 
сопряж енным бирасширением 7"эРмитова оператора А, если А = 
= 7-А *7^- и АгэД, где (7-» 74-биинволюция.

Условие А = 7 А*7- эквивалентно равенству

(Ах, }.у) = (х, 7֊ Ау) (х, у £ И.).
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Между множеством всех биинволютивно самосопряженных бирасшире
ний оператора А и множеством всех /+-самосопряженных операторов 
5 из класса [7У+, Л/4՜] существует биективное соответствие, установ
ленное следующими соотношениями:

А =уд*у+Я5А Лу , (6)

Доказательство этого факта приведено в работе [5]. Из соотно
шения (6) следует равенство

(7)

Будем называть квазиядром биинволютивно самосопряженного бирас
ширения /-эрмитова оператора А оператор вида

Л = А1 . , Ь(А)={х-. х£Н+, Ах^Н}. (8)

А

Для квазиядра А биинволютивно самосопряженного бирасширения А 
А А

справедливы соотношения: А с У^*У с 
А

Теорема 3. Область опре деления Я (А) квазиядра бирасши- 
рения состоит из тех и только тех векторов х^Н±, для кото
рых 5д Рх+ х = 0.

Л

Доказательство. Пусть х^Я(А). Тогда из определения 
квазиядра и того факта, что }А*]х£Н, следует, что /?5д Рх х £ Н. 
Но тогда, учитывая (6) и теорему (2), для произвольного у £ JЯ(А) 
получаем

(7?5д Рх+ х, у) = (5д Р.\ х, у) =0.

А так как ]Я (А) плотно в Н, то 7?5д Рх* х = 0. Пусть теперь 

5лРх+х = 0. Тот факт, что х^Я(А), следует непосредственно из 
(6). Теорема доказана.

Если А — расширение оператора А, определенное условием:

^М)С^(УД*У)>

то из соотношения (4) следует, что

Я {А) = Я (А) ф . (8')

Если оператор А замкнут, то Л/+* является подпространством в
-Заметим, что имеют место следующие очевидные соотношения:

Л
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л/+ = м» е- /V'2), Т- 4 1֊ ’

Э Л/,5,; УД, --/+ У"» (к= 1, 2). (9)

Лемма 1. Если А^А*^ — расширение оператора А, то

включения А С ./А*] м /+ ^ ./+ — ^(2) эквивалентны.
Доказательство. Пусть х, д произвольные векторы из

Тогда на основании теоремы (2) (Ах, ]у)—(х, ]Ау) = ^ А ] х. 
}у) + . Из последнего равенства и соотношения (9) следует утвержде
ние леммы.

Пусть А — /-эрмитово (/-самосопряженное) расширение ква- 
А А А

зиядра А (А с А с ,4). Пусть для О (>4) справедливо представле- 

ние О(А) = Б(А) ' ■ А/\ . Тогда легко заметить, что

£>(Л) = О (А) Ф У?’фУ;" (У21’ <= у;2’),

.V. = У<» ф У<2|> Ф У<«>; У+ = У.„ФУ.-.., ф УД,,, Т Т \ 1 / I *»/ \Лл-)
Л/+/¥(2п = /+ У?2’ • (10)= УтЧ’1’: *<>.,

Лемма 2. Если АсА сА, А / А ], то А'
Доказательство. Из леммы (1) следует, что / * А4՜ [ Л(1)ф-

фЛ<21)] с А +2). Поэтому, учитывая (9) и (10), получаем Л* Л^сЛЛ2-՛՝ , 
откуда и вытекает утверждение леммы.

Теорема 4. Биинволютивно самосопряженное бирастирение 
А /-эрматова оператора А не допускает (Н, Н ) замыкания.

Доказательство. Вэспользуемся соотношением (6). Так как 
Б\ =£0, то существуют вектора и Ь £ , такие, что (/_5д/+,5,
Ф)+=/=0. Так как £>(А) плотно в Н, то существует последователь
ность Хп^.Б(А), сходящаяся к —? в метрике Н.

Пусть = Хп 4- <р, тогда фя —»0 в метрике Н. Рассмотрим по
следовательность (Афя}

|}А — Афш||- |(Ахл — Ахт> у )|= зир----------------------
уе«+ Ы+

зир 
уе^+

/(Хл֊Х<п, Л*у)|

0</Г

< вир 
уея+ И* !/11

* х п х ,п|| •

Учитывая сходимость {хя}, получаем фундаментальность после
довательности {А ?я} в метрике Н՜. Пусть Афл —*>а в пространстве 
Н . Из теоремы (2) и соотношения (4) следует:

(а, ’]>) = Пт (Афл, ф)= 1»т (хл, Д*'^)-|-(/Д ‘/?. Ь)4-(^^л?> ’]>) =
455—2
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— — (?, Д*ф) + (Д+А*^<о, ф) 4- (5а ?, Ф)+ = (5а?, Ф)+ +

4- (Д*Д-4*/?> >4* ф) 4 (7+ Д*7+ <?> Ф) = (.Л А*/+?, ф)++ 

+ (5а Ъ Ф> = (/+5д /+ ?, ф)+ =/= 0.

Из последнего соотношения вытекает, что а=^0, и принимая во вни
мание то, что ?Л -* 0, получаем доказательство теоремы.

§ 2. Резольвенты бирасширений

Из определения квазиядра непосредственно следует, что число 
X тогда и только тогда будет собственным для биинволютивно само
сопряженного бирасширения А, когда оно является собственным для

А

квазиядра А этого бирасширения.
Нетрудно заметить, что если X—собственное число оператора А, 

то X—собственное число для А* и наоборот.
Лемма 3. Если > не являете я собственным числом опера

тора А, то оператор (А—X/)՜1 существует и определен на 
плотном в Н՜ многообразии.

Доказательство леммы немедленно следует из того, что А — би
инволютивно самосопряженный оператор.

Теорема 5. Оператор (А—X/)՜1 (если он существует) не 
может быть (Н~, Н+) непрерывен и, значит, не может быть оп
ределен на всем Н~.

Доказательство. Предположим (А — X/)՜1 существует и • _
(Н՜, Н ) непрерывен. Пусть хп^Н±, хп -* х, А.хп-*у в метрике Н . 
Тогда, так как оператор (А —X/)՜1 (Н~, Н+ )-непрерывен, хп — х в 
метрике /7+, а значит х££)(А) и Ах = у. Но это и означает, что 
оператор А замкнут. Принимая во внимание теорему (4), получим, 
что оператор (А-X/) ’ не может быть (Н~, Н )֊непрерывен. Поэто
му он не может быть определен на всем Н՜, иначе, учитывая теоре
му Банаха об обратном операторе и (//+, Н ^-непрерывность (А — 
— X/)՜1, получили бы противоречие. Теорема доказана.

Лемма 4. Для произвольного вектора х^1Ч+ имеет место 
соотношение

А Х = 7+ Д* ^х- R /+ Д* 7+ X, (11)

где А — замыкание оператора А по (Н} Н ^непрерывности, а 
R—оператор Ф. Рисса.

Доказательство. Покажем сначала, что А допускает замы
кание по (Н, Н^-непрерывности. Действительно, для произвольного 
х^О(А)

М*» у)\ 
\\уЬ

< ьир
У6Я+
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и для вектора Ах (х Н) найдется последовательность х,^й(А) та
кая, что Ахп-»А х. Тогда для у^Н' получаем:

(Ах, у) = lim (Ахп, у) = (х, А* у) = (х, JJA*JJy} —

= (х, J՜1 ^J՜1 У) — (*> у) = (Ах, y) — (RJ. S\ /- х, у)..
■ " Ф

Так как // — произвольный вектор из Н , то Ах—кх — х«-
Учитывая соотношения (6) и (7), получим

Ах = JA*Jx 4- /?6а Лу+ х ֊ RJ+& Д х -֊֊ /+ Д* /+ х

4- /?(5д-/+5;/+) Рл+ х = /;Д*Д --/?/-Д^/ х.

Лемма доказана.
Будем называть / самосопряженное расширение /-эрмитова опе

ратора, для которого X точка регулярного типа, корректным: если л 
является для этого расширения точкой регулярности. Такие расшире
ния были впервые рассмотрены Жихарем [2].

Теорема 6. Замыкание оператора (А — X/)՜1 существует и 
непрерывно отображает Н՜ на Н тогда и только тогда, когда 

А
квазиядро А бирасьиирения А есть корректное ^самосопр я женнсе 
расширение оператора А.

А

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Пусть квазиядро .4 являет
ся корректным /-самосопряженным расширением оператора. I огда по 
определению точки регулярного типа

Мх — Хх| > к (X) |xj (к (л)> 0, х £ D (Д)).

Оператор (А—X/)՜1 , как следует из леммы (3), существует и опре- 
Л 

делен на плотной в Н~ части. Для произвольного вектора х ££)(>!) 
справедливо

W2+ = I Jb*J& + И2 = и х ֊ лх + лх|Р + и < С ()֊) Их-гхР.

Таким образом, 1)х||г С (X) ||Дх—/֊х(|. Для произвольного х £ Н по
лучаем

I (*, J М - f I) у)1
А

с (Х)[ Ах — гх

11
с (X) с(Х)

Итак, для любого z£Z)((A— X/) 1) справедлива оценка: 

ЦА ֊ X/)֊։ zil֊ < ||( А - X/)֊» с (X) Ц-. (12)
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Из соотношения (12) следует, что оператор (А—X/)՜1 (Н՜, Н] 
и (Н~, Н )-непрерывен. Пусть (А—л/)՜1 — расширение (А— X/)-1 
по (А/, //^непрерывности на Н՜. Покажем, что (А —л/)՜1 Н՜ —Н. 
Учитывая (12) и то, что (А—X/) (//, /7֊)-непрерывен, нетрудно заме
тить, что оператор (А — //)՜1 (Л—X/) непрерывен. Поэтому из плот
ности 7) (Л) в Н и соотношения

1 А — л/)՜1 (Л—X/) х — х, (13)
справедливого для произвольного вектора х £ /) (Л), следует справед
ливость равенства (13) для произвольного вектора х £ Н. Таким об
разом, Нс Т({А X/)՜1), а так как обратное включение очевидно 
то достаточность доказана.

Необходимость. Пусть (А—X/)՜1 непрерывно отображает 
Н на Н. Используя соотношения (6), (11), (13) для произвольного 
вектора х £ !У+ можно получить

(А —X/)՜1 (Л-Х/)х- (А- X/)՜1 ЦА*/х-1х-^}А\/х)=х, (14)

(А-л/)֊* (А -X/) х = ~(Л-^Г} (/Л*/х—Хх-Ь /?/5д Рлг. х) = х. (15)

Вычитая из равенства (14) равенство (15) и учитывая соотношение (7), 
получаем (А — X/)-։ 7^/Зд/х = 0.

Таким образом, оператор (А—X/)՜1 R анулирует многообразие 
Т (/Зд /). Вследствие (//+, //^непрерывности оператора (А—X/)՜1 R 
справедливо равенство:

(А-Х/)֊1 Л = 0.

Замыкание 7 (/.$д /) берется в метрике пространства//-. Пусть 
А

<4 — квазиядро биинволютивно самосопряженного бирасширения А. 
Тогда для него справедливо соотношение (8՜). (/7՜, //^непрерывность 
(А — //)՜1 означает, что существует с (X) 0 такое, что для любых

А А

г С Н~ справедливо соотношение (12). Если г~ (Л— X/) х, где х£/Х(Л), 
то из (12) следует

А

|Ах — Хх[| (16)

Предположим,
А

что Л не является /-самосопряженным

нием оператора Л. Тогда, как известно [2], X является для 
регулярного типа и, следовательно

//== Г(Л-Х/)ф/У-, 
где IV- = (х: Л* х = X х}.

Заметим, что если Л — /-самосопряженный, то имеет 
А 

венство //= Т (Л—X/).

расшире-
А

Л точкой

(17)

место ра-
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Из (17) следует существование ненулевого вектора х0 такого, 
что

JA *JX„ = JA *Jx0 = lx0. (18)
1 ~ А .

Рассмотрим оператор A — JAJ\ , D (Л) = D (Д)4՜ (х0).
Л(Д)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что one-
*** А

ратор А является /-эрмитовым расширением оператора А, а зна
чит и А. Поэтому для него справедливо соотношение

D(A) =

Из очевидного равенства N+ — О (Sa) А Г (5*) и соотношения (5) сле
дует равенство: ТН = О (/ / 5д //) ф 7 (/+5д /, ). Из того, что

А

А является квазиядром бирасширения А, теоремы (3) и соотношения 
(8') следует равенство О (5д) = А'21, а значит и 0(/“’5д /-1) — 1.
Если х£М21), то принимая во внимание лемму (2), полу
чаем

(Sax, у) + = (х, S\ у)>. = (х, /;* 5д /71 у) + 4֊ (х, \'у) + = 0.

Таким образом, 5дх Т (/+5д /+) . Рассмотрим произвольный 
вектор х^Л^Ч
К I я ** *

Из определения £) (А) следует, что х = хг 4- сх0, где х։ (А), с —
А 

отличное от нуля число, так как х О (Л). Принимая во внимание 
соотношения (6) и (18), получаем

х=(ААА/)՜֊։ (А-Х7) х = (А — X/)՜1 (}А}х1-1х1)-)֊

+ (А-Х/)-՛ (с}А*}хи - е).х<,)= (А - /./)֊՛ (Д->./) х,=х,.
_ а
Полученное противоречие показывает, что оператор А является 
у-самосопряженным и так как выполняется неравенство (16) для 

х££)(-4), то он является корректным /-самосопряженным расшире
нием А. Теорема докгзана.

Лемма 5. Пусть (А—X/)՜1 существует и (Н՜, ^-непреры
вен. Тогда для произвольных и у Н справедливо равенство

((А—X/) 1 z, Jy) = (z, J (А —>./)-՝ у), (19)
А

где А — квазиядро оператора А.
Доказательство. Пусть г = (А — X/) х. По теореме (6) ква

зиядро оператора А является корректным /-самосопряженным рас
ширением оператора А. Поэтому существует вектор и такой, что
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у —(А—к/) и. Учитывая, что вместе с А оператор (А—а/) также яв
ляется биинволютивно самосопряженным, получим

( (А—К/)՜1 г, }у) = (х, / (Д —а/) и) = (х, у_ (А—а/) и) — 

= (лУИ֊л/)֊։ </).

Принимая во внимание (Н , //^непрерывность оператора (А—л/)՜1 , 
получим, что равенство (19) справедливо для произвольных г - Н~. 
Лемма доказана.

Теорема 7. Пусть (Ах — а/)՜1 и (А.—р/) существуют А=£р. 
и (Н~, Н)-непрерывны. Тогда оператор

(А։—а/)՜1 — (А3—р-/)՜1 (//~> Н ^непрерывен.
А к

Доказательство. По теореме (6) квазиядра А։ и А2 бирас
ширений А1։ А2 являются корректными У֊самосопряженными расши
рениями оператора А. Пусть г £ Н՜ и х^И(А}. Учитывая лемму (5) 
и очевидное соотношение

(Д — а/)֊1 Ау - К (Д — а/)՜1 у 4- у (у^О(А)),

получим 

((А,— '/) 1 х—(А2—р/) 1 г, ]Ах) — (г, ./ [(А,—к/)՜1 — (А,—р/)-:]Лх) = 

= (г, /[>֊ (А- А/)՜1 - р(А2- ;֊/)-' ] *) = ('■ (А,-)./)֊1 г- 

— р (А, — р/)՜1 г, /х).

Таким образом 

(/[(А-//)֊1֊ (А.] г, [X (А,-,֊/)֊1 -

— Н А2--!1/) 1 ] г, х), 
а так как

(А։—а/)-։ г — (А. —р/)՜1 г£/7, 
то

У[(А1— а/)֊‘ г — (А2 — \Ч)~' £](; Н^.

Нетрудно заметить, что

УЛ " У [(А2 — а/)֊1 г — (А2—н/)՜1 г] = А (Аг֊а/)՜1 г—р (А2— р/)՜1 г, 

11^!— К/)-։ г—(А2— р/)՜1 =|| (А։ —л/)՜1 г - (А2— н/)՜1 +

4-|Х (Аг—К/)“* г—|1(А2—11/)՜1 42.

Отсюда, учитывая (Н , //^непрерывность операторов (А.1— X/)՜՜1, 
(А2—н/)՜1, получаем доказательство теоремы.

Теорема 8. Если (А—а/)՜1 существует и {Н~у ^-непреры
вен, то
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а) (А—)./)-' б= /7УГ>

б) чтобы (А — а/)՜1 необходимо и достаточно, чтобы
г £ Я+ где = {х: А ՛ х = X х},

С={г:г£Н~, (г,}х) = 0 ух£ О (А)\.

Доказательство, а) Если х £ УЛЛ-, то J А* Jx = и

(А—X/) х= Я5д Рл_ х.

Пусть у О (А), тогда, учитывая (3), (5), получим

(/?5а х, }у) =(5д Рд + х, ]у)+ = 0.

Следовательно, (А—)4)х£С, а значит (А — а/)՜1 . Пусть
теперь г £ С. Существует гп^ 7’(А— X/) и гп —* г в пространстве Н. 
Тогда и (А — 1-1)~хгп—• (А—X/)՜1 г. Пусть у — произвольный вектор 
из О (А),

(х, }у) = Нт ((А — а/) (А—Я) 1 гЛ, У^)= ( (А—X/)՜1 г, У (А—X/) у)..

Таким образом, (А—X/)՜1 г уЯ-а значит и (А—а/)՜1 б =

б) Пусть х = (А — а/)-1з £ Н±. Из того, что 7?5д Ру х £ (7, еле- 

дует, что у = (А — а/) х Н-\-С.
Очевидно, (А — а/)՜1 (г — у) — 0, и по первой части теоремы

• •
получаем, что г — у £ С, а значит г^Я + С. Обратно, пусть г£Я+(7- 
Тогда х = х4-17, где хбН,у^С. По теореме (6) квазиядро бирасши
рения А является корректным У-самосопряженным расширением А.

л *Поэтому существует вектор и £О(А)сН такой, что х = (Д — X/) и 
Учитывая последнее равенство и первую часть теоремы, получим

(А — К/)֊։ г = (А - Х/)֊'(А - X/) и 4֊ (А - X/) ֊'у Հ Н±.

Теорема доказана.
В заключение автор выражает благодарность Э. Р. Цекановско- 

му за постоянное внимание к настоящей работе.
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по организации и рационализации районных 
электростанций и сетей, Донецкое отделение Поступила 15.1.1975

Լ. Մ. 11Ա31ս. յ-էրմիտւան օպերատորի բիինվրպյուսւիվ ինք^ահամայուծ р|>[|Ц(шՀումների 
է1Լզոլվենտանե։փ վերաբերյալ ( ամ փոփում)

Ուսումնասիրված են խիտ տրված յ֊Հրմիտյան օպերատորների հարհրված տարածության 
մեք ե1քով նոր տեսքի րնԴ1այնումների(ձ ..ձ զոյվեն տ են երի հ ա տ կՈւթ յ ունն եր ր, (/-Ն
ինվոԱո^ցիա է հիյբերտյան տ արա ծ ությանում), Գտնված են -X /)֊! օպերատորի անընդ- 
սատուր յան անհրաժեշտ և բավարար պայմաններէ
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L. М. RAIKH. About the resolvent of biinvolute self-adjoint bicxtension 
of J-Hermit operator (Summary)

The paper discusses the properties of the resolvent (/4 — X/) 1 2 3 4 5 of a new type 
extention of compactly given J-Hermit operator (J is the involution in Hilbert space).
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