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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИНГУЛЯРНЫХ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Исследуется нетеровость сингулярных функциональных операто
ров вида 
(К ^(t)=ai (/) ք+ (է) + а2 (0 ?- (О + 6, (/) f+ (/е'“) + 62 «)?- (Zeu),

(1)

где а7(<), j = 1, 2;
w — иррациональное число;

<Р±= -у (/± 5) <?, ? (/) £ L„ (Г), 1< р<оо

(Г — единичная окружность)
(ծ»(Օ = -1-ք 

к/ յ ' — է В

В отличие от обычных сингулярных операторов (bv (է) = b2 (է) =0)

(2)

или случая рационального (случай обобщенного карлемановского

сдвига), когда условия нетеровости выражаются в виде необращения 
в нуль коэффициентов или некоторых определителей, составленных

из коэффициентов, в случае иррационального — условия нетеро

вости оказываются принципиально иными. Основную роль в выявлении 
нетеровости здесь играют логарифмические средние значения коэф
фициентов. Кроме того, важно знать какие и сколько коэффициентов 
могут обращаться в нуль.

В настоящей работе найдены необходимые и достаточные усло
вия нетеровости операторов (1) и формула индекса в предположении,

что иррациональное число — „медленно приближается“ (см. п. 2 § 1) 
2"

рациональными числами. (Заметим, что почти все иррациональные 
числа „медленно приближаемы“). Исследование оператора (1) основы
вается на изучении функционального оператора вида / -*֊ а (/) (}, где

(Q?)(0 = ? (3)
При a (t) = const в [1]—[3] (ср. также [4]) исследование функциональ
ного оператора проведено на основе оценок для малых знаменателей, 
входящих в ряды, определяющие обратный оператор. При произволь-

_
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ной а (1} используется „факторизация со сдвигом- [5] достаточно глад
ких функций, которая становится возможной благодаря оценкам ма
лых знаменателей [1]—[3].

В § 1 приводятся сведения о „факторизации со сдвигом“ глад
ких функций и определяется логарифмическое среднее непрерывных 
функций, не обращающихся в нуль на окружности |/| = 1. Эти резуль
таты позволяют в § 2 установить критерий обратимости функциональ
ного оператора /֊И а (О О и указать способ построения обратного 
оператора. В § 3 получен основной результат для операторов вида 
(1), коэффициенты которых не обращаются в нуль на окружности 
|/|=1. В § 4 рассматриваются случаи, когда коэффициенты функцио
нального (и сингулярного функционального) оператора могут обра
щаться в нуль.

Некоторые аналоги результатов §§ 2—3 в несколько иных форму
лировках и классах содержатся в кратком сообщении [6], относящем
ся к дискретным операторам типа свертки с осциллирующим коэф
фициентом е*ШЛ.

Заметим, что оператор (1) относится к классу сингулярных ин
тегральных операторов с некарлемановским сдвигом (см. обзор в 
[/]—|8], где основное внимание уделяется обобщенному карлеманов- 
скому сдвигу). Нетеровость некоторых операторов с некарлеманов
ским сдвигом, в том числе и оператора (1), рассматривалась в [9], где 
с помощью принципа сжатых отображений были указаны некоторые 
достаточные условия нетеровости оператора (1). Отметим еще не
давнюю работу [10].

Автор благодарен С. Г. Самко за полезное обсуждение работы-

§ 1. Определения и вспомогательные предложения

1 . Логарифмическое среднее а (0 ¥= 0» |/| - 1. Через 
А
С будем обозначать множество функций, непрерывных на единичной

А

окружности и не обращающихся на ней в нуль: С = (а (/): а (О £ С, 
а и)¥=0, И — 1). Введем в рассмотрение функционал (логарифмичес
кое среднее):

Р (а) — —- I 1п |а (е'°)! а (/) € С .
2к и и

И)

Отметим некоторые свойства среднего р (а).

Лемма 1. (непрерывность р (а) на С)* Если а (О, а։ (/)€ 
€ С’ м (/) —а. (01с (1—а՜’ ) т!п |а (01, °?>1, то

|/| = 1

< 3 (тт |а (01)՜1 оа (0 — а»(0||о (5)
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Лемма вытекает из легко проверяемой оценки

11п|

<3 (min |а (01) 1 ||о (/)—МО -• |/|-1

D ■ • 
лит

Условие (8) выполняется для почти всех иррациональных ш [1], при 
этом можно взять 7 = 2-]-8, г >0 (см. также [2] —[4]). Для алгебраи
ческих чисел и> степени п>2 неравенство (8) при 7 - - 2 ֊Г з представ
ляет собой теорему Туэ-Зигеля-Рота ([111, стр. 261), а при п = 7 — 2 
неравенство (8) превращается в теорему Лиувилля ([11], стр. 258). 
Среди оставшихся иррациональных чисел есть такие, скорость при
ближения которых рациональными числами может оказаться сколь 
угодно высокой (см. [1]), так что неравенство (8) для них невыпол
нимо.

3е. Факторизация со сдвигом гладких функций. В 
[5] показано, что функция 6 (/) £ И7 ( НГ — винеровское кольцо функ
ций) допускает факторизацию в виде

С ледствие 1. Пусть a (t) - С, г = ind а (0 и ln t r a (t)— ветвь 
логарифма, выбранная из условия 0 arg а (1) 2՜. Пусть 6։ (О^С*
такова, что |lln t~r a (t) — МОЦс'С8 и Д: Тогда

|р (а) — р (as )| «С Af e, М — М (а), (6)

’а (01) еi------ U <֊ ее.
Еа։(О |с (7)

Лемма 2. Для а (/) ^ С существует аппроксимация в С
А

функциями (/) £ С” П С такая, что р (а» )=-• р (а).

Доказательство. Пусть а. (/)^С’И П С—произвольная ап- 
о

0 р (°)՜? ։)
проксимация в С Функции а (/), тогда а, (/)= а; (!) е требуем
мая аппроксимация.

2 . „Медленно приближаемые" иррациональные чи
сла. Говорят, что иррациональное число ֊о (£ (0, 1)) „медленно при
ближается“ рациональными числами, если существуют постоянные 
О = Э (ш)>0, 7=7 (<°)^>0 такие, что для любых целых 5 и лп^>0

s
т

1>J — (8)

V (teiu))
v (0

, ное и* * 7 (9)6(0 =
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тогда и только тогда, когда условия*:

б) 1пс1 Ь (О = 0;

I 1 Ьп Ь (/) о?— целое число хотя бы для одного

СО

В силу иррациональности ---- условие в) может быть выполнено лишь для

одной ветви Ьп Ь (/). Значение интегралов в условии г) не зависит от выбора ветви 
логарифма.

|/»=1

выбора ветви Ьп Ь (/);

1 е,,ит—I)՜1 / т 1 1п Ь (/) (1/ )

1'1 = 1

При выполнении условий а) —г) функция и (1) в (9) определяется
единственным образом (с точностью до постоянного множителя): 

V (?) = Г е“
где

г = 1пс1 V (I) — — (2тс<о) 1 ( { 1 Ьп Ь (0 сП, и ։/)= V игп 1т ( £ 1^).
ГП =э — ОО

Условие г) выполняется, если Ь (£) достаточно гладкая функция- 

Именно, если — медленно приближается рациональными числами,

е. выполнена оценка (8), то при Ь (/)£С|т1+։ ряды вида

ГП •» — ••
1)-։ 1

И1-1

/ ,п 1 1п Ь (/) (11

сходятся абсолютно [2] —[4], и условие г) выполнено. Выполнения
условий б) —в) легко 
(9).

добиться несколько изменив вид факторизации

Обозначим г — 1пс1 а (/) и

|а 1п а (/) с//, 1п 1 = 0, (10)
М=1

о

где /0 — произвольная
)а ~ 1оГ а (/0) е а , 

фиксированная точка, \/0| = 1. Очевидно

1 1п а (/) (11

(12) * В
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Лемма 3. Пусть ------ иррациональное число, „медленно при-
А 

ближаемое“ рациональными числами, и пусть а(0(;С,т։ + 1 П С. 
Имеет место представление

а (0 = Ха Г V (!е,ш)
V (/)

г =■ 1пс1 а (0, (13)

А
где )^а определяется согласно (10)—(11), V (0 £ С и 1пс1 V (0 = 0.

Доказательство. Положив Ь (0 = X՜1 !~г а (0, видим, что 
для Ь (0 выполнены условия а)—г) факторизуемости, причем

'шс1 V (0= — (2^о>) 1 Ьп* Ь (0 сП = 0,

где ветвь Ьпл Ь (0 выбрана из условия Ьп* е՜ *'в =—7]а (для этого к 
выбирается из условия — 1т — 2£к 20. Применяя к функции
Ь (0 представление (9), получаем утверждение леммы.

функциональный оператор с коэффициентами из С

Рассмотрим вначале простейший оператор 14՜ ХГ О. Справедлива 
(ср. [10], [12])

Лемма 4. Пусть------иррациональное число (любое!) и г—ве-
2*

гцественное число. Следующие условия эквивалентны՝, а) оператор 
14՜ ХГ (2 является Ф (Ф±) оператором в ЬР (1 р -С 00); в) оператор 
14՜ ХГ обратим в Ьр (1 р со); с) |Х[=£1.

Доказательство. Очевидно при |Х|=£1 оператор / 4՜ ХГ <2 об
ратим. Пусть далее, от противного, |Х0| = 1, а оператор /4~Х0Г (? нете- 
ров. Воспользуемся равенствами (/4֊ (?) Г = / 4՜ Хое/ш* Г <2,
з := 0, ±1, + 2, •••. Учитывая, что множество |Х0 е/"’г] плотно [13] 
на единичной окружности и что свойство нетеровости устойчиво [14], 
из этих равенств нетрудно вывести, что оператор /4՜ Х/л(2 нетеров 
при всех X, |Х| = 1. Но тогда оператор Г (?— р-/ нетеров при всех 
комплексных р-, что невозможно [14] в бесконечномерном простран
стве.
_. А щ
Теорема 1. Пусть а({)£С, — —иррациональное число 

2 к
„медленно приближаемое“ рациональными числами и

(/ + а (0 (?) <р = <р (0 4- а (0 (^е/ш). (14)

С ле дующие условия эквивалентны; а) оператор 1-\-а(б} являет
ся Ф (Ф±) оператором в Ьр (1 < р < оо); в) оператор /4՜ а (I) С> об
ратим в Ьр (1<р<оо); с) р(а)=/=0.
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Д оказател ь с т в о. Пусть вначале а (/) £ С“. Тогда а (/) до- 
пускает факторизацию (13), где и 1пс1 1՛ (7) = 0. Эта факто
ризация порождает факторизацию оператора:

/+□(00 = ֊֊(/+ >« г О) V (/) /. (15)
г (/)

Из (15), с учетом леммы 4, следует, что для нетеровости (обрати
мости) оператора /4֊а(/)(2 необходимо и достаточно, чтобы 
Остается учесть, что согласно (12) имеем Рд| = е₽(о) . Теорема дока
зана для случая а (/)£С".

Пусть теперь а (/) лишь непрерывна.
Достаточность. Пусть р (а)<^0. Обозначим г = 1пН а (0, а через 

Ь1 (/), а( (/) ~ еь* приближающие функции из следствия 1. Оче
видно 1пс1аД/) —0, так что согласно (13) имеем

Я? (О —
г»։(/)

где щ определяются по а (/)• Имеем

а (,)<?=—( / + ) V. (0/.
««(0 \ Яе (0

(16)

Из (6)—(7) легко вывести, что

а (О
а« (0

Р (а) (.И + I)

Так как р(а)<0, то отсюда следует, что при достаточно малом е 
оператор в круглых скобках в правой части (16) обратим. Но тогда 
в силу (16) обратим и исходный оператор. Случай р (а)^>0 сводится
к исследованному с помощью равенства 

/+□(/)(?=□(/)(?

случаю с учетом того, что р (а՜1 )= — р (а)<^0.
Необходимость. Пусть р (а) = 0 и, от противного, оператор 

/4֊ а (/) <2 нетеров. Приблизим согласно лемме 2 функцию а (/) функ-
А

цией (/.(Н^С'ПС с сохранением логарифмического среднего р (а«) = 
= Р (а)=0. При достаточно малом е оператор /4- ае(0 (2 будет нете
ров в силу устойчивости свойства нетеровости. Последнее противо
речит доказанному в случае а(/)£С~. Теорема доказана.

Следствие 2. Спектр оператора а (/) (2 в пространствах 
ЬР (1 < р ос) есть окружность Ы = е°(а).
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§ 3. Сингулярный функциональный оператор 
*

с коэффициентами из С

Как и в § 2 изучим прежде всего простейший оператор вида

^о=(/+^О)Р* + Р- = / + /.г Р± = ֊(/+$), (17)
Л*

где г целое число. Нам понадобится следующая (ср. 115], стр. 262)
Лемма 5. Пусть X —банахово пространство, распадающееся

в прямую сумму Х=Х< э X- своих подпространств X., X՜ с
проекторами Р + , Р- соответственно, и пусть А—линеиныи огра 
ничейный оператор, действующий в X. а) Если А обратим и 
Р_АР+ = 0, то АР .-г-Р- обратим слева; 6) если А обратим и 
Р ГАР- = 0, то АР+ 4֊ Р- обратим справа; в) если А нетеров и 
АР+ — Р. А вполне непрерывный оператор, то АР —Р А нетеров.

Лемма 6. Пусть------ иррациональное число (любое'А. Для
2՜

того чтобы оператор Кп был нетеров в Ьр (1 р )> необходимо 
и достаточно, чтобы |/֊| /= 1. Если р|<^1, гпо оператор Ло обра
тим. Если |л|> 1, то он обратим слева, при г ^>0, ратим сп рава.
при г<^0 и * (Ко) — —г.

Доказательство. При |>|=/=1 оператор / г (2 обратим и 
удовлетворяет условию в) леммы 5, при любом г. условию а) леммы 
5 при г 0 и условию б) леммы 5 при г^О. Поэтому при |Х| =А 1 
оператор Кп нетеров, причем при г > 0 оператор Ко обратим слева, 
при г-С 0 справа. Займемся формулой для индекса. Рассмотрим се
мейство Ло =/-}-ло о(;[0, 1]. При фиксированном л, |>|<Ч, опе
раторы АГ0 нетеровы при всех ££[0, 1], поэтому х(К^) = х (/ г
4֊ лГ (2/\) = х (А7\') — 0. Учитывая, как показано выше, что Ко одно
сторонне обратим, получаем, что Ко обратим при |л| 1. При |/| 1
перепишем Ко в виде

Ко =(>Г Л-4֊ Р-) {(Х֊‘ Г' ()-1 + 1) Р^ + Р } + Р _)+ Г/, (18) 

где оператор б)Р± 4՜ Р- обратим: ((2Р> 4՜ Р—)~х — (2 1 Р+ 4՜ Р-- Так 
как |Х”'| <1, то оператор (л՜* 1~г С?՜1 4֊ /) Р<. 4- Р_ также обратим. 
Следовательно, х (Ко) = х (Иг Р+ 4՜ Р-) — — г.

Остается доказать необходимость условия р|=£1. Пусть |л0| 1
и оператор / 4՜ (2Р+ нетеров. Как и при доказательстве леммы 4
нетрудно вывести, что тогда оператор Ко нетеров при всех /, |л| 1. 
Введем оператор

Через Т], Т], . . . обозначаются вполне непрерывные операторы.

(19)
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Учитывая равенства 2(2 = 2, 2<2՜1 = (^2, 2Р± = Р^ 2 + Г, най
дем, что 2АГ02 = (Н~г <2՜' Р- 4՜ РД(/ 4՜ X е1шГ Р (2Р_)4- 7*2, откуда сле
дует нетеровость оператора I+ е"иг 1г(^Р - при всех X, |Х| = 1, Но тог
да нетеров оператор (/ 4֊ Х0/г <2Р+)(/ 4՜ Хо р Р_) = / 4- \>Р(2 4՜ Л что 
противоречит лемме 4. Теорема доказана.

Следствие 3. ^-характеристика [14] оператора Ко имеет вид 
^0, 0) при |Х|<1 и (тах (0, —г), тах (0, г)) при |Х|^>1.

А

Теорема 2 (основная). Пусть а, (/), Ь, (I) - С, /=1,2 и
но

------ иррациональное число, „медленно приближаемое" рациональ

ными числами. Для тою чтобы оператор (1) был нетеров в 
^р(1 < Р<С оо), необходимо и достаточно, чтобы р (а7) =р р (6У), / = 
= 1, 2. При выполнении этих условии индекс оператора К вычи
сляется по формуле

тс!
О? (') 

а։ (*)
если

1П(1

*(Ю = '
1пЗ

6.(0------ , если
Ь, (О

а, (0
6, (0

если

1пс1
I

МО------ , если
Я1 (О

Р (а2) > р (62), р (аО > р (60, 

р(а2)<р (62), р(а1)<р(61), 

Р (а2)>р (62), р (ах)<Р (60, 

Р (а0 <Р (62), р (сц) > Р (60-

(20)

I

Доказательство. Рассмотрим вначале „нормированный“ слу 
чай, когда ^(0 = 1, Ьх (О а (0» а2(0^1> (0 = 0, т. е.

К= {1+а({)(2)Р++ Р_ == I + а (Г) (2Р+. (21)

Следует показать, что условие р(а)=/=0 необходимой достаточно для 
нетеровости оператора К и что х (А) —0 при р (а)<Т), х (К) =— ։пс1 а (0 
при р (аХО.

Достаточность вытекает из утверждения в) леммы 5 с учетом 
того, что при р(а)=/=0 оператор / + а (О (} обратим.

Формула для индекса. Пусть р(о4<^0. Рассмотрим семей
ство операторов

^=/ + 6а(/)С>Р+, 5£[8О, 1], 0<%<т.п (1, [а (011Е1 ^+11?’)•

Так как р (ба) ~ 1п о 4՜ р (а) < 0, то операторы К՛' нетеровы при всех 
о £ [о0, 1], так что х (К1) = х {К՛0). Остается учесть, что за счет выбо
ра оо имеем х [К °) = 0. Следовательно, х(А) = 0 при р (а) < 0. Если 
Р (а)^>0, то используем равенство

К=(а (0 Рг + />_)(/+ а֊1 (0 С?’1 РД «2Р+ 4֊ Т3.
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Так как р (а՜1 )<0, то х (/•{֊ а 1 (/) Q՜1 Р ) = 0. 
мость оператора QP ± + Р-, получаем

Учитывая обрати-

х (К) — х (а (О Р+ 4՜ ^-)= — ind а (/).

Необходимость. Если а(/)^С"г, то необходимость вытекает из 
равенства

к=(тЬ՜ Р+ + )|(/ ‘r Р+ + р* + р-) + т-
(22)

получаемого с помощью факторизации (15). В (22) следует применить 
лемму 6. Если а (/) лишь непрерывна, то следует воспользоваться, 
как и в теореме 1, приближением а (/) с помощью леммы 2 бесконеч
но дифференцируемой функцией с нулевым логарифмическим средним 
значением.

Перейдем к общему случаю. Так как операторы а, (/) / 4՜ Ь: (/) С?, 
7 = 1» 2» и Р + коммутируют с точностью до вполне непрерывного 
слагаемого, то в силу леммы 2 из [16] оператор К нетеров тогда и 
только тогда, когда нетеровы операторы

= (а. (/) /4֊ bt (/) (?) Р+ + Р- и К2 = Р+ 4֊ (<г> (О /4֊ 62 (/) Q) Р^ 
причем х (А.) = х (Л\)4՜ х (ATJ. Оператор Кх сводится к „нормированно
му“ и сингулярному:

АЛ = (а. (/) Р- + Р-)(1 4- Ьг (/) о, ’ (О QPO 4- Г5.

Оператор К2 несущественно отличается от оператора К\ вида Кх:

где ^ — оператор (19). Остается учесть, — Р (а (О)-

Теорема доказана.

§ 4. Случай обращения в нуль коэффициентов

1°. Логарифмическое среднее. В случае произвольной 
непрерывной функции а (I) интеграл

Р (а) = lim
6-

(23)

где Г, (а)= (0: О^9^2т:}, может быть конечным или рав
ным — оо. Если р (а) конечно, то lim Inornes П (а) = 0, где Гб(а) = 
= |б: !а (в'®)|<8, 0 < &<2z).
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л
Лемма 7. Пусть а (/)£ С|С и р (а) конечно. Тогда суще- 

л
ствует аппроксимация а. (/) £ С такая, что

|а (О — а 6 (/)||си Ьт р (а.,) = р (а). 
б<0

Доказательство. Положим ([8], стр. 97)

а (0 = | а (О, ^Гб(а) 
/ Г „(а) ,

(24)

где Л (/)—произвольная непрерывная вещественнозначная функция,
А 

выбираемая так, чтобы (/) была непрерывной. Очевидно, а.. (/)^С

теэ Гй (а) > = Р (а).

|а (е1'' )| -|-

2 . Функциональный оператор. Докажем аналог теоре
мы 1 в случае, когда а (/) может обращаться в нуль.

А Ц)
Теорема V. Пусть а(2)^С/С и------ иррациональное писа

ло, „медленно приближаемое" рациональными. Для того чтобы опе
ратор / 4՜ а (0 О был нетеров в Лр (1 < со), необходимо и до
статочно, чтобы —оо<^р(а)<^0. При выполнении этого условия 
оператор / + а ({) (2 обратим.

Достаточность. Пусть — 00 <\р (а) <\ 0. Выберем аь (О согласно 
лемме 7, и пусть о настолько мало, что р(а,)<^0. При фиксирован
ном 8 приблизим, как при доказательстве теоремы 1, функцию а?, (0 

А
функцией аг,. (0 С" П С и воспользуемся полученной там фактори
зацией (16):

I + а (/) (2 = 1
г/о. . (/)

а (О
МО

а (О
аг,, « (О

О > «(/). (25)

При е достаточно малом оператор в фигурных скобках в (25) обратим, 
что влечет обратимость оператора I а (/) (2.

Пусть теперь р (а) = — оо. Для функции а, ({) вида (24) при не
котором о будет —00 р (а ■ )<^0* Далее можно использовать построе
ние вида (25).

Необходимость. Пусть а (/) такова, что р (а)^>0, а (/0) — 0 в
некоторой точке, а оператор 1-\-а (/) (2, от противного, нетеров. При
близим а (/) бесконечнодифференцируемой функцией а, (/), обращаю
щейся в нуль в той же точке /0 и такой, что р (а։ )>0. При доста
точно малом е
= (/-/0) Ь (О.

оператор / -|֊ а, (/) (2 будет нетеров. Положим а։(/) =



Об одном классе операторов 175

Так как

2

о = е

2

то р (6) = р (а£) ^>0. Далее с помощью лемм 7, 2 функцию Ь (?) мож
но приблизить бесконечнодифференцируемой функцией Ь Ц), не обра
щающейся в нуль, так чтобы р(6.) по-прежнему оставалось положи
тельным, а оператор / 4֊ (/— ?0) Ь,։ (?) <2—нетеровым. Отсюда (исполь
зуя факторизацию С, (?)) уже нетрудно вывести нетеровость операто
ра /-|֊Х*, (?— ?0) Р гДе = ։пс! Ь (?). Покажем, что опе
ратор вида /4՜ X (?— ?0) гДе не может быть нетеровым.
Из нетеровости оператора / + X (? —/0) ?г <2, в силу утверждения в) 
леммы 5 следует, что нетеров оператор

/ 4֊ х (Ю Ц) ?+ 4- Р- = 14- X и - /о) /г

Функцию I — ?0 можно приблизить непрерывными функциями с\ (?)#= 0
и с~ (?) 0 такими, что 1пс1 с1 (?) = 0, тс! с~ (?) = 1, а операторы 

/ 4֊ >с! (?) Г (Д\ и /4֊Х с2(1) Г (}Р

нетеровы и имеют одинаковый индекс (при достаточно малом е), что 
противоречит теореме 3.

Для завершения доказательства теоремы остается показать, что 
при р (а) = 0 оператор I 4՜ а (?) (2 не может быть нетеровым. Если 
предположить противное, то при малом £ ( - 0) нетеров оператор 
/4֊еэ о. (?) (^. Последнее невозможно, поскольку р(ееа) = £^>0.

А О)

Следствие 4. Пусть а(?)£С/С и------ иррациональное число,
2՜

„медленно приближаемое“ рациональными числами. Сг.ектр оператора 
а (?) (2 есть круг |р-| ( в частности, при р (а) = — со единствен
ной точкой спектра служит точка р = 0).

А * СО

1 е о р е м а 2՜. Пусть а , (?) С, Ь; (I) 4 С/С’, /=1, 2 и------ирра

циональное число, „ме дленно приближаемое“ рациональными числа
ми. Для того чтобы оператор (1) был ^нетеров в кр (1 < р <С °о), 
необходимо и достаточно, чтобы р (а/)^> Р (67), / = 1, 2, при этом 
х (Л) = тс! -՜ --1 •

(?)
Достаточность и формула для индекса доказываются подобно 

тому, как это сдельно в лемме 6, необходимость доказывается по 
аналогии с доказательством необходимости в теореме 1.

Мы здесь избрали одну из „допустимых“ возможностей для коэф
фициентов «,(?), Ь, (?). Аналоги теоремы 2 можно получать, делая
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иные предположения относительно коэффициентов (например, (?), 
А А

bz (f) С С, 61Р)> аг (0 € С С и др.), при этом важно, чтобы среди 
коэффициентов функциональных операторов ау (/) I Ь, (/) Q, у = 1, 2 

А
хотя бы один принадлежал классу С. Как показывает следующая 
теорема принадлежность обоих коэффициентов функционального one-

А

ратора классу С/С приводит к потере нетеровости.
Теорема 3. Если ах (/), Ьх (/) £ С/С, либо а2 (/), b2 (t) £ С/С, то 

оператор (1) не может быть нетеровым в Lp (1 р ос ).
Доказательство теоремы 3 основывается и проводится в целом 

аналогично доказательству следующей леммы. 
*

Л е м м а 8. Если а (/), b (?) £ С/С, то оператор а (/) / -j- b (О Q 
не может быть нетеровым в Lp (1 < р < оо).

а) р(а)> — °°» Р (6)^> — оо. Пусть, от противного, R — a {t) I 
-|֊ b (/) Q нетеров. Покажем, что тогда р (а) = р (6). При малом о опе
ратор а, (/) / -|֊ 6(f) Q, где а . (/) построена согласно лемме 7, нетеров. 
Из теоремы Г следует, что р (6) р (а,-.), откуда в пределе найдем 

р (6)<^р(а). Аналогично показывается, что р (6) > р (а). Следователь
но, р (6) = р (а). Рассмотрим оператор R = е~(>ta^ а , (t) I — b (/) Q» 
где a.j (t), bt, (0 построены согласно (24). При малом о оператор R, 
нетеров и p(e։(/?") ,) аД = р (6.,), что противоречит теореме 1.

6) р(а)= —оо, р(6)^> — оо. Пусть, от противного, R нетеров, и 
пусть а (/) построена согласно (24). При малом о оператор а* (О / -J- 
-р b (/) Q нетеров. Но тогда согласно теореме 1 необходимо, чтобы 
р (6) (аД- Так как р (аД то необходимо р (6) = — со, что
противоречит конечности р (6).

в) Случай р (а) > — оо, р (6) = — оо рассматривается аналогич
но 6).

г) Р (а) = р (6) = — оо. Предположив, что R нетеров, получим, 
что при малом о нетеров оператор a (t) I + 6з (Д Q, где 6> (/)— функ
ция (24). Последнее противоречит доказанному в б), так как р (6Д 
^•Ino — ос. Лемма доказана.

В заключение отметим, что аналогично рассматривается более об
щий чем (1) оператор вида 

(К<р)(0 = а1 (/) <р+ (О + а2 (Д ср՜ (Д4֊61 (/) ?+ (/е^.)-|֊62 (Д (/е'“”), Р| = 1>

где или -—, у = 1, 2 — иррациональные числа, „медленно приближае- 
2”

мые“ рациональными, или одно из них рационально.

Ростовский на-Дону 
государственный университет Поступила 22.IV.1974
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Ն. Կ. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆՏ. Սինգուլյար ֆունկցիոնա| օս|ԼրատորնԼրի մի րլաււի մասին (ամփ 
փում )

Ո։սո։մնասիրվ ում է Նյոտերի օպերատոր լինելու խնդիրը (I) տեսքի սինգուլյար ինտեգրալ 
օպերատորների համար։

Գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ (1) տեսքի օպերատորը Նյոտերի տիպի 
լինելու համար։ Նկարագրված է / 4֊ Ա | է) (վ ֆունկցիոնա/ օպերատորի տեսքր։

Ուսումնասիրությունը հիմնվում է գործակիցների տեղաշարժով ֆա կտ ո ր ի դա ցի ա յի վր ա 
և թ^էԱ I, տաքիս ֆունկցիոնալ օպերատորների (իսկ ոԸոշ դեպքերում նաև սինգուլյար օպերա
տորների) համար նշել հակադարձ օպերատորի կաոոէցման եղանակը։

N. К. К AR APETIANTZ. On a class of singular functional 
operators (summary)

The necessary and sufficient conditions for the operator (1) to be Noether are 
given and the spectrum of the function operator I 4- a (t) Q is described. In some 
classes the way of construction of the inverse operators is pointed out.
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