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А. Г. ДЖВАРШЕЙШВИЛИО ПОВЕДЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ В ОКРЕСТНОСТИ ГРАНИЧНЫХ ТОЧЕК И ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИВ работе получены граничные теоремы единственности для функ­ций двух переменных, в частности, обобщаются одна теорема А. Зиг­мунда и Кальдерона (см. [3], стр. 489), а также некоторые результа­ты Э. Коллингвуда [4] и Бейджмиля [5], [10|.§ 1. Предварйтельные сведенияДекартовое произведение двух множеств Д, В обозначим через Пусть —область в комплексной плоскости г*, к~ 1, 2. Тог­да границей области (7 — [С1Э и2] назовем множество I = [ГП Г2], где Г* —граница области (7&. Далее 0* = |г^|<^1|; С* = |г%| = 1).Пусть Г* — спрямляемая простая линия, имеющая в точке /» касатель­ную. Треугольной окрестностью точки /л назовем множествоЛ»=Д» (/», е,в) = [2>; +г> /' (’»+м; 0<р<е; И<5< -1] ,

4* I

где ֊ угол между касательной и положительным направлением оси ОХ. Обозначим через Г+ конечную область, ограниченную линией Гл, а через Г՜ — бесконечную область.Хордой назовем отрезок прямой линии, соединяющий две точки из !\ и лежащий в Гл . Обозначим через (?л) ту половину хорды, которая оканчивается в /д и образует с внутренней нормалью угол равный ср*. Заметим, что при достаточно малых е и 6 имеем А* с! + . Мы всегда будем полагать, что Г* простая спрямляемая линия. I очка гд угловым путем сходится к точке если Кт |г$— = О,
А Аг* £ Аа. и будем писать г* —* к — 1, 2. Далее (г1։ г2) —* (А> ^)» если

Аг> -»г*, к = 1, 2. Скажем, что точка (^։, г2) /-֊угловым путем схо-* к — Идится к (/п /о), если (гп г2) -* (/п /2), 1/л< —1------ -  < л. Этот вид|2<> — ^1 • а» I
Асходимости коротко обозначим так (г1։ (/р /г). Г называетсялинией Ляпунова, если угол наклона касательной с осью ОХ, как функция дуги, удовлетворяет условию Липшица. СправедливаЛемма 1. Пусть область Сь ограничена линией Ляпунова Г*, к = 1, 2, а функции г։ = ш (о/Д; г2 = / (го2) конформно отобра­

жают Ск на ’Ц, к — }, 2. Если для л^>1 и всех (~г, '2)^С’=[С1 С2|
име.’м
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А

(юр то2)а — (т։, Т2); (шп и»2) £ о = I ։>! X ։>2],

то найдется такое число что почти для всех
будем иметь

А
(*1> (^Р ^з)>

(I)Рр /2)€ 1'
(2)

где

6 = (*1); == /. ('а); = ш (^’1)» *а = 7 («'г)-Доказательство. Прежде всего заметим, что если измери­мое множество есС и |е| =0, то соответствующее ему множество /ТсГ посредством конформного преобразования гх — оз (и՝։), г2 — /. (из2) будет также иметь меру нуль, и в силу конформности, из соотношения
А

вытекает соотношение
(оз (гох), 7. (™2)) — (о) (ч), 7 (-2))почти для всех (тр Далее на՝ основании леммы 2 из [1|, стр.149 почти для всех (тр т2) имеем

(3)Так как Гл, £ = 1, 2 суть линии Ляпунова, то на основании одной тео­ремы Кёллога (см. например, [2], стр. 468) функции 1? ш (-г) и 1?'/՜ (т2) непрерывны соответственно на Сг и С2. Следовательно, существуют постоянные числа 0 т < М такие, что для любых т* £ С*, к — 2т<И(т1)|, 7/(т2)|<М (4)Пусть 1/>-< !"'* ~ < К (5)
1^2 — Х2|и воспользуемся равенствомЛ _ Ц> (а-ч)— оз (тД = 03 (ц,!) —оз и)2 — ~2

Zշ—tշ 7(™2)— *(%) — -1 (из2) — 7. (т2) и>2 — %О, —) существуют числа 2 ^>0, 9^>0 такие, что при и>» £ й (т4> 8, 0) имеем
пг-т1<|Х' (т։)| - ---- !֊^֊ < |Х' (-։)| 4֊ 1 < М + 1.

|и>2 — Т2|



104 А. Г. ДжваршейшвилиТеперь из (5), (6) и (7) получаем1 _ т—у 1 М4-7|.
--------- л= i1, 
т — Т|где !12>1 и лемма доказана. Аналогично можно показать обратное утверждение, то есть, если имеет место (2), то для всех (А» А») £ Г можно найти такое Х^>1, что почти для всех (хр т2) £ С будет иметь место (1). Следовательно, рассматриваемый вид сходимости внутрен­них точек к граничной является инвариантным относительно конформ­ных отображений.Пусть/—аналитическая функция в области С=[С1ХС2]. Скажем, что (/* ^1» (А> ^г) £ ' » ^>>1, если существует последова-тельность точек (х*,л}» л = 1, оо, k= 1, 2 таких, что

п

(8)Скажем, что 7 . (/, /։, /2), если существует последовательностьточек {гл.п} таких, что z*. л A* (h), п =1, оо, lim \zk, п — /л| =0, £ = 1,2 и выполнены условия (8).Точку (/։, t2) назовем /-точкой Фату для /, если объединение 
Css (f> 6» А») по всевозможным треугольным окрестностям Аъ £ = 1,2 содержит одну точку. Если хотя бы одно множество tlt t2) сов­падает с расширенной комплексной плоскостью, то (А, С) будет /-точ­кой Плеснера. Дугу 7 " [71Х7г] назовем Х-дугой Фату для /, если 7 есть часть границы односвязной области с Г/, £ = 1,2 и для почти каждой точки (/։, С) € I найдутся числа -^>0, 0 0 та­кие, что At с g* и множество Cs л (/, /։, t2) не покрывает всю плоскость. Е называется множеством первой категории, ес­ли оно является объединением счетного множества нигде не плот­ных множеств, а множество, не являющееся первой категории, назы­вают множеством второй категории. Дополнение к множеству Е обо­значим через С,Е. Измеримое множество Е сз 7 = [*։ X 72] метрически плотно на дуге 7, если для любой дуги ’/ = [*, 1Х 7а] имеем |•^'ՈE7^>O.§ 2. Граничные теоремы единственностиКак известно, в граничных теоремах единственности существен­ное значение имеет по какому пути внутренняя точка стремится к граничной, вдоль которой функция имеет предел.Для функции двух комплексных переменных путём, гарантирую­щим единственность аналитических функций, является Х-угловая схо­димость внутренних точек к граничной (см. |3|, стр. 478). В данном параграфе в качестве таких путей рассматриваем /.-сходимость вдоль 



О поведении аналитических функций 105некоторых линий. Тем самым обобщаем вышеуказанный результат Кальдерона-Зигмунда. Кроме этого, обобщены теоремы Коллингвуда [4], Бейджмиля [5], Цудзи [6].Прежде всего отметим одно свойство /-сходимости внутренних точек к граничной. На основании леммы 1 этот вид сходимости ин­вариантен относительно конформных отображений. В силу этого для простоты изложения будем рассматривать декартовое произведение верхних полуплоскостей. Пусть г* = х* -Т /у и Ук^>0, к = 1, 2. Дляфиксированных углов — и чисел 0,
, £ = 1, 2 введем множества

р а*; а*

(1)(2)(3)Лемма 2. Пусть / (гр г2) определена 
и числа л^>1, |?л| £ (0, -/3) выбраны так, 
Положим, что для каждой точки х»(;(а»,

в области G = [G\ X G2] 
что a cos cos tp2 > 1. 

Ьк) функция f удовлет­
воряет условию

где = хк -+■ г’р* е 1/Х < р1/рй А, о* £ (0, С*). Тогда найдется под­
интервал (а*, Ьь) и фиксированные числа Хх£(1, а), бд - |?*|,зд>0 так, что для каждой точки х*(;(ал, 6Д и произвольных 
чисел Р*£(0, зД, имеем

где
2k = хч гр* е *, р* Q (0, з*), 1/Aj<C Pi/Ps ՝■> ^*]*Доказательство. Точки х* и г*, связанные равенством (1), назовем соответственными. Пусть з* = —, б* = где з*, т* — чис- —ла, фигурирующие в равенствах (1) и (2). Для х*, зД составим множество Д* типа (3). Для з* найдется число о* — з* sin "ft такое, что для zi, А* (хТ) в интервале (х* — о*, х* -|- £*) найдется точка ему соответствующая х*. Пусть Л* (лг*), х*^(а*Н֊о*, ведливо равенство

1хг — zj _ |xt —zj lX2 Z2l kl — 211

lx2 22՛ Iх։ 21| !x2 2г| ix2

6/г —О*). Спра-
(4)

Iгде х* и г* — соответственные точки. Положим, что б* = |ф*|, (:△*(**) и I2* — остается постоянной. Тогда
150-2

\f(zv z2)|<M,

|/(2։» г2)| <Л/,



106 А. Г. Джваршейшвили
cos (5)|x*֊ z/l 1cosИз (4) и (5)

cos с, cos ?о II • w

*1՜ *11 1 Iх*f։[

|х2 — Z2| cos COS 92 |x2 — z2|Полагая Xx = X cos cos ?2, из неравенства
получим

Таким образом, если
то для всякой точки Zk вида (3) имеемI/ (г։, zj| < Ми лемма доказана. Скажем, что /—обобщенно непрерывна в области С, если она непрерывна в обычном смысле в точках, где |/ (гх ^2)|<С00, если / (гр г2) = оо, то при (гм, г2П) —* (гх, г2) имеем / (гм, гм) —* 00•Лемма 3. Пусть / — обобщенно непрерывная при ?*^>0, 
к = 1, 2, а числа X, к — 1, 2, удовлетворяют условиям лем­
мы 2. Если на 7 = [71 X 7г]» 7* = !а*> существует множество М 
второй категории такое, что для (хр х2) £ М найдете я конечное 
или бесконечное число 3, С (/х։, *2)» то существует 70= |7։0Х X 72О], число 1</։<Х такое, что: 1) 70 будет >л-дугой Фату, 2) 
М всюду плотно на 70.Доказательство. Положим 9 00• Обозначим через('1» 32» Н, () множество тех точек (хр хг) £ М, для которых при О < р* < °*5 1/Х ՝*С Р1/?2 1 имеемI/ (*1 + /Р1 е1*' х2 + /р2 е^*)|Пусть о*'п) 1 0, Nm | оо при т — оо, к = 1, 2. Положим

4”’. Nm, f).Очевидно равенство
М= U £и.

ГП —Так как М—множество второй категории, то существуют 7о = [7к> X X 72О] < 7 и множество Етл, всюду плотное на *[0. Пусть (хп х2) £ € Л 7о» тогда для р* (0, о^), 1/Х < р։/р2 < X



О поведении аналитических функций 107I/ (-Ч И «/Т։; х2 + /р2 ?/?։ )| < Мп,. (6)Для (хи х2) £ 7о составим точки видаг* = х* 4՜ /р* е' ՜*; 0< рл < ^"о} , к— 1, 2. (7)Множество точек (гп х2), где 2^ имеет вид (7), а (хр х>) пробе­гает 70, обозначим через Ьо, а если (хр х2) пробегает Е1П(> П 7о> то это множество обозначим через Но. Ясно, что Но всюду плотно на Ьо. Если (х։, х2) £ Ет. П 7» Г'•-С Р1/Р2 -С л, то для соответствующих точек вида (7) имеем неравенство (6). Так как /—обобщено непрерывна и мно­жество Нп всюду плотно на Ц, то для (хр ха)^70, 1Л՝Ср1/р2*С^ и для соответствующих точек вида (7) будем иметь неравенство (6). Пусть гл имеет вид (7), где х* пробегает множество 7*, о — (аь, о, Ьц. о).Множество таких точек г* образует односвязное множество С*. На основании леммы 2 существуют 7՜ = [7, 72], 7^ с 7*, о и числоХ։£(1, М такие, что 1) 7' будет Х1-дугой Фату в случае 3 = со, 2) мно­жество М всюду плотно на 7'. Теперь рассмотрим случай ^4=°°- Вве­дем функцию ^ = 1//—,3, когда / 4= ? и оо, когда / = ?. Ясно, что /։ обобщенно непрерывна. Далее, по условию (/р хр х2). Ста­ло быть со £ С\7։ (/р Хр х2), когда (х1։ х2) £ Л/. В силу вышедоказан- ного существует число ^£(1, X) и дуга 7', которая есть 4-дуга Фату для /1 и М всюду плотно на 7'. Очевидно, что если 7' есть 4-дуга Фату для /г, то она будет Х-дугой Фату для /. Таким образом лемма доказана.Скажем, что функция /, определенная в области б=[б, Хб։], ведет себя Х-ограниченно, Х^>1, в граничной точке (/р /2) - [Г։ <Г2], если существует конечное или бесконечное число 3 и треугольная ок­рестность точки (/р такие, что
Лемма 4. Пусть /—аналитическая функция при у* 0, к = = 1, 2. Если а каждой точке (хп х2) £ Е, |£|^>0 ведет себя ^֊огра­

ниченно, Х^>1, то почти в каждой точке (хр х2) Е существует 
предел

Пт / (хр 2.2).А(Г|, г,)х-* (г,. г։)Доказательство. Пусть для (хр х2) £ Е имеем
где р — конечное или бесконечное число. Тогда пользуясь преобра­зованиемх։ = ш։ 4֊ гад2; г2 = 4՜ «4; г* = ха 4՜ /у*; ич — «л 4՜ 



108 А. Г. Джваршейшвилиполучим, что из стремления точки («>р хи2) угловым путем к (и1։ и ..) следует стремление соответствующей точки (гр г2) угловым путем к (х։, х2) и при этом выполнено неравенство
" ' ■> У11У 2՜^ » О <С с \ 1 •1 4- S еПоложим

X =-------и F (wp w2) = f (wj 4՜ ew2, ewj 4՜ w2)-cТогда, в силу условия леммы и теоремы (4.22) из 13] (стр. 482), су­ществует угловой предел функции F (wp w.,) почти всюду на Н, где 
Н—прообраз множества Е при- указанном преобразовании. Следова­тельно, / имеет Х-угловой предел почти всюду на Е и лемма дока­зана. Теорема 1. Пусть f -- аналитическая функция при у и *> 0, & = 1, 2 на 7 = [а Та]» 7* = [а*, Ь*], существуют’. 1) множество Л/су второй категории; 2) фиксированные числа X, <рр <р2, удовлет- 
воряюгиие условиям леммы 2 ип хр х2)=#0. (8)(-г.. х,)е.ч г1՜ ’
Если существуют конечное или бесконечное число а, метрически 
плотное на 7 множество N такие, что«€ П Q.* </> х1» *2)» 4 = ' cos^j cos ®2, (9)
то f (zp z2) = а.Доказательство. В силу условия теоремы существует ко­нечное или бесконечное число 3 такое, что для (хр х2) £ М

На основании леммы 3 существуют 70 = [ТюX72О] с I и число Хгс(1, X) такие, что к0 будет Хх-дугой Фату и М всюду плотно на ч0. Теперь, в силу леммы 4, почти всюду на 70 существует пределНт /(гх, г2), (10)
(*։, ^Х|։ Х։)почти для всех (х։, х2)^7о։ Гак как множество .V метрически плотно на *[, то |^о П П\ — |е|^> 0. Отсюда и из (9), (10) следует, что почти для всех (хр х2) £ е <= /V lim / (zp z2) = а.

А
(*։, - (Х։, х։)Теперь на основании одной теоремы из [3], стр. 489 заключаем, что / (г., г2) = 1 и теорема доказана. Заметим, что в теореме 1 уело- 



О поведении аналитических функций 109вне (8) можно заменить условием: С (/, хх, х2) не совпадает с рас­ширенной плоскостью. Для изучения этого случая приведем лемму.Лемма 5. Пусть ю = г.,)—аналитическая функция при
= хк 4֊ й/*, к = 1, 2 и на ч — [7։Х 72], 7* = [о*, 6л] суще­

ствует множество М второй категории такое, что при фиксиро­
ванных X, ?2, удовлетворяющих условию леммы 2, для любой 
точки (хг, х2) М множество С (/, хр х2) не совпадает с рас­

ширенной плоскостью. Тогда существует множество вто­
рой категории на 7 и

П х2)=у= 0 •
ОДоказательство этой леммы совершенно аналогично доказатель­ству соответствующей леммы из [12], стр. 47. Опираясь на лемму 5 и используя предыдущее рассуждение, можно доказать следующую теоремуТеорема 2. Пусть /—аналитическая функция при уьТ> 0, 

к = \, 2 и для 7 “ [иХ?*], 7* = [а*, 6։<] существуют фиксированные 
числа X, <р2, удовлетворяющие условию леммы 2, множество 
М ст 7 второй категории на 7 такое, что для (хр х2)£М множе­
ство С/, .„(/» х1> хг) не покрывает всю плоскость. Если суще­
ствуют конечное или бесконечное число а и на 7 метрически 
плотное множество П такие, что

/л = ). соб соб ср2,

то / (гр г2) = а.Как известно, не всякая полигармоническая функция является действительной (мнимой) частью аналитической функции многих пере­менных. Хорошо известна следующая (см., например, [8], стр. 49)Георема А. Пусть И (гх, г2) = I/ (хр ух, х2, у.) дважды не­
прерывно дифференцируемая функция в Для того чтобы 
И (гр г2) = Ке / (г։, г2), где /—аналитическая функция в 0, необ­
ходимо и достаточно выполнение равенств

д2П , д֊и А , . п дп-и , д'֊и - ; == и, к — 1,2; ----------- ---------  
о*2-------- д:уь----------------------- дхх дх2 дух ду2

д2 и д' и֊ ֊ * • V/ е
с)х1ду2 (11)

Полигармонические функции, удовлетворяющие условиям (11), назовем бигармоническими. Путем непосредственной проверки можно доказать следующую лемму.Лемма 6. Пусть (со) — № (с, *]) есть гармоническая функция 
от ю — с Т П]> а <о — / (г։, г2) — $ (гр г2) 4՜ ГЦ (гр х2) есть аналитичес­
кая функция от переменных = лч 4֊ гук, к =1, 2. Тогда функция



110 А. Г. ДжваршейшвилиIF = IF [/ (z1։ z2)] будет бигармоническои функцией от переменных 
z2.Теорема 3. Пусть f — ограниченная аналитическая функ­

ция на И = [i\ X Я2]. Если для (fp t2) е с С; |е| > 0 илсеелс Сд_ (/, fp G)—гДе Е — замкнутое множество емкости нуль, то f (zH z_.) = const.Доказа тельст во. Допустим / (zp z2) ~ const и |/| < 1. На основании одной теоремы Г. К. Эванса [9] ([7], стр. 22) существует распределение р (/) единичной массы на Е, так что функция2
w —t

d\t (f)

будет гармонической и неотрицательной в |ти|<^1. Кроме того, при 
ю — ^Е, И (о>) — сю. Рассмотрим функцию Пх (гп г2) = И [/ (гр г2)], которая в силу леммы 6 будет бигармонической в 1>. Пусть 1Л (гр г2)— бигармоническая функция, сопряженная с (гп г2), то есть выра­жение 

— f\ (Zi, ^i)есть аналитическая функция на Я. Заметим, что дляUi> G) € I Uu /1։ /2) — {о°}» Пг (Zp z2) 0.Следовательно, функция ф (zn z?) будет ограниченной и для (tv /2)£ е имеем Сд։1 (ф, /р f2)=(0}. Отсюда в силу одной теоремы из [3], стр. 489, получаем Ф(гр22) = 0, что противоречит допущению, а потому f (zn z2) = const и теорема доказана.Теорема 4. Пусть f — аналитическая ограниченная функ­
ция при —1, 2 и существуют, точки

9 9 9 * ч • ■ 9 9
иt п — аъ, п т՜ z6*, п, dh, А = 1 > 2, n = 1» ос, Iim п =

П ♦ О©lim ak = a՜, iim b' — lim b՝k = 0, k — 1, 2. г V • f I 9\ 9% j 91 HillП •* 90 H -> X» n -*

Если существуют непрерывные линии f», п, соединяющие точки 
zb n н п так, что для любой точки этой линии

՝•?, п — л 4՜ л, Iim л — 0. Km |У (»jn։> -2« )| - 0,
<и1л- ^2л>л- и

Me (₽i, л, ?2, л)х -* 0 означает 
то f (zp z2) = 0.Доказательство. Пусть = [ар а՞], ;2 - [а2, а2]. Тогда в силу условия теоремы

Определение множества емкости нуль см., i апример, |՜ |, стр. 20
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— - и ~ ------- - ~ ,, - - - га* =

Х2) О ,

111—---Й

п (Ж,. I = [Il х ъ]

Пусть ад Ск < Сл а*. Существует номер7И0 такой, что при т т0, Сй afe> т С к. Далее числа о*, к = 1, 2можно выбрать столь малыми, что )Л = / cos сх cos .*> 1 и точки ви- да Zk. гп = т + Ц>т г * при т > mQ будут лежать на кривых 7*, т, llm p*,m =0. Таким образом 
т —

пл АСледовательно, в силу теоремы 1, / (гг, £2) = 0 и теорема доказана.Так как Х-сходимость инварианта относительно конформного отобра­жения, когда области ограничены кривыми Ляпунова, то приведенная теорема справедлива для биобластей С = [СхX С2], если Сц ограниче­на линией Ляпунова.
§ 3. Теорема Бейджмиля для функций двух переменных
Пусть 0 <С р <С 1, 0<?<^а<^ —----- рациональные числа и —4некоторое множество. Относительно множества 5 разобьем С=[С1ХС’_ ]на подмножества Е-., 3֊ з . Скажем, ,что точка (ее'г':) принадлежит 

9 99множеству ЕР, а, з , если существуют линии Б֊., Б* из оканчиваю- щиеся в е к, начинающиеся соответственно в ~к так, чтоIQ = |с;| = р; [Б; х б2| с s; ]б; х щс с 5; р<|<|, |<1< i;тс/4 < arg zk, arg zk < 4֊ к/4 zk £ Lfr, z\ £ Б’; ~ 4<
Лемма 7. Пусть EczjO, 1; 0, 1] — некоторое множество с 

внешней лебеговской мерой |Е|>0. Тогда существует хотя бы одна 
точка (х, у)£ Е такая, что|ЕП (х, хН-Л; у, z/-h А)|>0; |Е П (х, х 4- А, у — A, i/)l > 0.

Е П (х — А, х, у, >0; |ЕП (х — Л, х, у — А, ։/)| >0, А >0.Доказательство. Допустим, что не существует точки, удов­летворяющей вышеуказанным условиям. Тогда для всякой точки (х, у)^Е и для Кп -у 0 внешняя мера множества Е П (х, х 4֊ Ач; 
у, у 4՜ Ад) будет равна нулю.На основании теоремы Витали о покрытии множества сущест­вует счетная система сегментов гр = [хр, хр 4՜ йпр, ур, уР + бпр] таких, что
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Из последних равенств имеем

|Е|< V |£П г,| + |Ф| - 0.
/>«• Iчто противоречит условию леммы. Следовательно, наше допущение неверно, и лемма доказана.Лемма 8. Множество Е?, а, 5 имеет лебеговскую меру, равную 

нулю.Доказательство. Допустим, что |£\. з| > 0. Тогда суще­ствует точка (е'°՛; е/е’), для которой выполнены условия леммы 7. В силу этого существует последовательность точек )} изг^, «,г?а таких, что
л՝^ в» „ + 1 п = 1, оо, Пт &Ь, п =

Л ееОтсюда и из определения множества Ер,а. з для з^>0 найдется такой номер /V, что при и /V будем иметь
Так как рассматриваемые линии непрерывны, то из последних соот­ношений имеем: для всякого номера п > И

99 9 ■■■ ■С*. яПЬ>*,л+р О > & = 1 > 29 р = I> •Пусть г*£ Ц тогда(г1> *■_•) € Щ, Л+р • Ц, „+,,I — •!>
И (Др гг)€[Ц,„ХЦ,Л]сС5.что невозможно. Следовательно, |£| = 0 и лемма доказана.Лемма 9. Пусть 5с Н, тогда на С сугиествует множ 'ствэ С*; |С\С*| —0, причем каждая точка (е'0՛, е,0‘) £ С' облада т 

следующими свойствами՝, любые две жор дановые линии Ьл, из ՛>#,
Т п I /ГЬ* П Ья , оканчивающиеся в е , таковъц что либо 
либо

[Ь;хЦ] П С5=А$, [Ц’ХЦ] П С 5^ о.Доказательство. Для рациональных чисел 0 3<^а<Сг/4 рассмотрим множество £’,.7.3, а также Е0< р , причем точен множества Е' .. отличаются от Ер, в. з лишь ус ховием



О поведенни аналитических функций 113
[l,xl;]cC5, |l;xl;i<=5.Пусть Е = и У и (£6,,( и Е , ,). В силу леммы 8 имеем |£| = 0. По- ложим С* = С '՝՝■. Е и пусть (е'°՛, е’° ) С ՝. Рассмотрим жордановы ли- нии Ьд?» 1-л; Ьл А Ьл ~ е к, оканчивающиеся в’ е к . Введем множество

гм р < |zA|<l; 0> — z/4 < argz» <9А-|֊к/4}, 4=1, 2.Подберем число р столь близким к 1, чтобы непрерывная часть дуг 9 9L/. и L*, находящихся в Ек и оканчивающихся в е А , начинались бы 
9 99 9 99соответственно в точках 4 =^= г.л. Эти дуги обозначим через 1„, Т-Для определенности предположим, что arg С* < arg Z՞. Тогда можно определить рациональные числа 0 < ß <я < 77/4 так, что 6՝. дем иметь И = l’ÂI = Гб — ~/4 < arg 4- тт/4 — я < 9Â ֊(- 77/4 —— ß< arg :* < 0* + -/4; Р < |z'|, |г’|<1,

k ֊ <4 arg zk՝ ar? zk Iдля всех гк^1к. Таким образом, если линии 1к и Г будутудовлетворять хотя бы одному из следующих условий:
(/;х/2]с5; [zjx/jccs,либо
j/;xzjcC5; [z;xz;]cz5,то точка (е'\ е'°։) по определению будет принадлежать множеству Е, что невозможно. Следовательно, выполнено одно из следующих условий:

[/; х /;] А5у= Q; [/; X Г2\ nS¥= олибо
Очевидно, что последнее соотношение верно для линий L;, Ц, 4-1,2 и, тем самым, лемма доказана.Опираясь на доказанные леммы, можно установить справедли­вость теоремы Бейджмиля (см. |10]) для функций двух переменных, а именно имеет место следующаяТеорема 5. Пусть f (zj։ z2) — произвольная комплекснознач­
ная функция, определенная в t>. Тогда на С найдется множество 
С ; |C\CS| = O такое, что в каждой точке (е'6՛, е'°‘) и для любых 
непрерывных простых линий Lfe, L՛., La П L* = e՛ ։* , к=1, 2, окон- 
ниваюгцихся в е՛ А » имеем
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сс еп о.,)лск- с (/, о„ б2)^ о». 

1 -2 1 2Доказательство. Пусть £ есть риманова ш-сфера и |и„]— счетнал система окрестностей, а <7Х, С2, • • • — совокупность открытых множеств, каждое из которых можно представить как объединение конечного числа множеств кроме тогоV = и 
— п - IВведем множество

•֊$« == {(*р ^0; / ^2) С ! ։ п 1, .Согласно лемме 9 для каждой точки тельно множеств:»
существует множество С/, |С—С’| = 0 такое, что из Сг будут выполнены условия леммы 9 относи- 
5Г. Положим

Н=1

в е так, что
Очевидно |С\С*| = 0. Пусть(е'°՛, е'0<) (; С* и Ь, и; Ь П Ь =֊֊ простые непрерывные линии, оканчивающиеся

г (/, 02)п с,- £- (/, м = о.
) 2 1 2Так как предельные множества замкнуты, то найдется такой номер 

п, что
С £2 (/» б1» М ^я’ ь\ С Г'^ С —Следовательно, при подходящем выборе последних частей кривых Ц можно добиться того, что образы кривых /й, I* при ото­бражении ш=/(гп г2) будут целиком лежать, соответственно, внут­ри Оп и Отсюда вытекает, что [/' X /2| си [^’Х^] с С 5Я.Последние включения невозможны в силу выбора точки (е'в‘, е‘ ’), т. е. наше допущение неверно и теорема доказана.Обобщение другого вида теоремы Бейджмиля имеется в [11].§ 4. Теорема Линделёфа для функций двух переменныхПлоскостью назовем множество точек (гп г2), удовлетворяющих условию 7.2։ 4՜ 4՜ 7 ~ 0, где а, /, 7 — фиксированные комплексные
(/’ хь хз) — обычное предельное множество бея условия
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- '==^-- ■ 1 -=== ■ - . , -■ г-.. — ■ XI . . вчисла. Пусть Е— некоторое множество и р0 (г10, г20) — предельная точка. Рассмотрим некоторую последовательность рп (гы; ггл) £ 
рп Ро- Проведем через точки р0 и рп плоскость__ . 2i՜՜ ֊‘.о _ zi — 22. о -----, п — 1, оо,

Zy.n — 21.0 22, Л— 22.0Если при п —- эс плоскости ~п допускают бесконечное множество пре­дельных плоскостей, зависящих от выбора последовательностей рп, то 
р0 назовем предельной точкой бесконечного порядка. В [13], стр. 200 и [1], стр. 155 доказана следующаяТеорема В. Пусть f — аналитическая в <> = [0х X И2] и обра­
щающаяся в нуль в точках множества Е функция. Если Е имеет 
хотя бы одну пре дельную точку бесконечного порядка в ՛>, то / = 0.Введем множества(/«, я, 1) = — л < arg (zi< — — /*|< 1(, k = 1, 2;5=S (/, a, 1)=[51X52], t = (/,, f2);

Rr,= ((zp 22), arg zk = arg 6, 2*K 1» к = 1, 2 , о >0.При этом, если / = 0, то а^ I = 0.Лемма 10. Для любого о (0,1) множество Е, — R П Е. имеет
хотя бы одну пре дельную точку бесконечного порядка.Доказательство. Рассмотрим числа 0 о r4 rQ ’*• <С 1;1/> < X; 7*л£(т],|а); тп^Щц, l/’i), n = 1, оо , тЛ-Н, гя ֊» г0.Положим

1 с2 — 0> zio — z20 * ՛ '"о» 2։. n — r z֊. n — ՝ ftfОчевидно, что
p,} (210» 22.о)€^Х и pn (21Л, 22л)С^> Рп~*Рй՝Пусть к - некоторое число. Тогда

lim ая= lim
Л -* л Л - ООВ силу этого, начиная с некоторого номера /V, для всех п И имеем 1/|1), Пусть тп = ял-+Л, л = 1, оо. Проведем через точки 

Ро и рп плоскость
^1» п ^2 ^2. пг.п : — ------------  = —=------------ , л =1, 02.

^1,1) ~1, п ^2, 0 — 22. п



116 А. Г. ДжваршейшвнлнОтсюда получаем
тея: гх ֊ к (г2 — тп • глчл) Т՜ гп.Переходя к пределу при п —• оо, получим

Меняя значения к, мы будем получать различные предельные плоскости. Стало быть, точка р0 есть предельная’ точка бесконечного порядка и лемма доказана.Лемма 11. Пусть \{,п.п{гх, г21), 1/а-< ш п < л, /1 есть двой­
ная последовательность аналитических и ограниченных в сово­
купности функции в области О. Допустим в каждой точке мно­
жества Н сг С существует

Нт Уот, я (гх, г2)»
(ОТ, Пук—^

где (т, п)> —* оо означает т •-* оо; п —♦ 1 /л• т/п . Если мно­
жество Н имеет хотя бы одну пре дельную точку бесконечного 
порядка, то равномерно внутри О существует предел ։Нт /т,/։(«!» ^2).

( т, /1)л ֊• <» IДоказательство этой леммы опирается на теорему В и лемму 10.Как известно, при изучении угловых граничных свойств аналити I ческой функции одной переменной важную роль играет теорема Лин- I делёфа (см. |14); [7|, стр. 17). При исследовании аналогичной теоре- | мы для функции двух переменных, в силу увеличения размерности, I возникают различные пути обобщения. Приведем некоторые обобще* ния этой теоремы для функций двух переменных. Справедлива IТеорема 6. Пусть / — аналитическая функция в области 
8 — 8 (0, я, 1) и ограничена в 8 =8>. (0, я, 1). Если существуетНт / (г։, г2) ■- Со, г,^>0, I

(Л|, г,); -0 I

то для любых я(0, я), «1^(1, ]/ 'к ) существует

Нт / (гр г2) = Со, ( * ) I

когда гх-+ 0, г . —* 0 так, что (г1։ 2’2)С^Д0» а» !)• IДоказательство. Рассмотрим двойную последовательность аналитических функций I

՝ т п / Iгде I
7^— — < V ; (*!, (0» а, !)• II А п IВ силу условия теоремы указанная последовательность ограничена в совокупности на области 5, — (0, я, 1). На основании теоремы Мон՜



О поведении аналитических функцийтеля ([13], стр. 195) семейство \fm.n (zn z2)| будет нормальным в \֊(0, 1). Пусть
Ясно, что ес — (0, я, 1) и по условию теоремы для любой точки (г։, и2)€е имеем

На основании леммы 10 множество е имеет хотя бы одну пре­дельную точку бесконечного порядка внутри 5^ (0, я, 1).Пусть

где 0 < я' < я, 1 >1 | > ֊, 0<£. Ясно, что замкнутое множество— (0, я, 1). В силу леммы 11, равномерно на множестве Нимеем lim fm, п (zxJ z2)= Со.
(т, п)  -• «•Отсюда вытекает, чтоlim f (zn z2) = Co,

(12)
(13)когда — 0, z2 — U, (z։, z2) С (0, я', 1), 1 <Допустим утверждение (13) неверно. Тогда существуют т4 > О, последовательность точек (zip, z.՝p) -Si (0, я, 1) таких, что z\ р —- 0, Z2,p 0, р ֊» со иI/ (Z1. р , «. />) — с„| > V- (14)Далее, в силу (12) и для того же tj > 0, существует число

X/ \ л; 1 m I ~Л = N (тп) 0 такое, что при т Л, и >> 7V,---- •>֊ V к иI /. плюбом Izv z2) Н имеем (15)Для достаточно кие, что большого р найдутся числа N та-т ’^> Д'՜, п
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Пусть и»! = т ш2 = п' г>р.Используя вышеприведенные неравенства, можно показать спра ведливость следующих соотношений:

Отсюда вытекает, что (u’p w2) £ Н и выполнены все условия для неравенства (15), то есть
\fm՝, п' Со| — |/ (zi/„ Z2p} QНо последнее неравенство противоречит неравенству (4) Стало бытьнаше допущение неверно и теорема доказана.Пусть непрерывная простая линия а, 1)в точке th и L = [£j ХА2]. Тогда символ оканчивается

означает
Zk —* th, Zk^i Z.fc,\ipСправедливаГеорема 7. Пусть f — аналитическая функция в S=S(t, я, 1),Up /2) и ограничена в области S — S, (/, а, Если существуетlim / (zp

L 
z,)X * (Л. /»)

то существует предел ( * ).Повторяя метод доказательства предыдущей теоремы, можно установить справедливость следующего предложения.Т е о р е м а 8. Пусть /— аналитическая и ограниченная функ­
ция в 3 (£, а, 1). Если сугиествуетНт / (х1։ г2) = Со,
когда гь Ьк, &=1, 2, то имеемНт / (гр г2) = Со, 
когда гь -♦ /л, (гп г2) С (6 1), где 0<'’а'<а.
Тбилисский математический 

институт им. Размадзе 
АН Грузинской ССР Посгуиила 20.1.197՜’
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тԱ. Դ. ՋՎԱք’ք> 63 ՇՎ1’1.1’. երկու փոփոխականի անաքիւոիկ ֆունկցիայի վար Гр եզակի կե- սւԼրի շրջակայքում և միակության թեորեմներ (ամփոփում)

Ա^իւատանքում ստացված են միակության եզրային թեորեմներ երկու փոփոխականի ֆունև- 
զիսյների համար, մասնավորապես, րնդհանրացված են Ա. (էիցմոէնղի և ևալղերոնի, ,4ուզզիի. 
Կոլւինհվո՚դի և Բեյղմմիլի թեորեմները։

A,. G. DZVARSHEISHVILI. On the behaviour of the unalitical function* 
of two variables in the neighborhood of the sinsulat points and the 

uniqueness (summary)

Boundary uniqueness theorems for the functions of two variables are obtained. 
In particular, the generalizations of Zigmund and Calderon, Tsuji, Collingwood and 
Bagemihl theorems are given.
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