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Ф. Э. МЕЛИК-АДАМЯН

О КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРАХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В работе рассматриваются вопросы спектрального анализа кано­
нических дифференциальных операторов. Для исторических и библио­
графических справок можно обратиться к монографии [1], которая 
тесно примыкает к рассматриваемым здесь вопросам.

§ 1. Операторы, порожденные каноническими
дифференциальными выражениями, и их спектральные

ункции

1°. Пусть Н—гильбертово пространство и /—оператор со 
свойствами /*  = —/, /“ =—/ (/—единичный оператор в Н). Форму­

лой Р = --(/ + //) определяется пара взаимно дспэлпительных орто- 

проекторов Р (Р ֊гР- = 1), проектирующих Н на собственные под­
пространства Н -- Р Н оператора /, отвечающие собственным зна­
чениям ± / (/ = 1Р± — 1Р_).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

И(г) х (г) = ք (г) (0<г<оо), (1.1)

где И (г) и / (г) — функции со значениями в [//]*  и Н соответствен­
но, измеримые и интегрируемые по Бохнеру на любом компакте, со­
держащемся в [0, оо). Под решением уравнения (1.1) будем понимать 
локально абсолютно-непрерывную функцию х (г) со значениями в Л/, 
удовлетворяющую уравнению (1.1) почти всюду. Это условие на 
функцию х (г), в силу гильбертовости пространства Н, равносильно 
представ лению

Г гъ 
X (г) = х (г0) -I- I у (/) с/1,

где у (/) — локально интегрируемая функция. Таким образом, опреде­
ляемое решение уравнения (1.1) является по существу решением ин­
тегрального уравнения

Через |//] обозначено кольцо ограниченных линейных операторов, действую­
щих в Н.
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И(0 * (0 <п+

Это уравнение однозначно разрешимо (см. [2], стр. 141). Пусть опе­
ратор-функция V (г) принимает самосопряженные значения: V* (г) = 
= I/ (г) и рассмотрим оператор Ао, определяемый дифференциальным
выражением

<1х (г) 
(1г

V (г)X (г) (1.2)

на многообразии /)(40) с: А2 (0, сс; Н) финитных (на бесконечности) 
абсолютно-непрерывных вектор-функций х (г) таких» что х (0) = 0 и

х(г) е £=(0, оо; Н),

Описание симметрических и самосопряженных расширений и 
спектральных функций оператора Ао можно получить как частный 
случай из результатов работы [2|. В связи с этими вопросами см. 
также [3] и [4]. Для удобства приведем здесь изложение этих вопро­
сов для рассматриваемого нами случая.

Лемма. Пусть /£Л՝(0, /?; Н) при каждом Тогда
если

ев

( (/('■)» (А А) (г)) </г = 0 (1.3)
и

для всех Г) (ДД то /(г) локально абсолютно-непрерывна я 
функция и

յ _ [/ (г~) / (Г) - о. (1.4)
с/г

Доказательство. Рассмотрим операторнсе решение (опера­
тор Коши) У (»•) задачи Коши

] _ V (г) и (г) = О, и (0) = /.
с/г

Известно ([5], стр. 205), что У (г) /-унитарный оператор 

£/*  (г) ,/и (г, = и (г) У</*  (г) = / ( - /£/ (г) (<•> =

= —4/(г) у и*( гу=1).

Финитная функция ^^/,’(0; ос; Н) принадлежит области значений 
Л(До) оператора тогда и только тогда, когда

1

(г) 8 (г) — о. (1.5)
О
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Таким образом, условие (1.3) на /(г) означает, что 
©о

(/('•)» § 0՞)) = о
О

для всех тех финитных # £ £2 (О, оо; Н), которые удовлетворяют усло­
вию (1.5). Положим (г) = — (г) // (г) (/ (г) = и (г) Д (г)) и

(г) = У*  (г) % (г). Имеем (/(г), Я (г)) = (Д (г), (г)), так что

для всех тех финитных функций 6 (О, оо; Н), для которых

Отсюда для функции вида

при О

при г
получим

о©

Таким образом, Д(г)=/0 или / (г) = /7 (г) /0. Последнее и доказы­
вает справедливость леммы.

Предложение 1.1. Оператор До симметрический.
Действительно, условие (Дйх, у) - (х, До։/) у х, у О (Ао) полу­

чается интегрированием по частям. Плотность £) (До) в Е~ (0, со; Н) 
легко следует из леммы, ибо если (/, А) = 0 у Л О (До), то рассмот­
рев функцию х (г), являющуюся решением уравнения (1.1), получим

с/х (г) 
вг

ао

֊И (г)

(/ (г) Ь (г)) с/г = 0.

Поэтому х(г) удовлетворяет уравнению (1.4) и, значит / (г) = 0.
Предложение 1.2. Оператор А^ задается дифференциалъ- 
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ным выражением (1.2) на многообразии £) (/4‘) локально абсолютно- 
непрерывных функции х (г) ив У/2 (О, со; Н) таких, что

J - Х (г} - У(г)х (г) 
бг

также принадлежит I? (0, оо; /У).
Пусть х (г) принадлежит области определения оператора А\ 

Тогда существует х*£У,"(0,  со; Н) такая, что (х, /40Л) = (х*,  Л) 
у А £ /) (Ло). Рассмотрим решение § (г) уравнения

У(г)£(г)=х*(г).

Так как

г*

о
Й (г), (АЛ)(г)) </г = 0 уЛеО(Л).

В силу леммы функция х (г) вместе с х (г) — £ (г) локально абсо­
лютно-непрерывна и

д <1 (х (г) - [г)} _ [/(г)(х(г)-г(г)) = 0. 
бг

Итак, х £ У) (ИЗ и

х*  (г) = и;х) (г) = /
бх (г) — И(г) х(г).

Утверждение доказано.
2е. При описании симметрических расширений оператора ?40 мы 

будем следовать методу Калкина (см. [6], стр. 390), который состоит 
в следующем.

Рассмотрим гильбертово пространство О (.4*)  со скалярным про­
изведением (х, у)г -= (х, 1/)֊р(/4’х, 4*  у) и в нем билинейную форму

|х, у} = г |(Ио у) ~ (*»  А </)]• (1.6)

Подпространство О с. [) (/4^) называется симметрическим, если би­
линейная форма (1.6) на О равна нулю: {х, — 0 ух, у £ О. Подпро­
странство У)*  = |х £ У) (А’)Цх, у\ =0 у#(;У) называется сопряженным 
к подпространству У). Тогда любое замкнутое симметрическое рас­
ширение А оператора >40 получается сужением оператора на сим­
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метрическое подпространство £)(/!*)•  Прм этом сужение опера­
тора А(\ на подпространство А)*  задает оператор Л*.

В нашем случае
ле

о

= I I ~их (г)> У (г)) (1г — 11т ((/*  (Я), у (/?))— (0), у (0)).
,1 с/г /?-.<*
о

Числовая функция (У/х (Р), у (/?)) принадлежит А՜ (0, оо) и при R —»со 
имеет предел. Поэтому 11т (У/х (Р), у (А?)) = 0 и окончательно по- 

R -*  «о
думаем

I*»  у\ — ((— у/) х (0), у (0)).

Это делает возможным дать описание симметрических расширений 
оператора Ао в терминах ( Уу)-нейтральных подпространств про­
странства Н՛.

Предложение 1.3. Произвольное замкнутое симметричес­
кое расширение Ар оператора Ло дается су жением оператора А‘ 
на подпространство Е) (Лр) вида

О(АР) = (хе/)(/1;)|Р£х(0) = х(0)|, (1.7)

где ортопроектор на (— У У)-нейтральное подпространство А 
в Н. При этом расширение Ар являете я максимальным симмет­
рическим (самосопряженным) в том и только в том случае, ког­
да (—г' У)-нейтральное подпространство Ь являете я максималь­
ным (гипермаксимальным).

Замечание. Проектор Рд на (—УУ)-нейтральное подпростран­
ство А можно задать в виде

Р,.= — (Х + К*  + КК*  + К*  К),

где К—частично изометрический оператор, отображающий Н+ в 
Н-. При этом К является угловым оператором подпространства А 
(см. [4]). В случае, когда К отображает все Н- на Н-

(1.8)

Относительно понятий, связанных с (— /У)-метрикой (—^ = Р — Р_) про­
странства Н, см, [7].
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является проектором на гипермаксимальное (— Z/)-нейтральное под­
пространство. Таким образом, для существования самосопряженного 
расширения оператора А,, необходимым и достаточным является усло­
вие: dim //+ = dim Н_.

Другой характеристикой проектора Р на (—г/)-нейтральное под­
пространство является условие: PJP—0.

При этом подпространство L = РН будет гипермаксимальным 
тогда и только тогда, когда

JP+PJ = J. (1.8)

В пояснение этого условия заметим, что оно равносильно условию 
JP—QJ (Q = /—Р), которое означает, что подпространство L — PH 
совпадает со своим (— г/)-ортогональным подпространством, т. е. яв­
ляется гипермаксимальным.

Предложение 1.4. Пусть ортопроектор Р удовлетворяет 

условию PJP=Q и Ар — сужение оператора. А(1 на многообразие 

D(AP) финитных функции х (г) из D (До), удовлетворяющих усло­
вию՝. Рх (0) — х(0). Тогда замыканием этого оператора является 
оператор Ар, определенный на многообразии D (Ар) вида (1.7).

В самом деле, покажем что (Ар) =АР. Заметим, что на основа­
нии вышесказанного, Д’ есть сужение Д' на подпространство

D (д;) =• {у е D (д;)| У (0) £ HQJPH}.

Ясно, что если г/^7)(Др), то для всех х£/9(Др) имеем

(* (г), ! ~ V(r)y(r))dr = (Jx (0), у (0))+
аг

V (г) X (г), у (г) Лг = (Jx (0), у (0))+ (Арх, у).

Таким образом, (/х (0), у (0)) = 0 у^б^кДр). У 
что и требовалось доказать.

3 . Рассмотрим здесь вопрос существования спектральных опера*  
тор-функций для канонических дифференциальных операторов. Сде­
лаем это с помощью метода М. Г. Крейна. Обоснование метода на­
правляющих функционалов Крейна для случая гильбертовых про­
странств дано в [8] и [9]. В [9] для канонического дифференциального 
оператора построено направляющее отображение. Для наших целей 
удобно рассмотреть несколько отличное от введенного в [9] направ­
ляющее отображение. Предварительно сформулируем необходимые по­
нятия и определения.
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Через V (Н) обозначается множество оператор-функций Г (к) 
(—оо<^л<^оо) со значениями в [Л], удовлетворяющих условиям:

1) А (0) = О,
2) Т7 (X) — неубывающая функция: Л (X) А (р) при • Т> щ
3) /՛ (к) — непрерывна слева: Г (X — 0) = Г ()-).

Каждая функция Г (X) из семейства V (Н) порождает гильбертово 
пространство Еу (— оо, оо; Н) вектор-функций со значениями в Н, где 
скалярное произведение задается формулой

Л

(Л #)/- = (^(^) / (О, я (>֊))•
— ОО

Определение 1.1. Функция Е £ V (Н) называется спектраль­
ной функцией оператора А, действующего в гильбертовом простран­
стве Ну, если существует изометрическое отображение пространства 
Нг в Л; (— оо, оо; Н) такое, что оператор А переходит в оператор 
умножения на независимую переменную в Е2. (—оо, оо; Н).

Определение 1.2. Пусть С — некоторое линейное простран­
ство и А — линейный оператор, действующий в С, и пусть Н — гиль­
бертово пространство. Отображение Ф: СХ7? —* Н называется направ­
ляющим отображением для оператора А, если

1) Ф (/> к) ПРИ каждом фиксированном /. £ R линейно относи­
тельно

2) Ф (/, X) при каждом фиксированном / С — голоморфная век­
тор-функция по X со значениями в Н,

3) Уравнение (А — X/) £ = / имеет решение тогда и только тогда, 
когда Ф (/, X) = 0.

В работе [9] (теорема 1) доказано, что в случае, когда С—евкли­
дово пространство и А — симметрический оператор, обладающий на­
правляющим отображением, удовлетворяющим определенному свой­
ству, то существует функция И (Н) такая, что

со

(/, г)о = (' (Г (Л) Ф (/, л). Ф (ё, /.)). (1.9)

—

Последнее, в силу равенства Ф (/4/, X) = Хф (/, X), означает, что / (/•) 
является спектральной функцией оператора А.

Рассмотрим в качестве С многообразие финитных функций из

Ь (0, оо; Н) и оператор Ар

Ф (/, >.) = (?.

в нем. Тогда формулой

ос*
/ С О*  (г, X) / (г) </г,

0



О канонических операторах

где и (г, X)—операторное решение задачи Коши:

(112 (г, X) 
с/г

V (г) и (г, X) = Х£/ (г, ).); и (0, X) = /, (1.10),

определяется направляющее отображение Ф: С ^Р-^С2Н для опера­

тора Ар.
Проверим лишь условие 3) определения 1.2. Положим для неко-

торого финитного / г Ь2 (0, °°; Н)

§ (г) = и (г, X) / (2*  X) / (О сП. 
Г

Легко убедиться, что £ (г) —финитная абсолютно-непрерывная функция 
удовлетворяющая уравнению

у _ [/ (г) (г) _ /.£ (г) = / (г). 
аг

Таким образом, для принадлежности функции $ (г) многообразию, 

/)(ЛР) необходимо и достаточно, чтобы Р% (0) = £ (0). Но поскольку 
00

'и*  (/,).)/(/) <н=(Р]+(Ц) \ и*  (/, ,.)/(/) л,

О о

то последнее условие равносильно условию Ф (/, X) = 0.
Замечание. В случае, когда ортопроектор Р удовлетворяет 

условию (1.8'), отображение Ф (/, X) можно записать в виде

£(0) = / I

ЛО

Ф (/, Х) = Р и*  (г, X)/(г) </г.

О

Кроме того, в этом случае замыкание оператора Ар является самосо­
пряженным и на основании теоремы 3 работы [5] можно утверждать, 
что тождеством (1.9) порождается унитарное отображение простран­
ства (0, со; Н) на пространство /.)’ (—со, РН).

§ 2. Свойства спектральных .и.ункцнй канонических
дифференциальных операторов, и обратная задача 

спектрального анализа
Результаты этого параграфа являются обобщениями работ [10| 

и [11 .
',°. При исследовании свойств спектральных функций канониче­

ских дифференциальных операторов, не нарушая общности, можно 
ограничиться рассмотрением эрмитовых потенциалов V(г), удовлет­
воряющих условию /-эрмитовости: ]\7 (г) — — И (г) / (см. [12], стр. 
466). Зафиксируем ортопроектор Р, удовлетворяющий условию (1.8) 

и через Ау обозначим здесь рассматриваемый в § 1 оператор Ар. При 
V (г)=^0 этот оператор обозначим через Ао. Введем оператор-функцию 
Фу(г,1) = Ну (г, X) Р, где 12у(г,1)—операторное решение задачи Коши: 
1236-2
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- V (г) uv (г, X) = Wv (г, X); Uv (О, X) = /. 
dr

При И (г) =0 имеем Фо (г, X) = Un (г, ) ) Р = (Р+ е ~l,r + Р- eUr ) Р. Рас­
смотрим оператор / -р К вида

Г

(I + К) / (г)= /(г)+ К (г, dt, (2.1)
о

где ядро К (г, удовлетворяет при каждом Л" оо условию 
R Г

sup 1 IJ/C (г, dr < оо; -sup 1 (г, f)H dt оо. (2.2)
о t о г z?J

t о
В силу этого условия / -р К является ограниченным оператором в про­
странстве L՜ (О, R; Н) при каждом R<^oc.

Предложение 2.1. Пусть
Г

Ф(г, *)  = <Mr> 0 Фо G. (2.3)
V о

тогда Ф (г, X) = Фу (г, X) в том, и только в том случае, когда 
слагаемые

U, t)=-֊- (К (г, t)- J К (г, t) J); K2(r, t)=~ (К (г, t)+JK(r, t) J) 

в разложении ядра К (г, /) на перестановочную и антип ерестано- 
вочную с J части удовлетворяют системе

Здесь JQ = 2Р-1 (70 = P - Q; Q=I-P).
Доказательство. Если Ф (г, X) = фу (г, X), то удовлетво­

ряется уравнение
Г

*» (г, '■) = Фо (г, X) - С и, (г - s, X) J V (s) Ф (s, X) ds. (2.5)

о
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1К(г, /) Фо (/, >֊) <Н = — 
о и

л՝

К ($,') Фо ') с!з. (2.6)

Учитывая, что Ку (г, /) ио (/, X) = £/0 ({, /) (г, /) и Кг (г, I) £/0 (?, X) —
= и՝п (/, л) К2 (г, /), после соответствующих преобразований получаем

г Г г

К (г, О Ф„ ((, /.) Л = и0 (/, >.) К, (г, О Л Р+ и- (6 /.) К2 (г, О Л Р,

0 0 о
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К (') ЛГ1 (", г 4՜ (— “) </՜ Р.

Г

К2 (г,1) Р = —

Заметим теперь, что если через 7\ и Т2 обозначены перестановочная 
и антиперестаковочная с J части оператора Г, то

(Г, В)/= 4֊ Т, Л И (Г,Р)/ = 4- Т. 
Л £

а. /=1,2).

Поэтому полученная система равносильна системе (2.4). Обратно, 
если К, (г, /)(/ = 1, 2) удовлетворяют системе (2.4), то обращая при- 
веденные рассуждения, убедимся, что Ф (г, /.), определенная формулой 
(2.3), удовлетворяет уравнению (2.5). Таким образом, можно сказать, 
что система (2.4) определяет оператор преобразования (2.1).

Наряду с системой (2.4) рассмотрим систему

и оператор I 4՜ Ь вида
Г

(/+ Ь) / (г) = £ (г, 0/ (0
о

где £ (г, /) = (г, /) 4- £2 (г, /).
Существование и единственность решений систем (2.4) и (2.7) в 

классе оператор-функций, удовлетворяющих условиям (2 2), доказы­
вается методом последовательных приближений. Для дальнейшего нам 
понадобится следующая

Лемма 2.1. Пусть оператор-функция К (г, /), удовлетворяю­
щая условиям (2.2), такова, что

<Ю оо
У -- 1 К (г, /)/(,) й = (' К (г, I) / Л 

бг .) I «у/
о о

(2.8)

для всех финитных абсолютно непрерывных функции / (/), удов­
летворяющих условию /(0) = 0. Тогда К (г, I) = Кг (г — П 4֊ К2 (г 4֊ У), 
где (г) = (г) /, ]К2 (г) — — К2 (г) ].
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Доказательство. Рассмотрим функции /(/) вида

/(О —
Я (5) ds

О

при О -С 4С А

при R ,

где функция £ (з) удовлетворяет условию

/г
% (з) с/з = 0.

и
Тогда из (2.8) интегрированием по г от 0 до т (0 R) получим

или, положив

В (•» 5) = (/А (г, 0 /А (0, /)) сП -р

о
получим

R

I В (", з) о ($) дз = 0 таких, что 
о

£ (5) </з =0.

Рассмотрим

Я (*) = В* (Т, в* з) А е/з = В : (", $) А—Ао (А £ Н).

Имеем
R

(В*  ։) Л - Ло, В*  ։) /.) =0 ул е Н.
V о

Отсюда

R

։в» (г, 5) а^՛ л
и

R
I Б^' (т, $) Лс/5 
о

поэтому

В* (-, ։) Л</5 уЛСН.
о
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Таким образом, В (", х) не зависит от 5 и В (-, х) = В (', 0). Получи­
ли равенство

л- . - л՝
\ (т, 0 Л + К (г, х) /</г = у (0, 0 с/1 -г К (г, 0) ](/г.

0 0 о о

Приравнивая перестановочную и антиперестановочную с / части в; 
этом равенстве, получим

5 т 5 1
/ * / • р р
1 (Х> /) Л + I (Г> з) </г = I Кх (0, /) сИДг I (п 0) (/г,

О 0 0 О %
5 •: 5 т

р р р р
К2 (', /) К2 (г, х) с/г = К2 (0, /) (В — К2 (г, 0) с/г.
(>000

Эти соотношения доказывают утверждение леммы.
Предложение 2.2. Операторы /4֊ К и I Т Ь, рассматривае­

мые в пространстве Л՜ (0, /?; Н) (/?<^оо), взаимно обратные.
Для доказательства заметим сначала, что операторы / 4՜ К и 

/ 4 Ь множество С локально абсолютно-непрерывных функций /, 
удовлетворяющих в нуле условию Р/ (0) — / (0), отображают в себя 
же. При этом справедливы тождества

с/г
(2-9)

с/г с/г
(2.9')

В этом легко убедиться, 
(/= 1, 2/ из (2.4) и (2.7)

подставляя значения лдг, о и ьдг, I) 
в выражения (/4՜ К)/и (/ 4- Ь) / и вычисляя

обе части тождеств (2.9) и (2.9'). Рассмотрим оператор
4-Ь)(/4՜ К). Ядро М(г, /) оператора М имеет вид

х) К (х, /) </х при 

о при

Поскольку, как легко видеть из систем (2.4) и (2.7), ядра К (г, 0, 
Л(/ , 0 удовлетворяют соотношению К (г, 0) 0= Ь (г, 0)0 = 0, то и 
М (г, 0) 0=0. Далее, из (2.9) и (2.9') следует, что

(/4-М) у ^4 = / 4 </+м>/(-•). ¥/€С. 
с/г с/г
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На основании леммы 2.1 можем утверждать, что

М(г, О = Л/, (г- О + М.(Н-/)(УМ, (г) = м, (г) У; ]М. (г) = - М(г)У).

Из вышеприведенных свойств М (г, I) следует, что

УИ1(-/)=М(г) =0 (I > 0) и М,(г) 0=0 (г > 0).

Последнее означает, что и М., (г) = 0 (г^>0). Таким образом, 
(/ 4֊ Ь)(/+ К) = / и утверждение доказано.

Рассмотрим операторы / 4֊ К и / 4֊ Ь, действующие на множе­
стве финитных функций из (0, со; Н) по формулам

(/+К*)/(г)=/(г)

м.

4- у к* а, и/(о л, 

г

В пространстве Ь՜ (О, R; Н) они являются сопряженными к операто­
рам 14՜ К и / 4- Ь. Как и выше непосредственно проверяется, что 
операторы / 4՜ К*  и /4՜!-*  множество Со финитных абсолютно-непре­
рывных функций /, удовлетворяющих в нуле условию Р( (0) = / (0), 
отображают на себя и справедливы тождества

с!г

(1г

(2.Ю)

о

4/ (г) (2.10')

Положим /4֊ Н = (/֊|- Ь)(/4- ь :). Ядро Н (г, /) оператора Н имеет вид

Н(г, 0 =

/
£(г, /) 4՜ ( А (г, $) £*  (/, з) <1 з при г > /

о
7

I*  (#, г)4՜ у А (гу з) £*  (Л з) </з при г <^ /. 

о

Из соотношений (1.9') и (2.10') следует, что

(/ + Н) у
(1г

= ] — (/+Н)/(г) 
аг

У/^СО.

Поэтому в силу леммы 2.1

Н (г, 0 =■ И, (>—1) + Н1 (г+0(УН, (г)=Л,1 (г) У: ун2 (г)- —Нг (г) У).
(2.11»
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Учитывая теперь свойства Н' (г, /) = Н (С г) и /7(г, 0) (2 = 0 ядра 
Н {г, 0» получим

Н2 (г) = (г) Н\ (г) --= Ну ( — г) = ]^Ну (г) уо (/о = Р — <2; г>0).

(2.12)

2 . Перейдем к рассмотрению свойств спектральной функции 
- (/.) ( оо<О. <^оо) оператора Ау. На основании $ 1 для всех фи­
нитных функций /, из £2 (0, ос; Н) выполняется равенство

(2.13)

где

(Л .?) = (ф (Л >), Е (</') Ф (<?. >)),

В силу (2.2) для Ф (/, л) получим представление

Положим (/+ К ) / (г) =/0 (г) и (/+К*) (г) = (г), тогда

(/4-Ь*)/ 0 (г) =/(г) и (/4՜ Ь*)  (г) = # (г).

Соотношение (2.13) запишется в виде

((/ +֊Н)/0, 5о) = ((/4֊Ь*)/ п> (/ Ф Ь*)  £о) =

<
Фо (/о.х)~ ( Фо (г’ ' ) А (И ^г.

и

где

Отобразим теперь простршство £’(0, Н) на пространство 
£՜ (— °°, ос; Н ) следующим образом. Пусть к—изометрическое 
отображение на Л/_, участвующее в представлении (1.8) проек­
тора Р. Элементу /^£“(0, ՛֊*>;  //) поставим в соответствие элемент

/ € £՜ ( 0(7 > °°; £/+) по формуле

при г > 0 
при г 0. (2Д4)



О канонических операторах 25

Легко проверить, что это изометрическое отображение и что при 
этом отображении интегральный оператор

М/(г)֊ ( М (Г, t)fit)dt 
• / о

переходит в оператор

М/(г) = Mir, t)f

в ко тором ядро М (л, /) ( — ос) задается формулой

Л/ (г, t)-~

Р>М( г, 
Р~ М{ г, 
К*М( Г, 
К* М(-г,

При г, 
при Т՜ г, — 
при — г, / > О 
при — г, — t >0.

Поэтому в силу (2.11) и (2.12) оператор / 4֊ Н перейдет в оператор

(/ + H)/(r)=/(r)+ \H(r-t)f(t)dt, (2.15)

где Н (г) = Р+ Ну (г) Р¥ (— оо<^ г ос ). Отметим, что в силу (2.12) one 

ратор-функция Н (г) эрмитова: Н(—г) = Н*  (г). С другой стороны

• 2^г (/) является образом оператора - (>.) при 
с транств Н и РН, задаваемом отображениями

о

Таким образом, соотношение (2.13) примет вид

(H(r-t)f (t), g (г)) dt dr-
—

(2.16)

где -։ (л) - Р ֊ Р~ (') РР *.  Последнее соотношение вместе с тем 

фактом, что оператор /+Н в каждом из пространств £՛ (0, R՝, 
(/?<\ оо) допускает факторизацию вида

изоморфном соответствии про- 
\ ТРР . и } 2 Р.
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где оператор

/+Н = (/+К)-'(/+К*)- 1

К действует по формуле
|Г|

(2.17)

|| к (г, /) / (О

-и

дают возможность выявить необходимые условия на спектральную 
функцию -] (X).

Определим оператор-функцию П (?) (— оо <С / < эо) формулой

П (/)

при t >0

Из (2.16) при / (г) = £ (г) = Л(г) А, где А £ , а 7., (г) - характерис­
тическая функция множества {—", "], получим

2 (Ие П (2՜) А, А) = 2֊ (А, А) + И {И (г - () К, А) Шг =

(՝֊! (<А) А,

Отсюда

(-1 (<[/) К, А)
X2

Зафиксируем е и 
з!п 2Х £ > 1 

2Кг 2

выберем N так, что при |Х| /V имеет место

. Получим

Г (^1 (<//■) Л, А) Г (с/л) А, А)
] 1 + V ,) >"

ее

- I

5)П 2Л8 \ (1։ (с/л) Л Л)
о

Поэтому спектральная функция (X) удовлетворяет условию
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(Е, (</'•) Л, Л)
\2

Далее, для финитных непрерывно дифференцируемых вектор-функций 

/ (г) и о (г) имеем
■» ОО

Н О1 ('■— 0 7 (0> /('•)) <Мг= (/(г), я (г)) с/г+
V V О

— ж> —ОО

Сн(г — /), /(/), § (г)) <Н(1г =
99 ОО

(</>) X“1

Выбрав /п (г), стремящуюся 
8 (г)— дельта-функция Дирака,

к 8 (г) Л и / (г) = «р (г) А, где 
а ® (г) — финитная числовая функция,

удовлетворяющая условию
ОО

ср (/) (Ц = у (О (И = о, 

-  ОО
получим

Отсюда

П (г) А 4- Вг - Лг Л)
1 + л2/ )2

Учитывая, что П ՜ (г) — П (—г) и II (0) =0, окончательно получим
аь

(^А) А, А)
\ о

где В — эрмитов оператор.



Ф Э. Мелик-Адамян

Теорема. Оператор-функция (X) £ V (Н+) является спект­
ральной функцией оператора Ау в том и только в том случае, 
если՝.

1) Оператор-функция (X) удовлетворяет условию

0^ (</Х) h, /О

1 4֊ X2

2) Оператор-функция

имеет производную вида

2'(г) = 2' (0)

О

где Н (s) — локально суммируемая эрмитова oneратор-функция.
3) Оператор (2.15) допускает факторизацию (2.17) в каждом 

из пространств L՜ (— R, R; Н+) (R < с^).
Доказательство. Необходимость условий непосредственно 

следует из вышеприведенных рассмотрений. Достаточность доказы­
вается путем восстановления потенциала I (г) оператора Ау по функ­
ции --1 (X), удовлетворяющей условиям 1)—3), так чтобы -j (X) явля­
лась спектральной функцией оператора Ау.

Рассмотрим уравнения
/?

Rr (г՜, t) 4՜ Н (г — 04֊ i Kr (г, s) Н (s — t) ds = 0,

- R

R

Rr (r, f)-|- H(r—t) 4՜ \ H (г — s)Rr (s, 0 ds = 0. 
• /

— R

Существование и единственность решений этих уравнений, удовлет­
воряющих условиям 

R R

sup I Кл> (г, fftdr < оо; sup I ЦЛГ (г, ОН dt <
-R t <R J — R r R J

— R -R .

следует из условия 3) теоремы. Положив Ргл? (г> 0— Rr (г — R) 
(О г, t t֊^2R), приведем эти уравнения к виду

2R

Г2/?(г, 04֊ W֊/) 4- ( Г2/?(г, s)/7(s-f)ds=0, (2.18)
* ' о
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2/?_
Гзя (г, 0+ Н(г—04՜ (г — $) Гг/? ($,

о

/) (Р = О

Перейдя в этих уравнениях к сопряженным и положив 
= Го/? (2А— /, 2/? — г), получим

2/?

Лг/? (г, 0 —

(2.18')О </$ = О,
о

2/?

А/?(г, /)4Я*  (г֊0 4֊(я*  (г֊з)/г2/г(5, /) </5 = 0.
VО

Из однозначной разрешимости (2.18) и (2.18') следуют форму/ы диф) 
ференцирования Г/? (г, /) и Рр (г, /) по параметру R

дГ/? (г, О 
дР

= Г,? (г, Я) Г/? (R, (); = К (г, /?) Га. (/?, /). 
Ор

(2.19)

Введем функции

(г>0) (2.20)

Легко проверить, используя (2.19), что

= - ։ХЕ. (г, X) + 2Г„ (0, 2г) Е (г, X), 
б/г

(УЕ-—) = .'Е (г, Х)+2Г„ (2г, 0) Е, (г, X).
с! г

(2.21)

Положим

Ф (г, X) = Е*  (г, X) + Е*  (г, X) К*  4- АЕ (г, X) 4֊ АЕ (г, >) А'*,

где К изометрический оператор, определяющий ортопроектор Р по 
формуле (1.8). Соотношения (2.20) и (2.21) примут вид

ф (г, X) ф0 (г, /,)4- А(г, /) Фо (/, X) <//,
и
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— — Хф (г, ).) + V (г) Ф (г, X), 
dr

где И(г) = 2Г2г (0, 2г) К*  4֊ 2КГ?г (0,2г). Теорема доказана.
Замечание: Множество операторов, порожденных дифферен­

циальными выражениями (1.2) с /-эрмитовыми и самосопряженными 
потенциалами и граничными условиями (1.7) — (1.8), разбивается на 
классы унитарно эквивалентных операторов, которым соответствует 
одна и та же спектральная функция (X).

Между этими классами и эрмитовыми оператор-функциями Н (г) 
удовлетворяющими условию 3) теоремы, существует взаимнооднознач. 
ное соответствие. При этом операторы из класса, соответствующего
~ , <1

// (г), унитарно эквивалентны оператору / —, действующему в гиль-

бертовом пространстве, получающемся замыканием множества финит­
ных вектор-функций из Ь՜ (—оо, ос; Н .) по норме, порожденной ска-

Ч^

лярным произведением (7, = ((1 4 Н) /, §).
Ереванский государственный

университет Поступила 18.V1.1976

Ֆ. է. ՍԵԼ1՚₽-ՍԼԴԱ1րՅԱՆ. ճի,րԼրայան տարածությունում կսւնոնիկ i) |ւ ֆ L г Լ G g ի ա । օսյԼրէԱ- 
IIUI rbLr|i վԼրաբերյա| ( ամփոփում>

Դ ի տ ա րկմ ում է Լ' (0, օօ, տարածությունում ( 1 . 2յ դիֆերենցիալ արտահայտությամբ 
ծնված օպերատոր։ Ապացուցվում է ա յգպիսի օպերատորների համար սպեկտրալ օպերատոր- 
ֆունկցիայի զոյությունր և նշվում է անհրաժեշտ և բավարար պա(մաննեբէ որպեսզի \ (^) 
չնվաղող օ պե ր ա տ որ - ֆ ո ւն կ ց ի ան [ինի (1 . 2) ար տ ա հ ա յ տ ու թ (ա մ բ ծնված ինքնահամալուծ օպե­
րատորի սպեկտրալ ֆունկ ր ի ա է

F. E. MELIK-ADAMIAN. On canonical difք erentlonal operators in Hilbert 
space (summary)

1 he paper gives the soulution of direct and inverse problems of spectral ana­
lyses for canonical differentional operators.
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