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ОБОБЩЕНИЕ ФАКТОРИЗАЦИОННОЙ ТЕОРЕМЫ
НЕВАНЛИННЫ

Факторизационная теорема Неванлинны (см. [11, стр. 269) за
ключается в том, что множество мероморфных функций, определен
ных на единичном круге и имеющих ограниченную характеристику, 
совпадает с множеством функций /(г), допускающих факторизацию

(1)

где р — целое число, (z) и "2 (z)— произведения Бляшке, С — дей
ствительная постоянная, а р— функция ограниченной вариации. Это 
множество обозначается буквой N.

В настоящей статье введено множество мероморфных функций 
Ао, которое существенно шире N. Доказано, что функции f - до
пускают представление, аналогичное факторизации (1). Основываясь 
на этом представлении, обобщается теорема А. Я. Хинчина, А. Ос
тровского (см. |3|, стр. 118).

Пусть/(z) — мероморфная функция, определенная на |z| < 1 и 
0<г<1. Положим

если а — конечное комплексное число и
Чт.

^0 ('■> /» °°) = ~ f Ь 1п+ 1/(ге'°)| ԺԵ, 
2՜ J

о

если а — оо,
Пусть а и Ь — различные комплексные числа, причем Ь — конеч

ное число, а о может равняться бесконечности. Мы скажем, что 
/ь , если

sup (т0 (г, f, а) +- ту (г, /, ձ)) <Հ эо 
0<г<1 (2)

и сходится ряд

V (1 — |z,/) <Հ 4- ее,
>-1
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где —множество 6-точек функции / (?). Мы обозначим /Уо= б/УУд,
где сумма берется по всем допустимым парам а, 6.

Заметим, что Ма,ь^>М. Действительно, пусть М. Это озна
чает, что / имеет ограниченную характеристику. Следовательно

и
1 (1 — |г.|) < 00,

(3)

(4)

где (гл) — множество 6-точек функции /(г). Из первой основной тео՜ 
ремы Неванлинны (см. [1], стр. 23) следует, что

1 
зир 

0<г I 2т:
___ 1 ___  

а|

(5)

где М < оо. Теперь легко заметить, что из (3), (4) и (5) вытекает (2). 
Несколько позже мы покажем, что МП։ ьХ/У=У= 0.

Теорема 1. Класс ^,ь совпадает с множеством функции 
/ (г), которые допускают представление

где ри р2 — целые числа, (г), “2 (г) и “3 (г)—произведения Бляш
ке, С — действительное число, а р — функция ограниченной ва
риации.

Доказательство. Пусть /(г) допускает представление (6). 
Тогда, используя неравенство (см. [2], стр. 25)

имеем

и
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Так как функции ~2 (г) и § (г) принадлежат пространству /V, то из 
полученного неравенства следует, что

sup т0 ( г, /, Ь} <Г оо. 
о г< 1

Аналогично доказывается, что

sup т0 (г, f, а)< оо.
0<г<1

Следовательно,
Теперь предположим ь- Без потери общности можно счи

тать а = оо, 6 = 0. Пусть — полюсы, a {w*)£=i — нули функ
ции f (z). Введем обозначение

П Р (а’* — *) 1 w»|

*гл1<Р р" — Zb z Zu

где р! — целое число выбрано так, чтобы ?Р (0) =£ 0, оо. В дальнейшем 
мы предположим, что рх — 0, так как в противном случае вместо 
функции / (г) можно было рассматривать функцию г°։ А (г). Функция 
<?р(г) не имеет нулей и полюсов в круге М <Ср. Следовательно, 
1п 11п (г)| — субгармоническая функция. Это, в частности, означает, 
что

1п|1п ?р(0)|< (ре/а) | Л
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Подставляя выражение для функции (г) в (7), получим

in |1п|/(0) < In |ln I <рр (0)|

2к 2г.
< In |1п <Рр(0)К ֊?- Г 1п|1п <рр (рен,)!</Н< ֊֊ I 1п+|1п| (ре',})| 4՜ 2’1

2к J 2r J
о о

= то (р, Л 00) 4՜ т0 (р, /, 0) 4՜ In 8п.

Так как /^Л^ос.о. то по определению N~,o мы имеем

или, что то же самое

•О
v (1 — |wj) ос

эо 

п 
* = 1

|w*| > 0.

Следовательно

In llnl/(0) |u4 + V in ±J 

|*л| ।
m0 (p, /, oo) 4֊

4- (p, /,0)4՜ In 8r,
откуда имеем

/ У i P \ sup I Zj In — l<^rxD, 
o<p<։ \кА|<р |z*| /

и потому (см. (1], стр. 260) У (1 — |z*|)<c 00■ 
Теперь рассмотрим функцию

где (г) и г2 (г) — произведения Бляшке с нулями {ш*|Г=1 и {гд}^_1 со 
ответственно. Функция (г) не имеет нулей и полюсов, следователь- 
но 1п # (г) — аналитическая на |г|<1. Докажем, что 1п £ (?) £/V. Мы 
имеем
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Un g (ре' *)| (/։>

2х
— I In ь |ln| g | dft Ь In 4՜ 
2՜ J

ои

Так как "2 (г) /V, то из полученного неравенства следует, что 
1п^-(г)^/7. Теперь, используя факторизационную теорему Неванлин
ны, нетрудно получить требуемое представление для функции / (г).

Замечание 1. Из оценки (8) следует, что если ------ аналити-
/(*)

ческая функция, принадлежащая УУ», о/то полная вариация функции р>,
фигурирующая в представлении (6), допускает оценку

IN < sup (ти0 (г, /, со) 4- т0 (г, f, 0)) 4֊ In 16 к. 
0<r< 1

Следствие 1. Из представления функции следует,
что она почти всюду на единичной окружности имеет некасательные 
граничные значения.

Следствие 2. Так как------- £ N, то из теоремы 1 следует, что
1 4՜ z

ехр |—-—1^ЛС,о- Однако ехр J| N, потому что множество 
U + z] Н т -?!

fl" I 1I 1|г*|* = ь где ехр ------- \ = 1, не удовлетворяет условию
ll-Hd

v (1-|^|) = со.

Бляшке, т. е.

Теорема 2. Пусть дана последовательность |/п (■г)|л\1 функ
ции, аналитических в круге |г[ 1, у довлетворяющих условиям

1) Существует такое С^>0, что

и

(9)

(Ю)

где b — фиксированное комплексное число.
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2) На множестве £<={г/|г|— 1} положительной меры последо
вательность {/п (е‘ *)}д*=1 угловых граничных значении функций 
/л (г) сходится по мере.

Тогда последовательность {/п (г)}^1 равномерно сходите я 
внутри круга |г/ 1

lim /л (г) = / (z), 
Ո -*֊ <х»

причем на множестве Е последовательность \{п (е/;,)}|7-1 сходится 
по мере к/ (е1)—угловым граничным значениям предельной функ
ции / (г).

Вышеприведенная теорема совпадает с теоремой А. Я. Хинчина — 
— А. Островского, если в условии 1) вместо двойного логарифма под 
интегралом написать только один логарифм. При этом оказывается, 
что из условия (9), написанного с одним логарифмом, следует (10).

Доказательство. Так как /п(г} — аналитическая функция, то 

из (9) и (10) следует, что -------Из замечания 1 вытекает,

что множество {(п (г){Г=1 компактно. Существование угловых гранич
ных значений почти всюду на единичной окружности для функции 
/п (г) вытекает из следствия 1. В остальном доказательство совпадает 
с доказательством, проведенным в книге [3] теоремы А. Я. Линчина — 
—А. Островского, только во всех формулах вместо нужно писать 
1п 1п .
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Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱԿՅԱՆ. ՆԼւ|սւն||ւք,նւսф 
վւու մ I

ֆ ակ տափ (|աց|ւոն рԼиրԼմ|ւ ընդհանրացումը ( ամփո-

֊ոդվա ում մտցվում / սերոմորֆ ֆունկցիաների ,\փ ղասրէ որր Լապես լայն ( ի] ղասից: 
11պացացվոմ է, որ Ազ-ին պատկանող ֆունկցիան թույլ է տայիս ներկայացում, որր հանդի

սանամ Է ֆակտորիղացիայի անալոդր, Հիմնվեքով այդ ներկայացման վրա ընդհանրացվում / 
Ա. Խին չին ի և Ա. 0ստրովսկու /1 եորեմր։

A. A. VAG ARSH AKIAN. A generalization of NevanlInna's factorization
theorem (summary)

In this pappr the new class /Vo of ineromorphic functions essentialy richer 
than .V is introduced. It is proved, that any f N$ permits representation analogous 
to the factorization. Using this representation the theorem of A. Hinchin and A. Os
trovski is genera I izated.
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